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Аннотация. Для одного класса регулярных гипоэллиптических по x1 дву-
мерных операторов P (D) = P (D1, D2) доказывается бесконечная дифферен-
цируемость в достаточно широкой полосе ΩH = {x = (x1;x2) ∈ E2, |x1| <
H, x2 ∈ E1}, тех обобщенных решений уравнений P (D)u = 0 для которых
Dj

2u ∈ L2(ΩH) при j = 0, ..., ordx2P .
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1. Введение и постановка задачи

Будем пользоваться следующими стандартными обозначениями: N - множе-
ство натуральных чисел, N0 = N

∪
{0}, N2

0 = N0 × N0 - множество двумерных
мультииндексов, E2 и R2 - двумерные вещественные евклидовы пространства
точек x = (x1, x2) и ξ = (ξ1, ξ2), соответственно. C2 = R2 × iR2 (i2 = −1),
R2

+ = {ξ, ξ ∈ R2, ξj ≥ 0, j = 1, 2}. Для ξ, η ∈ R2, x ∈ E2 и α ∈ N2
0 обозначим

|ξ| =
√
ξ21 + ξ22 , (ξ, η) = ξ1 · η1 + ξ2 · η2, |α| = α1 + α2, ξ

α = ξα1
1 ξα2

2 ,

и Dα = Dα1
1 Dα2

2 , где Dj =
∂

∂ξj
либо Dj =

1

i

∂

∂xj
j = 1, 2.

Пусть A ≡ {αj}Mj=1 ⊂ R2
+, 0 < m1 < m2 < · · · < mM , 0 ≤ λ12 < λ22 < · · · < λM2 ,

λj = (1, λj2) и B ≡ {λj ;mj}Mj=1.
Характеристическим многоугольником набора вида A называется минимальный
выпуклый многоугольник N(A) ⊂ R2

+ содержащий множество A
∪
{0}. Харак-

теристическим многоугольником набора вида B называется множество N(B) ≡
{ν; ν ∈ R2

+; (ν, λ
j) ≤ mj j = 1, . . . ,M}.

Многоугольник N ⊂ R2
+ называется полным, если N имеет вершину в начале

координат и отличные от начала координат вершины на каждой оси координат.
3
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Полный многоугольник N ⊂ R2
+ называется правильным (вполне правильным),

если компоненты, внешних относительно N, нормалей одномерных некоординат-
ных сторон неотрицательны (положительны).

Замечание 1. Нетрудно заметить, что многоугольник N ⊂ R2
+ правильный

тогда и только тогда, когда для любого α ∈ N,

Π(α) := {ν ∈ R2
+, νj ≤ αj , j = 1, 2} ⊂ N.

Пусть P (D) = P (D1, D2) =
∑
γαD

α - линейный дифференциальный оператор
с постоянными коэффициентами, а P (ξ) = P (ξ1, ξ2) =

∑
γαξ

α его полный сим-
вол, где сумма распространяется по некоторому конечному набору (P ) = {α ∈
N2

0 , γα ̸= 0}. Многоугольник набора (P ) называется многоугольником Ньютона
или характеристическим многоугольником оператора P (D) (многочлена P (ξ)).

Определение 1. (см. [1], т. 2, определение 11.1.2, теоремы 10.2.1, 10.2.12).
Оператор P (D) (многочлен P (ξ)) называется гипоэллиптическим, если выпол-
няется одно из следующих эквивалентных условий:

(1) любое обобщенное решение u ∈ L2,loc(Ω) (Ω ⊂ E2 - область) уравнения
P (D)u = 0 является бесконечно дифференцируемой функцией;

(2)
P (α)(ξ)

P (ξ)
:=

Dα
ξ P (ξ)

P (ξ)
→ 0 при |ξ| → ∞, ∀α ∈ N2

0 , α ̸= 0;

(3) dP (ξ) → ∞ при |ξ| → ∞, где dP (ξ) расстояние точки ξ ∈ R2 от множе-
ства D(P ) :=

{
ζ ∈ C2 : P (ζ) = 0

}
.

Определение 2. (см. [1], т.2, определение 11.2.4, теорема 11.2.3). Оператор
P (D) = P (D1, D2) (многочлен P (ξ) ) называется частично гипоэллиптическим
относительно ξ2 (или относительно прямой x2 = 0), если выполняется одно
из следующих эквивалентных условий:

(1)
P (α)(ξ)

P (ξ)
→ 0 при |ξ| → ∞, |α| ̸= 0 когда ξ1 остается ограниченным;

(2) если u обобщенное решение уравнения P (D)u = 0, то u ∗ φ ∈ C∞ при
всех φ ∈ C∞

0

(
E1
)
,

(3) если многочлен P (ξ) представить в виде P (ξ) =
m1∑
j=0

Pj(ξ2)ξ
j
1, где m1 :=

ordξ1P , то
(a) P0 (ξ2) гипоэллиптичен как многочлен от ξ2,
(b) для любого j = 1, ...,m2

(1.1)
Pj(ξ2)

P0(ξ2)
→ 0 при ξ2 → ∞.



О ГЛАДКОСТИ РЕШЕНИЙ ОДНОГО КЛАССА ... 5

Замечание 2. Так как Pj j = 0, . . . ,m1 многочлены от одной переменной, то
очевидно условие 3.a) эквивалентно условию P0 ̸= 0, а условие 3.b) эквивалентно
условию ordPj < ordP0, j = 1, ... , m1.

Определение 3. (см. [2] или [3]). Оператор P (D) (многочлен P (ξ)) называется
гипоэллиптическим по ξ1, если для любого α1 ̸= 0

(1.2) P (α1,0)(ξ)/P (ξ) ≡ ∂α1P (ξ)

∂ξα1
1

/P (ξ) → 0 при |ξ| → ∞.

Определение 4. (см. [4]—[6]). Оператор P (D) (многочлен P (ξ)) называется
почти гипоэллиптическим, если выполняется одно из следующих эквивалент-
ных условий:

(1) существуют постоянные C1 > 0 и C2 > 0 для которых∑
α

∣∣∣P (α)(ξ)
∣∣∣ ≤ C1 |P (ξ)| , ∀ξ ∈ R2 |ξ| ≥ C2;

(2) существует число δ > 0 такое, что множество

Dδ(P ) ≡ { ζ ∈ D(P ) : |Imζ| ≤ δ}

ограничено;
(3) существует число δ > 0 такое, что N(P ; δ) ⊂ H∞

δ (E2), где

N(P ; δ) =
{
u : ue−δ|x| ∈ L2

(
E2
)
, P (D)u = 0

}
,

H∞
δ (E2) =

{
u : (Dαu) e−δ|x| ∈ L2

(
E2
)
, ∀α ∈ N2

0

}
.

Определение 5. (см. [7] или [8]). Оператор P (D) (многочлен P (ξ)) называется
регулярным (невырожденным), если с некоторой постоянной C > 0∑

α∈N

|ξα| ≤ C (|P (ξ)|+ 1) ∀ξ ∈ R2,

где N - характеристический многоугольник оператора P (D) (многочлена P (ξ)).

Замечание 3. Известно (см. [3], [4], [7]), что если многочлен P (ξ) регулярен,
то

(1) P гипоэллиптичен тогда и только тогда когда характеристический
многогранник N(P ) многочлена P вполне правильный;

(2) P гипоэллиптичен по ξ1 тогда и только тогда, когда первые компонен-
ты внешних (относительно N(P )) нормалей некоординатных сторон
положительны;

(3) P почти гипоэллиптичен тогда и только тогда когда N(P ) правильный;
(4) P (ξ) → ∞ при |ξ| → ∞ тогда и только тогда, когда N(P ) - полный.
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В работах [9], [10] доказана бесконечная дифференцируемость решений частич-
но гипоэллиптических уравнений, если априори предполагать их бесконечную
дифференцируемость по определенным переменным.
В. И. Буренковым в работе [2] найдены алгебраические условия (см. соотно-
шение (1.2)) на символ оператора P (D) при которых все решения u уравнения
P (D)u = 0, которые определенным образом стремятся к нулю на бесконечности
были бесконечно дифференцируемы.
В работе [11] для одного класса двумерных почти гипоэллиптических опера-
торов доказано, что при достаточно больших H > 0 все решения уравнения
P (D)u = 0 в полосе ΩH = {x = (x1;x2) ∈ E2, |x1| < H, x2 ∈ E1} для которых
Dj

2u (j = 0, ..., ordx2P ) интегрируемы с квадратом в ΩH являются бесконечно
дифференцируемыми функциями по x1.
Наша цель доказать, что если H > 0 достаточно велико, то все решения одного
класса регулярных уравнений P (D)u = 0 в ΩH для которых Dj

2u ∈ L2(ΩH) (j =

0, ..., ordx2P ) являются бесконечно дифференцируемыми функциями по обоим
переменным.

2. Вспомогательные предложения

Пусть N ⊂ R2
+ правильный многоугольник с вершинами изN2

0 иm1 ≡ max
(α1,α2)∈N

α1.

Обозначим

Nm1 = {α ∈ N
∩
N2

0 , α+ (1, 0) /∈ N}

и

Nj = {α ∈ N2
0 , α+ (m1 − j, 0) ∈ Nm1}, j = 0,±1;±2, . . . .

В дальнейшем запись α ∈ N будет означать α ∈ N
∩
N2

0 .

Замечание 4. В силу выпуклости N, очевидно, что для любого l ∈ N0,
l ≤ max

(α1,α2)∈N
α2 существует единственное α1 = α1 (l) ∈ N0 такое, что

(α1 (l) , l) ∈ Nm1 .

Предложение 2.1. Пусть N ⊂ R2
+ полный многоугольник с вершинами из

N2
0 , m1 ≡ max

α∈N
α1, m

′
2 ≡ max

α∈N
α2. Тогда,

(1) Nj = ∅, при j < 0 и Nj ∩Nk = ∅, j ̸= k;

(2) N =
m1∪
j=0

Nj;

(3) для любого α ∈ N2
0 , α2 ≤ m′

2 существует единственный индекс j (α) ∈
N0 такой, что α ∈ Nj(α);
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(4) N0 ⊂ {α ∈ N : α = (0, α2)};
(5) если N порожден набором вида B, то

N0 = {α ∈ N, α = (0, α2), α2 ≤ min
2≤j≤M

[(mj −m1)/λ
j
2]} =: Ñ0,

где [a] – целая часть числа a;
(6) если α ∈ Nj (j ∈ N0), то α1 ≥ max {0, j −m1} и для любого 0 ≤ β1 ≤ α1,

α− (β1, 0) ∈ Nj−β1 .

Доказательство. Пусть наоборот, для некоторого j0 < 0 Nj0 ̸= ∅, т.е. суще-
ствует α0 ∈ N2

0 такое, что α0 + (m1 − j0, 0) ∈ Nm1 . Так как Nm1 ⊂ N, отсюда
и из определения числа m1 имеем, что m1 ≥ maxα1

α∈Nm1

≥ α0
1 + m1 − j0 > m1.

Полученное противоречие доказывает, что Nj = ∅, при j < 0 , т.е. утверждение
пункта (1).
Докажем утверждение пункта (2). Пусть α ∈ N любой фиксированный муль-
тииндекс. Тогда в силу выпуклости N существует число j (α) ∈ N0 такое, что
β ≡ α+ (j (α) , 0) ∈ N и α+ (j (α) + 1, 0) /∈ N, т.е. β ∈ Nm1 . Отсюда и из опреде-
ления числа m1 имеем, что β1 = α1+ j (α) ≤ m1 , т.е. j (α) ≤ m1. Следовательно,
m1 − j (α) ∈ N0, α + (j (α) , 0) = α + (m1 − (m1 − j (α)) , 0) ∈ Nm1

и поэтому

α ∈ Nm1−j(α). Это означает, что N ⊂
m1∪
j=0

Nj .

Теперь докажем обратное вложение. Пусть α ∈ Nj0 для некоторого j0 : 0 ≤ j0 ≤
m1, т.е. α0 ∈ N2

0 и α+ (m1 − j0, 0) ∈ Nm1 . Так как N правильный и Nm1 ⊂ N, то

в силу замечания 1 α ∈ N. Это означает, что N ⊂
m1∪
j=0

Nj . Этим пункт (2) доказан.

Докажем утверждение пункта (3). Пусть α ∈ N2
0 любой мультииндекс для кото-

рого α2 ≤ m′
2. Так как N правильный, то (0, α2) ∈ N . Следовательно в силу заме-

чания 4 существует число α1 (α2) ∈ N0 такое, что (α1 (α2) , α2) ∈ Nm1 . Откуда по
определению числа m1 α1 (α2) ≤ m1 и следовательно, j (α) ≡ m1+α1−α1 (α2) ≥
0. Поскольку j (α) ≥ 0 и α + (m1 − j (α) , 0) = (α1 (α2) , α2) ∈ Nm1 , то отсю-
да в силу определения множеств Nl, l ∈ N0, получаем, что α ∈ Nj(α). Теперь
докажем, что если j ̸= j (α), то α /∈ Nj (т.е. единственность j(α)). Пусть, на-
оборот, существует индекс j0 ̸= j (α) такой, что α ∈ Nj0 ∩ Nj(α). Тогда в силу
определения Nl, α + (m1 − j0, 0) ∈ Nm1 и α + (m1 − j (α) , 0) ∈ Nm1 . Так как
j0 ̸= j (α), то m1−j0 ̸= m1−j (α). Пусть поэтому m1−j0 ≥ m1−j (α)+1 (случай
m1 − j0 ≤ m1 − j (α)− 1 доказывается аналогичным образом). Тогда, в силу вы-
пуклости N и замечания 1 получаем, что β ≡ α+(m1 − j (α) , 0) ∈ N, β+(k, 0) ∈
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N k = 1, ..., j (α) − j0. Но β ∈ Nm1 , а в силу определения Nm1 β + (1, 0) /∈ N.
Полученное противоречие доказывает утверждение пункта (3).
Докажем утверждение пункта (4). Пусть α ∈ N0 любой мультииндекс для кото-
рого α1 ≥ 1. Тогда в силу определения N0 α+(m1, 0) ∈ Nm1 . Так как Nm1 ⊂ N,
то из определения числа m1 имеем m1 ≥ max

β∈Nm1

β1 ≥ α1+m1 > m1. Отсюда непо-

средственно получаем утверждение пункта (4).
Докажем утверждение пункта (5). Если N порожден набором вида B, то из

определения N в силу того, что Nm1 ⊂ N, для любого α ∈ N0 имеем mj ≥(
α+ (m1, 0) , λ

j
)
= α2λ

j
2 +m1, j = 1, ... ,M , откуда α2 ≤ min

2≤j≤M

[
mj−m1

λj
2

]
. Это

вместе с пунктом (4) доказывает, что N ⊂ Ñ0.
Теперь докажем обратное вложение. Пусть α2 ∈ N0, α2 ≤ min

2≤j≤M

[
mj−m1

λj
2

]
.

Тогда, (0, α2) ∈ N2
0 и

(
(0, α2) + (m1, 0) , λ

j
)
= m1 + λj2 α2 ≤ m1 + λj2

(mj−m1)

λj
2

=

mj , j = 1, ... ,M и
(
(0, α2) + (m1, 0) , λ

1
)
= m1. Это в силу определения N

означает, что (0, α2) + (m1, 0) ∈ N. Так как
(
(0, α2) + (m1, 0) + (1, 0) , λ1

)
=

m1 + 1 > m1 , то это в силу определения Nm1 означает, что (0, α2) + (m1, 0) ∈
Nm1 . А из определения N0 вытекает, что (0, α2) ∈ N0. Утверждение пункта (5)
доказано.
Докажем утверждение пункта (6). Пусть α ∈ Nj0 для некоторого j0 ∈ N0. Отсюда
в силу определения Nj0 имеем α+ (m1 − j0, 0) ∈ Nm1 , следовательно, α1 +m1 −
j0 ≥ 0. Пусть α ∈ Nj и 0 ≤ β1 ≤ α1. Покажем, что α−(β1, 0) ∈ Nj−β1 . Из условия
α ∈ Nj0 (в силу определения Nj0) имеем, что α + (m1 − j0, 0) ∈ Nm1 . Так как
Nm1 ⊂ N , то отсюда в силу определения m1 и условия 0 ≤ β1 ≤ α1 получаем
β1 ≤ α1 ≤ j0. Тогда, α − (β1, 0) + (m1 − (j0 − β1) , 0) = α + (m1 − j0, 0) ∈ Nm1 ,
следовательно α − (β1, 0) ∈ Nj−β . Этим пункт (6) предложения и тем самым
предложение 2.1 доказано. �

Пусть N ⊂ R2
+ – правильный многоугольник, а Nj , j = 0, 1, . . . , определены как

выше. На множестве
∞∪
j=0

Nj (на основании пункта (3) предложения 2.1) введем

функцию d(α):

(2.1) d(α) = j, если α ∈ Nj , j = 0, 1, . . . .

Предложение 2.2. Пусть N – правильный многоугольник. Тогда

(1) d (α+ (1, 0)) = d(α) + 1 ∀α ∈
∞∪
j=0

Nj,

(2) d (α− (1, 0)) = d(α)− 1 ∀α ∈
∞∪
j=0

Nj , α1 ≥ 1;
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(3) Если многоугольник N порожден набором вида B, то в качестве функ-
ции d(α) можно брать функцию

d̃ (α) = max
1≤j≤M

[
m1 −mj +

(
α, λj

)]
, α ∈ N2

0 ,

где [a] - целая часть числа a.

Доказательство. Пусть α ∈
∞∪
j=0

Nj . Тогда в силу пункта (3) предложения 2.1

существует единственный индекс j (α) ∈ N2
0 , такой, что α ∈ Nj(α) и поэтому

d(α) = j(α). Из условия α ∈ Nj(α) имеем α + (m1 − j (α) , 0) ∈ Nm1
, и следова-

тельно

(α+ (1, 0)) + (m1 − (j (α) + 1) , 0) = α+ (m1 − j (α) , 0) ∈ Nm1 .

Но это в силу определения Nj(α)+1 означает, что α + (1, 0) ∈ Nj(α)+1, следова-
тельно, d (α+ (1, 0)) = j (α) + 1. Откуда непосредственно получаем утвержде-
ние пункта (1). Утверждение пункта (2) следует из (1), если учитывать, что из

α ∈
∞∪
j=0

Nj , α1 ≥ 1 следует, что α− (1, 0) ∈
∞∪
j=0

Nj .

Докажем утверждение пункта (3). Пусть N порожден набором вида B и α ∈ Nm1 .
Так как Nm1 ⊂ N, то из определения N имеем

(
α, λj

)
≤ mj , j = 1, ..., M и

следовательно,

(2.2) m1 −mj +
(
α, λj

)
≤ m1, j = 1, ..., M.

С другой стороны, так как α ∈ Nm1 , то в силу определения Nm1 существует
индекс j0 : 1 ≤ j0 ≤ M , такой, что

(
α+ (1, 0) , λj0

)
> mj0 . Откуда

(
α, λj0

)
>

mj0 − 1, следовательно

(2.3) m1 −mj0 +
(
α, λj0

)
> m1 − 1.

Из неравенств (2.2), (2.3), так как m1 ∈ N и d̃(α) принимает целочисленные
значения, получаем, что d̃ (α) = m1 при всех α ∈ Nm1 .
Пусть j ∈ N0 и α ∈ Nj . Так как в силу пункта (6) предложения 2.1 α1+m1−j ≥ 0,
а из условия α ∈ Nj имеем α+(m1 − j, 0) ∈ Nm1 , то в силу уже доказанной части

m1 = d̃ (α+ (m1 − j; 0)) = max
1≤l≤M

[
m1 −ml +

(
α+ (m1 − j; 0) , λl

)]
.

Следовательно, аналогичным образом получаем, что

m1 −ml +
(
α+ (m1 − j; 0) , λl

)
≤ m1, l = 1, . . . ,M

и для некоторого l0 ∈ N0, 1 ≤ l0 ≤M

m1 −ml0 +
(
α+ (m1 − j; 0) , λl0

)
> m1 − 1.
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Откуда,

m1 −ml +
(
α, λl

)
= m1 −ml +

(
α+ (m1 − j; 0) , λl

)
−
(
(m1 − j; 0) , λl

)
=

= m1 −ml +
(
α+ (m1 − j; 0) , λl

)
+ j −m1 ≤ m1 + j −m1 = j, l = 1, ...,M

и

m1 −ml0 +
(
α, λl0

)
= m1 −ml0 +

(
α+ (m1 − j; 0) , λl0

)
−
(
(m1 − j; 0) , λl0

)
=

= m1 −ml0 +
(
α+ (m1 − j; 0) , λl0

)
+ j −m1 > m1 − 1 + j −m1 = j − 1.

Из этих двух неравенств непосредственно (в силу определения функции d̃) сле-
дует, что d̃(α) = j при всех α ∈ Nj , j = 0, 1, . . . . Предложение 2.2 доказано. �

На основании пункта (3) предложения 2.2, в дальнейшем вместо функции d̃(α)

будем писать d(α).
В дальнейшем нам понадобятся следующие легко проверяемые предложения:

Предложение 2.3. Пусть k, r ∈ N0, k > r. Тогда при |ξ| → ∞, ξr1/(|ξ2| +
|ξ1|k) → 0.

Предложение 2.4. Пусть Q1 и Q2 такие многочлены от одного переменного,
что Q1(ξ2)/Q2(ξ2) → 0 при ξ2 → ∞. Если многочлен Q от двух переменных
такой, что |Q (ξ)|+|Q2 (ξ2)| → ∞ при |ξ| → ∞, то Q1(ξ2)/ [|Q2(ξ2)|+ |Q(ξ)|] → 0

при |ξ| → ∞.

Предложение 2.5. (см. пункт (2) замечания 3). Если характеристический
многоугольник N(P ) регулярного многочлена P порожден набором вида B (N(P ) =

N(B)), то P гипоэллиптичен по ξ1.

Лемма 2.1. Пусть P (ξ) = P (ξ1, ξ2) =
∑

α∈(P )

γαξ
α – регулярный многочлен с

полным характеристическим многоугольником N(P ). Многочлен P (ξ) гипоэл-
липтичен по ξ1 тогда и только тогда, когда он частично гипоэллиптичен по
ξ2.

Доказательство. Представим многочлен P (ξ) в следующем виде

(2.4) P (ξ) =

M∑
r=0

Pr (ξ2)ξ
r
1 ,

где M = ordξ1P , а

(2.5) Pr (ξ2) =
∑

(r, α2)∈(P )

γ(r, α2)ξ
α2
2 , (r = 0, . . . ,M).
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Из полноты многоугольника N(P ) следует, что P0 ̸= 0 поскольку в силу опреде-
ления полноты многоугольника существует l ∈ N , такой, что (0, l) ∈ (P ) ((0, l)
– вершина многоугольника, лежащая на оси ξ2). Тогда, в силу замечания 1.2
многочлен P0(ξ2) гипоэллиптичен.
В силу пункта (4) замечания 3 и из регулярности P следует, что существуют
числа C1 > 0, C2 > 0, для которых

(2.6) 0 < |P (ξ)| ≤
M∑
r=0

|Pr (ξ2) ξ
r
1 | ≤ C2 |P (ξ)| ∀ξ ∈ R2, |ξ| ≥ C1.

Пусть многочлен P (ξ), удовлетворяющий условиям леммы, гипоэллиптичен по
ξ1, т.е. для любого α1 ∈ N

(2.7)
∣∣∣∣P (α1, 0) (ξ)

P (ξ)

∣∣∣∣→ 0 при |ξ| → ∞.

Так как Pr (ξ2) =
1
r!P

(r, 0) (0, ξ2), r = 0, . . . ,M , то из (2.7) в силу представления
(2.4) имеем:

Pr (ξ2)

P0 (ξ2)
=

1

r!

P (r, 0) (0, ξ2)

P (0, ξ2)
→ 0 при |ξ2| → ∞, r = 1, 2, . . . .

Так как в силу вышесказанного P0 - гипоэллиптичен, то это означает (см. пункт
(2) определения 2), что многочлен P частично гипоэллиптичен по ξ2.
Пусть, теперь, частично гипоэллиптический по ξ2 многочлен P (ξ) удовлетворяет
условиям леммы. Тогда для любого α1 ∈ N в силу представления (2.4) и оценки
(2.6) при |ξ| ≥ C1 имеем

∣∣∣∣P (α1, 0) (ξ)

P (ξ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ M∑
r=α1

r!
(r−α1)!

Pr ( ξ2) ξ
r−α1
1

∣∣∣∣∣∣∣∣ M∑
r=0

Pr ( ξ2) ξr1

∣∣∣∣ ≤ C2

M∑
r=α1

r!

(r − α1)!

∣∣Pr ( ξ2) ξ
r−α1
1

∣∣
M∑
k=0

∣∣Pr ( ξ2) ξk1
∣∣ =

(2.8) = C2

 α1! |Pα1 (ξ2)|

|P0 (ξ2)|+
M∑
k=1

∣∣Pk ( ξ2) ξk1
∣∣ +

M∑
r=α1+1

r!

(r − α1)!

∣∣Pr ( ξ2) ξ
r−α1
1

∣∣
M∑
k=0

|Pr ( ξ2)| |ξ1|k

 .
В силу предложения 2.3

(2.9)
Pα1 (ξ2)

|P0 (ξ2)|+
M∑
k=1

∣∣Pk ( ξ2) ξk1
∣∣ → 0 при |ξ| → ∞.

Пусть k ∈ N , α1 + 1 ≤ k ≤M и Dk = {ξ2 ∈ R : Pk(ξ2) = 0}.
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Так как в силу (2.6), при достаточно больших ξ ∈ R2 и ξ2 ∈ Dk имеем

Pk (ξ2) ξ
k−α1
1

M∑
r=0

|Pr ( ξ2) ξr1 |
= 0

и |P0 (ξ2)| +
∣∣Pk (ξ2) ξ

k
1

∣∣ ̸= 0 при достаточно больших ξ и ξ2 /∈ Dk, то в силу
предложения 2.3 (см. пункт 3 a) определения 2) при |ξ| → ∞ имеем

Pk (ξ2) ξ
k−α1
1

M∑
r=0

|Pr ( ξ2) ξr1 |
≤

∣∣∣Pk (ξ2) ξ
k−α1
1

∣∣∣
|P0 (ξ2)|+

∣∣Pk (ξ2) ξk1
∣∣ = |ξ2|k−α1∣∣∣P0(ξ2)

Pk(ξ2)

∣∣∣+ |ξ1|k
→ 0, k = α1 + 1, ..., M.

Отсюда и из соотношения (2.9) в силу оценки (2.8) получаем, что многочлен P (ξ)
гипоэллиптичен по ξ1. Лемма 2.1 доказана. �

Предложение 2.6. Пусть характеристический многоугольник N(P ) регуляр-
ного многочлена P (ξ) порожден набором вида B. Тогда многочлен P частично
гипоэллиптичен по ξ2.

Доказательство. Непосредственно следует из леммы 2.1 и предложения 2.5. �

Предложение 2.7. (см. [1], т.1, теорема 1.4.1). Пусть −∞ < a < b < +∞.
Тогда для любого m ∈ N существует постоянная C = C(m) > 0 такая, что
для любого δ ∈ (0, (b− a)/2) существует функция φδ (t) ∈ C∞

0 (a, b) (C∞
0 (a, b) –

множество бесконечно дифференцируемых функций с носителем в (a, b)), для
которой φδ (t) = 1, t ∈ (a+ δ, b− δ) и

∣∣∣φ(j)
δ (t)

∣∣∣ ≤ Cδj, j = 0, . . . ,m.

Пусть h(t) = 1− t2 при |t| < 1, h(t) = 0 при |t| ≥ 1, H > 0 и hH(t) = h(t/H).
Для правильного многоугольника N ⊂ R2

+ с вершинами из N2
0 , функции h и

числа H > 0 обозначим

HN
h (ΩH) =

{
u : (Dαu)h

d(α)
H (x1) ∈ L2 (ΩH) , ∀α ∈ N } ,

где d(α) функция, определенная в (2.1), а

ΩH =
{
x ∈ E2, |x1| < H, x2 ∈ (−∞; +∞)} .

Лемма 2.2. Множество C∞
0 (ΩH) плотно в HN

h (ΩH).

Доказательство. Пусть u ∈ HN
h (ΩH) и ε > 0 – фиксированное число. Тогда

существуют числа δ = δ (ε, u) ∈ (0, H) и M ≥ 1 такие, что

(2.10) ∥u∥HN
h (ΩH\ΩH−δ, M) ≡

∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

< ε,

где ΩH−δ, M = {x ∈ ΩH, |x1| < H − δ, |x2| < M}.
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Пусть φ1 (x1) и φ2 (x2) функции, удовлетворяющие условиям предложения 2.7
такие, что

(1) φ1 (x1) = 1 при |x1| < H − δ, φ1 (x1) = 0 при |x1| > H − δ

2
,

(2) φ2 (x2) = 1 при |x2| < M , φ2 (x2) = 0 при |x2| > M + 1,
(3)

∣∣∣φ(j)
1 (x1)

∣∣∣ ≤ Cδ−j ,
∣∣∣φ(j)

2 (x2)
∣∣∣ ≤ C, j = 0, ..., m1 ≡ max

α∈N∩N2
0

α1.

Положим v(x) = u(x)φ1 (x1)φ2 (x2). Очевидно, suppv ⊂ ΩH−δ/2, M+1. Пусть ṽ

(D̃αu, α ∈ N ∩N2
0 ) продолженные нулем вне ΩH−δ/2, M+1 (ΩH) функции v (Dαu,

α ∈ N). Так как v(x) = u(x) при x ∈ ΩH−δ/2, M+1 и Dαṽ ∈ L2(E
2) (α ∈ N ∩N2

0

)
,

то в силу (2.10) имеем∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαṽ − D̃αu
)
h
d(α)
ℵ

∥∥∥
L2(E2)

=
∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥(Dαṽ − D̃αu
)
h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

=

=
∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥(Dαv −Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

≤

≤
∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥(Dαv)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

+
∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

≤

(2.11) ≤
∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥Dα(uφ1φ2)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

+ ε.

Так как hH (x1) ≤ δ/H при x ∈ supp (φ1φ2) \ (ΩH\ΩH−δ, M ), то по формуле
Лейбница в силу предложения 2.2, оценки (2.10) и свойства (1 – 3) функций
φ1, φ2 для первого слагаемого правой части оценки (2.11) с некоторой постоянной
C1 = C1(N, C,H) > 0 имеем

(2.12)

∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥Dα (uφ1φ2)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

≤

≤
∑
α∈N

∑
β≤α

Cβ
α

∥∥∥Dβu ·Dα1−β1

1 φ1 ·Dα2−β2

2 φ2 · hd(α)H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

≤∑
α∈N

∑
|β|≤α

Cβ
αC

2δ−(α1−β1)
∥∥∥(Dβu

)
h
d(β)+α1−β1

H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

≤

≤
∑
α∈N

∑
β≤α

Cβ
αC

2δ−(α1−β1)
(

δ
H

)α1−β
∥∥∥(Dβu

)
h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

≤

≤ C1

∑
β∈N

∥∥∥(Dβu
)
h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

≤ C1ε,

где Cβ
α - биноминальные коэффициенты, а C - постоянная из предложения 2.7.

Из (2.11) в силу (2.12) получаем

(2.13)
∑
α∈N

∥∥∥(Dαṽ − D̃αu
)
h
d(α)
H

∥∥∥
L2(E2)

≤ (C1 + 1) ε.

Пусть θ > 0, Sθ =
{
x ∈ E2 : |x| < θ

}
, ψ ∈ C∞

0 (S1), ψ ≥ 0,
∫
ψ dx = 1, ψθ(x) =

θ−2ψ (x/θ) и ṽθ = ṽ ∗ ψθ.
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Очевидно ṽθ ∈ C∞ (E2
)

для любого θ > 0, при этом ṽθ (x) = 0 когда x /∈ suppṽ+S̄θ

(S̄θ замыкание Sθ). Так как при θ ∈ (0, δ/4) suppṽ + S̄θ ⊂ ΩH, то отсюда по-
лучаем, что ṽθ ∈ C∞

0 (ΩH) когда θ ∈ (0, δ/4). Учитывая, что hH ≤ 1, Dαṽθ ∈
L2

(
E2
)

(α ∈ N) и (см. например [12], 6.3 (2)) Dαṽh = (Dαṽ)h, то в силу нера-
венства Юнга и непрерывности в среднем функций из L2 имеем при θ → 0

∑
α∈N

∥∥∥Dα (ṽθ − ṽ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(E2)

≤
∑
α∈N

∥∥∥Dα (ṽθ − ṽ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(E2)

=

=
∑
α∈N

∥(Dαṽ)θ −Dαṽ∥
L2(E2)

≤
∑
α∈N

sup
|y|<θ

∥Dαṽ (· − y)−Dαṽ (·)∥
L2(E2)

→ 0.

В силу произвольности числа ε > 0, отсюда и из (2.12) получаем утверждение
леммы. Лемма 2.2 доказана. �

Лемма 2.3. Пусть N ⊂ R2
+ - правильный многоугольник с вершинами из N2

0 ,
m1 ≡ max {α1 : α ∈ N ∩N2

0

}
и β ∈ N ∩ N2

0 . Тогда существуют постоянные
C1 = C1(m1) > 0 и H0 = H0 (m1) > 0 такие, что при H ≥ H0 и φ ∈ C∞

0 (ΩH),

(2.14)

∥∥∥(Dβφ
)
h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ C1

(∥∥(D(β1(β2), β2)φ
)
hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+
∥∥∥(Dβ2

2 φ
)
h
d(0, β2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
,

где β1 = β1(β2) ∈ N0 то единственное (в силу замечания 4) число для которого
(β1(β2), β2) ∈ Nm1

.

Доказательство. Оценка (2.14) очевидна при β1 = 0 и β1 = β1(β2), так как в
последнем случае β ∈ Nm1 и в силу определения функции d (·) : d (β) = m1.
Пусть поэтому 0 < β1 < β1(β2). Тогда, интегрируя по частям, получим

∥∥∥(Dβφ
)
h
d(β)
H (x1)

∥∥∥2
L2(ΩH)

=

∣∣∣∣∣∣
∫∫
ΩH

Dβφ
(
D

β
φ h

2d(β)
H (x1)

)
dx

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
∫∫
ΩH

Dβ−(1, 0)φ D1

(
D

β
φ h

2d(β)
H (x1)

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∫∫
ΩH

∣∣∣Dβ−(1, 0)φ D
β+(1, 0)

φ
∣∣∣ h2d(β)H (x1) dx+

+
2d (β)

H

∫∫
ΩH

∣∣∣Dβ−(1, 0)φ Dβφ
∣∣∣ h2d(β)−1

H (x1) dx.
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Так как в силу предложения 2.2 d (β ± (1, 0)) = d (β) ± 1 при β1 ≥ 1, то отсюда
с применением арифметического неравенства |ab| ≤ 1

2

(
a2 + b2

)
получаем∥∥∥(Dβφ

)
h
d(β)
H (x1)

∥∥∥2
L2(ΩH)

≤

≤ 1

2

(∥∥∥(Dβ+(1, 0)φ
)
h
d(β+(1, 0))
H

∥∥∥2
L2(ΩH)

+
∥∥∥(Dβ−(1, 0)φ

)
h
d(β−(1, 0))
H

∥∥∥2
L2(ΩH)

)
+

+
2d (β)

H

(∥∥∥(Dβφ
)
h
d(β)
H

∥∥∥2
L2(ΩH)

+
∥∥∥(Dβ−(1, 0)φ

)
h
d(β−(1, 0))
H

∥∥∥2
L2(ΩH)

)
.

Так как d (β) ≤ m1 при всех β ∈ N ∩ N2
0 , то отсюда в силу леммы 2.1 работы

[11] следует существование числа H0 = H0 (m1) > 0 такого, что при H ≥ H0

с некоторой постоянной C1 = C1 (m1) > 0 выполняется оценка (2.14). Лемма
доказана. �

Лемма 2.4. Пусть N ⊂ R2
+ – правильный многогранник с вершинами из N2

0 ,
а H0 > 0 число определенное в лемме 2.3. Тогда существует постоянная C1 =

C1(m1) такая, что при H ≥ H0 и u ∈ HN
h (ΩH)

(2.15)

∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ C1

( ∑
α∈Nm1

∥∥(Dαu)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+
Γ∑

α2=0

∥∥∥(Dα2
2 )h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
≤

≤ C1

∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

,

где по многоугольнику N множество Nm1 определено в начале параграфа 2, а

Γ ≡ max {α2 : (0, α2) ∈ N\Nm1 ∩N2
0

}
.

Доказательство. В силу леммы 2.2 оценку (2.15) достаточно доказать для функ-
ций из C∞

0 (ΩH). Из определения функции d (·) по лемме 2.3 существует посто-
янная C2 = C2 (m1) > 0 такая, что при всех H ≥ H0 и φ ∈ C∞

0 (ΩH)∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαφ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

=
∑

α∈Nm1

∥∥(Dαφ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

+
∑

α∈(N\Nm1)∩N2
0

∥∥∥(Dα2
2 φ)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈Nm1

∥∥(Dαφ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

+
Γ∑

α2=0

∑
(α1, α2)∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαφ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈Nm1

∥∥(Dαφ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

+C2m1

(
Γ∑

α2=0

(∥∥(D(α1(α2), α2)φ
)
hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+
∥∥∥(Dα2

2 φ)h
d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

))
≤

≤ (C2m1 + 1)
∑

α∈Nm1

∥∥(Dαφ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+ C2m1

Γ∑
α2=0

∥∥∥(Dα2
2 φ)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.
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Так как правая часть оценки (2.15) очевидна, то отсюда получаем утверждение
леммы. Лемма 2.4 доказана. �

Лемма 2.5. Пусть P – регулярный многочлен с правильным характеристиче-
ским многоугольником N. Тогда существуют постоянная C и число H1 ≥ H0

(H0 число из леммы 2.3) такие, что при H ≥ H1 и u ∈ HN
h (ΩH)

(2.16)

∑
α∈N

∥∥∥(Dαφ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ C

(∥∥(P (D)u)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+
Γ∑

α2=0

∥∥∥(Dα2
2 φ)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
.

Доказательство. В силу леммы 2.2 оценку (2.16) достаточно доказать для функ-
ций из C∞

0 (ΩH). В силу леммы 2.4 имеем, что с некоторой постоянной C1 =

C1 (m1) > 0 при H ≥ H0 и φ ∈ C∞
0 (ΩH)

(2.17)

∑
α∈N

∥∥∥(Dαφ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ C1

( ∑
α∈Nm1

∥∥(Dαφ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+
Γ∑

α2=0

∥∥∥(Dα2
2 φ)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
.

Для первого слагаемого правой части оценки (2.17) в силу формулы Лейбница
и определения функции h с некоторой постоянной C2 = C2 (h, m1) при H ≥ H0

и φ ∈ C∞
0 (ΩH) имеем

(2.18)

∑
α∈Nm1

∥∥(Dαφ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

=

=
∑

α∈Nm1

∥∥∥∥∥∥∥Dα
(
φhm1

H

)
−

∑
β1<α1

α1≥1, β2=α2

Cβ1
α1
DβφDα1−β1

1 hm1

H

∥∥∥∥∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤
∑

α∈Nm1

∥∥Dα
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

+

+
∑

α∈Nm1

∑
β1<α1

α1≥1, β2=α2

Cβ1
α1

∥∥∥(Dβφ
)
hm1−α1+β1

H

∥∥∥
L2(ΩH)

· C2

Hα1+β1
.

Так как при α ∈ Nm1 , 0 ≤ β1 < α1, β2 = α2 β + (m1 − (m1 − α1 + β1) , 0) = α ∈
Nm1

, то по определению множества Nl (l ∈ N0) и условия β1 < α1 получаем, что

β ∈ Nm1−α1+β1 ⊂
m1−1∪
j=0

Nj .
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Поэтому из (2.18) с некоторым постоянным C3 = C3 (N, h) , C4 = C4 (N, h) > 0,
при H > max {1, H0} получаем

(2.19)

∑
α∈Nm1

∥∥(Dαφ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈Nm1

∥∥Dα
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

+

+
C3

H

m1−1∑
j=0

∑
β∈Nj

∥∥∥(Dβφ
)
h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈Nm1

∥∥Dα
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

+

+
C4

H

∑
β∈N∩N2

0

∥∥∥(Dβφ
)
h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Из оценок (2.18) и (2.19) при H > max {1, H0, 2C1 · C4} ≡ H′
0 получаем, что при

всех φ ∈ C∞
0 (ΩH)

(2.20)

∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαφ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ 2C1

( ∑
α∈Nm1

∥∥Dα
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

+
Γ∑

α2=0

∥∥∥(Dα2
2 φ)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
.

Отсюда, в силу равенства Парсеваля и регулярности многочлена P , для первого
слагаемого правой части оценки (2.3) с некоторой постоянной C5 = C5 (P ) > 0

имеем∑
α∈Nm1

∥∥Dα
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

=
∑

α∈Nm1

∥∥Dα
(
φhm1

H

)∥∥
L2(E2)

=

=
∑

α∈Nm1

∥∥ξαF (φhm1

H

)∥∥
L2(R2)

≤ C5

(∥∥P (ξ)F
(
φhm1

H

)∥∥
L2(R2)

+
∥∥F (φhm1

H

)∥∥
L2(R2)

)
=

= C5

(∥∥P (D)
(
φhm1

H

)∥∥
L2(R2)

+
∥∥(φhm1

H

)∥∥
L2(R2)

)
=

= C5

(∥∥P (D)
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

+
∥∥(φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

)
.

Из оценки (2.20) и отсюда получаем, что при H ≥ H′
0∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥(Dαφ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤ 2C1C5

(∥∥P (D)
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

+
∥∥φhm1

H

∥∥
L2(ΩH)

)
+

(2.21) +2C1

Γ∑
α2=0

∥∥∥(Dα2
2 φ)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Для первого слагаемого правой части оценки (2.21) по формуле Лейбница и из
определения функции h с некоторой постоянной C6 = C6 (P, h) > 0 имеем∥∥P (D)

(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

≤
∥∥(P (D)φ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

(2.22) +
∑
α1≥1

∥∥∥(P (α1, 0) (D)φ
)
Dα1

1 h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
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≤
∥∥(P (D)φ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+ C6

∑
α1≥1

∑
β∈N∩N2

0
β1≥α1

∥∥(Dβ−(α1,0)φ
)
hm1−α1

H

∥∥
L2(ΩH)

Hα1
.

Так как β1 ≥ α1 ≥ 1, то в силу пункта (6) предложения 2.1, β−(α1, 0) ∈
m1−α1∪
j=0

Nj

при β ∈ N ∩ N2
0 . Следовательно, m1 − α1 ≥ d (β − (α1, 0)) и hH ≤ 1. Отсюда с

некоторой постоянной C7 = C7 (P, h) > 0 имеем, что для φ ∈ C∞
0 (ΩH)

(2.23)

∥∥P (D)
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

≤
∥∥(P (D)φ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

+
C7

H

∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαφ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Из оценок (2.21) и (2.23) при H ≥ H1 := max {4C1 · C5 · C7,H
′
0} непосредственно

получаем оценку (2.16) с постоянной C = 4C1 · C5. Лемма 2.5 доказана. �

Для правильного многогранника N с вершинами из N2
0 , j ∈ N0, через Nj обозна-

чим множество
j∪

l=0

Nl и положим

HN,∞
h (ΩH) =

∞∩
j=m1

HNj

h (ΩH).

Так как для любого j ∈ N0, j ≥ m1 выпуклая оболочка (N(Nj)) множества
{α, α ∈ Nj

}
является правильным многоугольником и (в силу того, что вер-

шины N принадлежат N2
0 ) N(Nj) ∩ N2

0 = Nj , то в силу леммы 2.2 множество
C∞

0 (ΩH) плотно в HNj

h при j = m1,m1 + 1, . . ..

Лемма 2.6. Пусть P – регулярный многочлен с правильным характеристи-
ческим многоугольником N, порожденный набором вида B. Тогда для любого
j ∈ N0 существуют постоянные Al > 0, l = 0, . . . , j+1 такие, что при H ≥ H1

(H1 число определенное в лемме 2.5) и всех u ∈ HN,∞
h (ΩH)

(2.24)

∑
β∈Nm1+j

∥∥∥(Dβu
)
h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
j∑

l=0

Al

∥∥∥(Dl
1P (D)u

)
hm1+l
H

∥∥∥
L2(ΩH)

+

+Aj+1

Γ∑
α2=0

∥∥∥(Dα2
2 u)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

,

где Γ - число определенное в лемме 2.4.

Доказательство. Доказательство проведем индукцией по j. Оценка (2.24) при
j = 0 следует из леммы 2.5. Пусть оценка (2.24) верна при j ≤ k. Докажем ее
для j = k+1. В силу определения Nj и предположения индукции с некоторыми
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постоянными Al, l = 0, ..., k + 1, имеем∑
α∈Nm1+k+1

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈Nm1+k+1\Nm1+k

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

+

(2.25) +
∑

α∈Nm1+k

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈Nm1+k+1\Nm1+k

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

+

+
k∑

l=0

Al

∥∥∥(Dl
1P (D)u

)
hm1+l
H

∥∥∥
L2(ΩH)

+Ak+1

Γ∑
α2=0

∥∥∥(Dα2
2 u)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Для первого слагаемого правой части (2.25) из определений множества Nj , функ-
ции d(·) и в силу формулы Лейбница имеем∑
α∈Nm1+k+1\Nm1+k

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

=
∑

β∈N∩N2
0

∥∥∥(DβDk+1
1 u

)
hm1+k+1
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤
∑

β∈N∩N2
0

∥∥Dβ
((
Dk+1

1 u
)
hk+1
H

)
hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

+
∑
β∈N
β1≥1

∑
1≤γ1≤β1

Cγ1

β1

∥∥∥Dβ−(γ1, 0)
(
Dk+1

1 u
)
Dγ1

1 h
k+1
H hm1

H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Так как с некоторой постоянной Bk+1 = Bk+1(h) > 0∣∣(Dγ1

1 h
k+1
H

)
hm1

H (x1)
∣∣ ≤ (Bk+1/H

γ1)hm1+k+1−γ1

H (x1) ,

при 1 ≤ γ1 ≤ m1, |x1| < H, β − (γ1; 0) + (k + 1; 0) ∈
m1−γ1∪
j=0

Nj+k+1 ⊂ Nm1+k

(см. пункт (4) предложения 2.2), то отсюда в силу предположения индукции с
некоторыми постоянными A′

l, l = 0, ..., k + 1, имеем∑
α∈Nm1+k+1\Nm1+k

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

β∈N∩N2
0

∥∥Dβ
((
Dk+1

1 u
)
hk+1
H

)
hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

+
k∑

l=0

A′
l

∥∥∥(Dl
1P (D)u

)
hm1+l
H

∥∥∥
L2(ΩH)

+A′
k+1

Γ∑
α2=0

∥∥∥(Dα2
2 u)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Отсюда и из (2.25) получаем∑
β∈Nm1+j

∥∥∥(Dβu
)
h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

β∈N∩N2
0

∥∥Dβ
((
Dk+1

1 u
)
hk+1
H

)
hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

(2.26) +
k∑

l=0

(A′
l +Al)∥(Dl

1P (D)u)hm1+l
H ∥L2(ΩH)+

+(A′
k+1 +Ak+1)

Γ∑
α2=0

∥(Dα2
2 u)h

d(0,α2)
H ∥L2(ΩH).
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Так как
(
Dk+1

1 u
)
hk+1
H ∈ HN

h (ΩH) при u ∈ HN,∞
h (ΩH), то в силу леммы 2.5 для

первого слагаемого правой части (2.26) с некоторой постоянной C1 > 0 имеем∑
β∈N∩N2

0

∥∥Dβ
((
Dk+1

1 u
)
hk+1
H

)
hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ C1

(∥∥P (D)
(
Dk+1

1 u
)
hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+
Γ∑

α2=0

∥∥∥Dα2
2

(
Dk+1

1 u
)
h
k+1+d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
≤

≤ C1

(∥∥∥(P (D)Dk+1
1 u

)
hk+1+m1

H

∥∥∥
L2(ΩH)

+

+
∑
α1≥1

∥∥∥(P (α1,0)(D)Dk+1
1 u

)
Dα1

1 hk+1
H hm1

H

∥∥∥
L2(ΩH)

+

+
Γ∑

α2=0

∥∥∥(Dα2
2 Dk+1

1 u
)
h
k+1+d(0, α2)
H hm1

H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
.

Так как при 0 ≤ α2 ≤ Γ (0, α2) ∈
m1−1∪
j=0

Nj , (k + 1, α2) ∈ Nm1+k и β − (α1, 0) +

(k + 1, 0) ∈ Nm1+k для любого β ∈ N, β1 ≥ 1, 1 ≤ α1 ≤ β1, то отсюда в силу
оценки (2.26) и предположения индукции получаем оценку (2.24) с некоторыми
постоянными A′′

l > 0, l = 0, . . . , k + 2 (Ak+1 = C1). Лемма доказана. �

Лемма 2.7. Пусть N правильный многоугольник с вершинами из N2
0 . Тогда

существует постоянная C > 0 такая, что при всех u ∈ HN
h (ΩH)

(2.27)
C−1

∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥Dα (u)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ C
∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥Dα
(
uh

d(α)
H

)∥∥∥
L2(ΩH)

.

Доказательство. Левая часть оценки непосредственно получается применением
формулы Лейбница в силу правильности многоугольника и пунктов (1) - (2)
предложения 2.2.

Докажем правую часть оценки (2.27). Пусть 0 < j ≤ m1 = max {α1, α ∈
N ∩N2

0

}
. Тогда в силу формулы Лейбница с некоторой постоянной C1 > 0, учи-

тывая, что в силу пункта (2) предложения 2.2 d (α)− (β1, 0) = d (α− (β1, 0))

при всех α ∈ N, 0 ≤ β1 ≤ α1, (следовательно, α− (β1, 0) ∈ Nj−β1 при α ∈ N, 0 ≤
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β1 ≤ α1), имеем∑
α∈Nj

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈Nj

∥∥∥Dα
(
uh

d(α)
H

)∥∥∥
L2(ΩH)

+

+
∑

α∈Nj

α1≥1

∑
2≤β1≤α1

Cβ1
α1

∥∥∥(Dα−(β1, 0)u
)
Dβ1

1 h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤
∑

α∈Nj

∥∥∥Dα
(
uh

d(α)
H

)∥∥∥
L2(ΩH)

+ C1

j−1∑
l=0

∑
β∈Nl

∥∥∥(Dβu
)
h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Поступая аналогичным образом, и учитывая, что N0 ⊂ {(0, α2) ∈ N} (пункт (3)
предложения 2.1) и функция hH зависит только от переменной x1, через j − 1

шагов с некоторой постоянной C2 > 0 получаем∑
α∈Nj

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ C2

(
j∑

l=1

∑
α∈Hl

∥∥∥Dα(uh
d(α)
H )

∥∥∥
L2(ΩH)

+
∑

β∈N0

∥∥∥(Dβu)h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
.

Просуммировав полученные неравенства по j = 1, ..., m1 и учитывая, что (в силу
вышесказанного для N0).∑

α∈N0

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

=
∑
α∈N0

∥∥∥Dα
(
uh

d(α)
H

)∥∥∥
L2(ΩH)

,

получим оценку (2.27). Лемма доказана. �

3. Основные результаты

В этом параграфе будем считать, что характеристический многоугольник опе-
ратора P (D) = P (D1, D2) порожден набором вида B и обозначим

N (P, H) =
{
u, Dj

2 ∈ L2 (ΩH) j = 0, ..., m2, P (D)u = 0
}
,

где H ≥ H1, H1 - число определенное в лемме 2.5, а m′
2 число из леммы 2.4.

Пусть

φ ∈ C∞
0 (S1) , φ ≥ 0,

∫
φdx = 1, ε > 0, φε (x) = ε−2φ (x/ε) и u ∈ N (P, H) .

Обозначим через ũε = ũ ∗ φε, где ũ продолженная нулем вне ΩH функция u.
Нетрудно заметить, что для любого ε > 0 Dαũε ∈ L2

(
E2
)

при всех α ∈ N2
0 и

Dα2
2 ũε =

(
D̃α2

2 u
)
ε

(см. например [12], 6.3) α2 = 0, ... , Γ.

Лемма 3.1. Для любого u ∈ N (P, H)

(3.1)
∥∥∥(Dj

1P (D) ũε

)
hm1+j
H

∥∥∥
L2(ΩH)

→ 0 при ε→ +0, j = 0, 1, . . . .



22 С. Р. АЙРАПЕТЯН

Доказательство. Так как (см. например [12], 6.3, (2)) для x ∈ ΩH−ε, j = 0, 1, ...,∥∥∥(Dj
1P (D) ũε

)
hm1+j
H

∥∥∥
L2(ΩH)

→ 0 при ε→ 0,

то для доказательства соотношения (3.1) достаточно показать, что при ε → 0+

имеем

(3.2)
∥∥∥(Dj

1P (D) ũε

)
hm1+j
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−ε)

→ 0, j = 0, 1, . . .

Так как hH ≤ 2ε/H при x ∈ ΩH\ΩH−ε, то в силу неравенства Юнга с некоторыми
постоянными C1 = C1 (P ) , C2 = C2 (P, j, φ) имеем∥∥∥(Dj

1P (D) ũε

)
hm1+j
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−ε)

≤
(
2ε
H

)m1+j
∥∥∥Dj

1P (D) ũε

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−ε)

≤

≤ C1

(
2ε
H

)m1+j ∑
α∈N

∥∥∥∣∣∣D̃α2
2 u
∣∣∣ ∗ ∣∣∣Dα1+j

1 φε

∣∣∣∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−ε)

≤

≤ C1

(
2ε
H

)m1+j ∑
α∈N

sup
|y|<ε

∥∥∥D̃α2
2 u (· − y)

∥∥∥
L2(E2)

·
∥∥∥Dα1+j

1 φε

∥∥∥
L1(E2)

≤

≤ C2

(
2ε
H

)m1+j ∑
α∈N

ε−(α1+j) sup
|y|<ε

∥∥∥D̃α2
2 u (· − y)

∥∥∥
L2(E2)

.

Так как m2 + j ≥ α1 + j при всех α ∈ N, а функции из L2

(
E2
)

непрерывны в
среднем, то отсюда непосредственно получаем утверждение леммы. Лемма до-
казана. �

Теорема 3.1. Пусть P (D) = P (D1, D2) регулярный оператор характеристи-
ческий многоугольник которого порожден набором вида B. Тогда при H ≥ H1

(H1 - число из леммы 2.5) N (P, H) ⊂ HN, ∞
h (ΩH).

Доказательство. Пусть u ∈ N (P, H) , φ и ũε те же, что и в лемме 3.1. Тогда в
силу лемм 2.7 и 2.6 (так как для любого j ∈ N0 многоугольник набора Nm1+j -
правильный) с некоторыми постоянными Al, l = 0, ..., j + 1 имеем

(3.3)

∑
α∈Nm1+j

∥∥∥Dα
(
ũεh

d(α)
H

)∥∥∥ ≤
j∑

l=0

Al

∥∥∥(Dl
1P (D) ũε

)
hm1+l
H

∥∥∥
L2(ΩH)

+

+Aj+1

Γ∑
α2=0

∥∥∥(D̃α2
2 u
)
ε
h
d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Из условия u ∈ N (P, H) и определения функции h в силу леммы 3.1, получаем,
что множество {ũε} равномерно ограничено в

HNm1+j

(ΩH2) ≡ { v, Djv ∈ L2 (ΩH2) ∀α ∈ Nm1+j }

для любого H2 ∈ (0, H).
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Поступая аналогичным образом с ũε1 − ũε2 в силу леммы 3.1 и условия u ∈
N (P, H) имеем, что при ε1, ε2 → +0∑
α∈Nm1+j

∥∥∥Dα
(
(ũε1 − ũε2)h

d(α)
H

)∥∥∥ ≤
j∑

l=0

Al

∥∥∥(Dl
1P (D) (ũε1 − ũε2)

)
hm1+l
H

∥∥∥
L2(ΩH)

+

+Aj+1

Γ∑
α2=0

∥∥∥∥((D̃α2
2 u
)
ε1

−
(
D̃α2u

)
ε2

)
h
d(0, α2)
H

∥∥∥∥
L2(ΩH)

→ 0,

т.е. множество предкомпактное в HNm1+j

(ΩH2) при всех H2 ∈ (0, H).
Так как, очевидно, ∥ũε − u∥L2(ΩH) → 0 при ε → 0, то в силу полноты простран-

ства HNm1+j

(ΩH2) получаем, что u ∈ HNm1+j

(ΩH2) при всех H2 ∈ (0, H).
При этом переходя к пределу в (3.3), когда ε → 0+ в силу леммы 2.7 полу-
чаем, что u ∈ H

Nm1+j

h (ΩH). Отсюда в силу произвольности j ∈ N0 имеем, что
N (P, H) ⊂ HN,∞

h (ΩH). Теорема доказана. �

Лемма 3.2. Пусть j ∈ N0, u ∈ H
Nm1+j

h (ΩH) , φ ∈ C∞
0 (ΩH). Тогда uφ ∈

H
Nm1+j

, при этом с некоторой постоянной C = C (j, φ) > 0∑
α∈Nm1+j

∥Dα (uφ)∥L2(ΩH) ≤ C
∑

α∈Rm1+j

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

, ∀u ∈ HNm1+j

h .

Доказательство. Непосредственно получается применением формулы Лейбни-
ца в силу леммы 2.7 если заметить, что функция{

φ(x)/g
d(α)
H , при x ∈ suppφ

0, при x /∈ suppφ

для любого α ∈ Nm1+j принадлежат C∞ (ΩH). �

Теорема 3.2. При условии теоремы 3.1, N (P, H) ⊂ C∞ (ΩH).

Доказательство. Пусть R0(ξ) = 1+|P (ξ)| , Rj(ξ) = R0(ξ) (1 + |ξ1|)j , j = 1, 2, ....
Так как в силу предложения 2.6 оператор P (D) частично гипоэллиптичен по ξ2,
функция R0(ξ) является медленно растущей весовой функцией (см.[1] том 2,
определение 10.1.1), то в силу теоремы Гординга-Мальгранжа-Эренпрайса (см.
например [1] том 2, теорема 11.2.5) для доказательства теоремы 3.2 достаточно
показать, что N (P, H) ⊂ Bloc

2, Rj
(ΩH) , j = 0, 1, ..., где для весовой функции

R и области Ω пространство Л. Хермандера Bloc
2, R (Ω) определяется следующим

образом

Bloc
2, Rj

(Ω) = {v; v ∈ D′(Ω), для φ ∈ C∞
0 (Ω) F (vφ) функция и

∥R(ξ)F (vφ)∥L2(R2) <∞
}
,

гдеD′(Ω) - пространство распределений над C∞
0 (Ω), а F – преобразование Фурье.
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Пусть φ ∈ C∞
0 (ΩH). Тогда в силу равенства Парсеваля и леммы 3.2 для любого

u ∈ N (P, H) в силу теоремы 3.1 с некоторыми постоянными C1 = C1 (P, j) >

0, C2 = C2 (P, j, φ, h) > 0 имеем

∥Rj(ξ)F (uφ)∥L2(R2) =
∥∥∥(1 + |P (ξ)|) (1 + |ξ1|)j F (uφ)

∥∥∥
L2(R2)

≤ ∥F (uφ)∥L2(R2) +

+ ∥P (ξ) F (uφ)∥L2(R2) +
∥∥∥ξj1F (uφ)

∥∥∥
L2(R2)

+
∥∥∥ξj1P (ξ)F (uφ)

∥∥∥
L2(R2)

≤

≤ C1

∑
α∈Nm1+j

∥Dα (uφ)∥L2(R2) = C1

∑
α∈Nm1+j

∥Dα (uφ)∥L2(ΩH) ≤

≤ C2

∑
α∈Nm1+j

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

<∞.

Это означает, что u ∈ Bloc
2, Rj

(ΩH) для любого j = 0, 1, . . . . Следовательно, в силу
упомянутой теоремы Гординга-Мальгранжа-Эренпрайса u ∈ C∞ (ΩH). Так как
u ∈ N (P, H) было любое, то отсюда получаем утверждение теоремы. Теорема
3.2 доказана. �

Abstract. The paper considers a class of regular, hypoelliptic in x1, two-dimensional
operators P (D) = P (D1, D2) in rather wide strip ΩH = {x = (x1;x2) ∈ E2, |x1| <
H, x2 ∈ E1}. It is proved the infinite differentiability in ΩH of those generalized
solutions of the equation P (D)u = 0 for which Dj

2u ∈ L2(ΩH), j = 0, . . . , ordx2P .
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