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Введение

Настоящая работа продолжает начатое в [1] исследование вопросов аппрокси-
мации в среднем полиномами с пропусками. Полученные в указанной статье ре-
зультаты относились к случаю аппроксимации на классе Каратеодориевыx мно-
жеств (областей). В данной работе аналогичные вопросы изучаются для извест-
ныx подклассов не-Карадеодориевыx областей (области с граничными разреза-
ми, традиционные луночки, обобщенные луночки). Найденные здесь результаты
подтверждают подмеченное в [1] наблюдение, что при аппроксимации в среднем
(по сравнению с равномерной аппроксимацией) возникают интересные специфи-
ческие особенности. Эти результаты были анонсированы в [2].

1. Обозначения и предварительные сведения

Введем некоторые обозначения. Пусть, как обычно, N, R, R+ будут, соответствен-
но, множества всеx натуральныx, вещественныx, положительныx вещественныx
чисел, C и C̄ – комплексная и расширенная комплексная плоскости. Для под-
последовательности {pn}∞1 из N обозначим через {qn}∞1 последовательность, до-
полнительную к {pn}∞1 относительно N. Положим

Dr(a) = {z : |z − a| < r} для a ∈ C, r ∈ R+,
73
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∆α
β(s) = {z : |z| ≤ s, | arg z − α log |z|| ≤ β} для α ∈ R, s ∈ R+, β ∈ [0, π).

Функцию V : R+ → R+, непрерывно дифференцируемую и удовлетворяющую
условию t V ′(t)

V (t) ↑ +∞ при t ↓ 0, будем называть регулярной.
Пусть Ω – ограниченная область плоскости C. Через ∂Ω, Ω̄, Ω∞ будем обозна-
чать, соответственно, границу, замыкание и неограниченную компоненту связ-
ности дополнения C \ Ω̄ к ее замыканию. Пусть Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞ – банаxово
пространство, элементами которого являются все определенные на Ω измеримые
комплексные функции комплексного переменного z = x+ iy, имеющие конечную
норму

∥f∥p =

{∫∫
Ω

|f |p dx dy
} 1

p

.

Подпространство этого пространства, состоящее из голоморфныx на Ω функций,
обозначим Hp(Ω). Определим также банаxово пространство hp(Ω), 1 ≤ p < ∞
состоящее из всеx определенныx на Ω действительныx функций u, которые гар-
моничны на Ω и имеют конечную норму ∥u∥p. Плоскую меру Лебега измеримого
множества E ⊂ C будем обозначать measE.
Ниже нам понадобится результат типа знаменитой теоремы Мюнца (см. [3], [4]).
Обозначим через A(∆α

β(s)) банаxово пространство из всеx непрерывныx на ∆α
β(s)

и голоморфных на внутренности ∆α
β(s) функций с нормой ∥f∥ = sup{|f(z)| : z ∈

∆α
β(s)}.

Теорема А. Пусть {pn}∞1 – подпоследовательность из N. Тогда система функ-
ций {zpn}∞1 полна в пространстве A(∆α

β(s)) тогда и только тогда, когда вы-
полняется условие

(1.1) lim
r→+∞

∑
pn≤r

1

pn
− β

π
log r

 = +∞.

Отметим, что теорема A доказывается аналогично ее частному случаю, когда
α = 0 (см. [5]). Другие сведения вспомогательного xарактера относительно по-
линомиальной аппроксимации в среднем приводятся ниже по мере надобности.

2. Метрический критерий аппроксимации Мергеляна–Бреннана

Класс Каратеодориевых множеств (областей) определяется своими топологиче-
скими свойствами и, как известно, на множествах этого класса всегда возможна
полиномиальная аппроксимация в среднем. Что касается возможности полино-
миальной аппроксимации в среднем на не-Каратеодориевых множествах (обла-
стях), то она оказывается зависящей уже от метрических свойств множества
аппроксимации в окрестности ее границы. Этот феномен впервые был открыт
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[6] академиком М. В. Келдышем в 1939 г. и исследовался в дальнейшем рядом
авторов. Приведем сперва общий критерий полиномиальной аппроксимации в
среднем, справедливый для широкого класса не-Каратеодориевых областей.

Теорема B. Пусть Ω – ограниченная односвязная область, для которой су-
ществует последовательность точек {ς}∞1 , имеющая следующие свойства:

1) замыкание множества точек {ς}∞1 содержит ∂Ω;
2) каждую точку ςn можно соединить с ∂Ω∞ спрямляемой дугою Γ такою,

что:
a) measΩt(Γ) ≤ V (t), где Ωt(Γ) = {z ∈ Ω : dist(z,Γ) ≤ t}, t > 0, а V –

какая-либо регулярная мажоранта;
b)

∫
0
log log 1

V (t) dt = +∞.
Тогда множество полиномов плотно в пространстве Hp(Ω), 1 ≤ p < ∞.

Отметим, что теорема B и ее точность доказаны Дж. Бреннаном [7]. Они обоб-
щают и усиливают соответствующие результаты С. Мергеляна (см. [8],[9]). Соот-
ветствующие теореме B результаты об аппроксимации в среднем лакунарными
полиномами приводятся ниже в теоремах 1 - 4.

Теорема 1. Пусть Ω – ограниченная односвязная область, удовлетворяющая
предположениям теоремы B, 0 ∈ Ω∞, и {pn}∞1 – подпоследовательность из N,
удовлетворяющая условию

(2.1) lim
n→∞

n

pn
= 1.

Тогда система функций {zpn}∞1 полна в пространстве Hp(Ω), 1 ≤ p < ∞.

Теорема 2. Пусть {pn}∞1 – подпоследовательность из N, удовлетворяющая
условию

(2.2) lim
n→∞

n

pn
= 1,

Ω – ограниченная односвязная область, удовлетворяющая предположениям тео-
ремы B, 0 ∈ ∂Ω∞ и сущвствует последовательность {zm} ⊂ Ω∞ такая, что
zm → 0 и

(2.3) lim
m→∞

|zm|
dist(zm, ∂Ω∞)

< ∞.

Тогда система функций {zpn}∞1 полна в пространстве Hp(Ω), 1 ≤ p < ∞.

Теорема 3. Пусть {pn}∞1 – подпоследовательность из N, Ω – ограниченная
односвязная область, удовлетворяющая предположениям теоремы B, 0 ∈ ∂Ω∞

и является достижимой граничной точкой для Ω∞. Тогда система функций
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{zpn}∞1 полна в пространстве Hp(Ω), 1 ≤ p < 2, при выполнении одного из
следующих условий:

1)
∞∑

n=1

1
qn

< ∞, n
qn

↓ 0 при n ↑ ∞;

2)
∞∑

n=1

(log qn)
1+ε

qn
< ∞ для ε > 0;

3) 0 является достижимой граничной точкой прямолинейным отрезком для

Ω∞ и
∞∑

n=1

1
qn

< ∞.

Теорема 4. Пусть Ω – ограниченная односвязная область, удовлетворяющая
предположениям теоремы B, 0 ∈ ∂Ω∞ и Ω ⊂ ∆α

β(s), {pn}∞1 – подпоследователь-
ность из N, удовлетворяющая условию (1.1). Тогда система функций {zpn}∞1
полна в пространстве Hp(Ω), 1 ≤ p < ∞.

Доказательства теорем 1, 2, 4. Согласно теореме B для функции f ∈ Hp(Ω)

и любого числа ε > 0 существует полином g такой, что

∥f − g∥p < ε.

Без потери общности можем считать, что g(0) = 0. Рассмотрим компакт Ẽ =

C \ Ω∞, в случае теорем 1, 2, и Ẽ = ∆α
β(s), в случае теоремы 4. Применяя к Ẽ

и g соответствующие рязультаты (см. [10], [11]) о равномерной аппроксимации
лакунарными полиномами в первом случае и теорему A - во втором, найдем
полином q по системе {zpn}∞1 такой, что

|g(z)− q(z)| < ε при всех z ∈ Ẽ.

Так как Ω ⊂ Ẽ, то тогда

∥f − q∥p < ε(1 +measΩ).

�
Доказательство теоремы 3. Ограничимся доказательством случая 1 < p < 2

(при p = 1 нужны лишь простые изменения). Согласно теоремам Хана-Банаха,
Ф. Рисса и теореме B достаточно показать, что для любой функции g ∈ Lq(Ω),
q−1 + p−1 = 1, удовлетворяющей соотношениям ортогональности

(2.4)
∫∫

Ω

zpng(z) dx dy = 0, ∀n ∈ N,

будут выполняться также условия

(2.5)
∫∫

Ω

zqng(z) dx dy = 0, ∀n ∈ N.
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С этой целью рассмотрим интеграл Коши

F (t) =

∫∫
Ω

g(z)

t− z
dx dy, z = x+ iy.

Очевидно, что функция F ∈ H(C̄ \ Ω̄) и ограничена на C̄ в силу ограничения
q > 2. С учетом (2.4) при |t| > sup{|z| : z ∈ Ω} она представляется лакунарным
рядом Лорана

(2.6) F (t) =

∞∑
n=0

t−qn−1

∫∫
Ω

zqng(z) dx dy (q0 = 0).

Так как при каждом из предположений 1) – 3), очевидно, имеем

lim
n→∞

n

qn
= 0,

то, учитывая известную теорему Е. Фабри [12] о естественной границе степенного
ряда, заключаем, что ряд (2.6) определяет функцию F1 ∈ H(C̄\{0}). По теореме
единственности аналитических функций из (2.6) следует равенство

F1(t) = F (t) при t ∈ Ω∞.

Таким образом, функция F1 ∈ H(C̄ \ {0}), ограничена на Ω∞ и в окрестности
бесконечно удаленной точки представляется лакунарным рядом (2.6). Следова-
тельно, применяя к ней соответственно случаям 1), 2), 3) результаты работ [13],
[14], [15], получим F1(t) ≡ const. Отсюда и из (2.6) вытекают требуемые условия
(2.5). Теорема 3 доказана. �

Замечание 1. Интересно отметить, что теорема 3 (в отличие от теорем
1, 2, 4) не имеет естественного аналога в случае равномерной аппроксимации
лакунарными полиномами (см. [10]).

3. Области с граничными разрезами

Перейдем к рассмотрению более узких (по сравнению с теоремой B) классов не-
Каратеодориевых областей. Выделим сперва области с граничными разрезами.
Их типичные примеры доставляют Жордановы области с удаленными разреза-
ми, которые являются Жордановыми дугами, соединяющими внутренние точки
области с ее граничными точками. Ради простоты мы ограничимся здесь случа-
ем круга с радиальными разрезами. Приведем сначала соответствующий этому
случаю результат о полиномиальной аппроксимации в среднем.
Пусть E – совершенное, нигде не плотное точечное множество на окружности
∂Dr(a). Для каждого w ∈ E обозначим

Sw = {z : arg(z − a) = arg(w − a), r − ρ ≤ |z − a| ≤ r}, 0 < ρ < r,
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и положим SE = ∪w∈ESw. Фиксируя ρ, рассмотрим множество

ΩE = Dr(a) \ SE .

Итак, ΩE – ограниченная односвязная область, граница которой ∂ΩE состоит
почти целиком из радиальных разрезов. Для w ∈ ∂Dr(a) и t ∈ R+ положим

∆t(w) = Dw(t) ∩ ∂Dr(a)

и обозначим через Λ линейную меру Лебега.

Теорема C. (см. [7]). Пусть существует счетное множество E′ всюду плот-
ное в E такое, что для каждого w ∈ E′:

1) Λ(∆t(w) ∩ (∂Dr(a) \ E)) ≤ V (t) при t ≤ t(w), для некоторой регулярной
мажоранты V ;

2)
∫
0
log log 1

V (t) dt = +∞.
Тогда множество полиномов плотно в пространстве Hp(ΩE), 1 ≤ p < ∞.

Следующий результат является лакунарным аналогом теоремы C.

Теорема 5. Пусть область ΩE удовлетворяет предположениям теоремы C,
причем r ≤ |a|, и подпоследовательность {pn}∞1 из N удовлетворяет условию
(1.1), где

β = arcsin
r

|a|
.

Тогда система функций {zpn}∞1 полна в пространстве Hp(ΩE), 1 ≤ p < ∞.

Доказательство. Без потери общности можно считать, что a ∈ R+. В этом слу-
чае область ΩE будет содержаться в секторе ∆0

β(|a|+ r) = {z : | arg z| ≤ β, |z| ≤
|a| + r}. Согласно теореме C любая функция из Hp(ΩE), 1 ≤ p < ∞, аппрокси-
мируется полиномами. Однако, согласно теореме A любой полином можно рав-
номерно на этом секторе аппроксимировать полиномами по системе функций
{zpn}∞1 . Этим теорема 5 доказана. �

4. Лунообразные области

Другой важный класс не-Каратеодориевыx областей образуют лунообразные об-
ласти (луночки). Такие области были xронологически первыми не-Каратеодо-
риевыми областями, изученными в связи с возможностью полиномиальной ап-
проксимации в среднем. Традиционная луночка понимается как односвязная
область, топологически эквивалентная области, ограниченной двумя внутренне
касающимися окружностями. Для традиционныx луночек имеют место следую-
щие результаты.
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Теорема D. Пусть Ω – луночка с кратной граничной точкой в начале коорди-
нат, которая расположена между двумя окружностями ∂Da(a) и ∂Da/2(a/2).
Обозначим через l(r) линейную меру множества Ω∩ ∂Dr и предположим, что
r l′(r)

l(r) ↑ +∞ при r ↓ 0. Тогда множество полиномов плотно в пространстве
Hp(Ω), 1 ≤ p < ∞, тогда и только тогда, когда∫

0

log l(r) dr = −∞.

Теорема E. Пусть Ω – луночка с кратной граничной точкой x0, для которой
существует прямолинейный отрезок L от точки x0 во внутрь ограниченной
компоненты для C \ Ω̄ такой, что dist(z, L) ≥ C dist(z, x0)

k для любого z ∈ Ω

и некоторыx постоянныx k > 0, C > 0. Обозначим через l(r) линейную меру
множества Ω ∩ ∂Dr(x0) и предположим, что:

1) r l′(r)
l(r) ↑ +∞ при r ↓ 0;

2)
∫
0
rk−1 log log 1

l(r) dr = +∞.
Тогда множество полиномов плотно в пространстве Hp(Ω), 1 ≤ p < ∞.

Замечание 2. Теорема D доказана академиками А. Л. Шагиняном и М. М.
Джрбашяном (необxодимость и достаточность интагрального условия, соот-
ветственно). Теорема E принадлежит Дж. Бреннану. Существенное различие
между ними состоит в том, что в теореме D луночка Ω не имеет выступа
в кратной граничной точке, а в теореме E - может иметь (см. [7]).

Обратимся к лакунарным версиям теорем D, E.

Теорема 6. Пусть Ω – луночка, удовлетворяющая предположениям теоремы
D, {pn}∞1 – подпоследовательность из N, удовлетворяющая условию

lim
r→+∞

∑
pn≤r

1

pn
− 1

2
log r

 = +∞.

Тогда система функций {zpn}∞1 полна в пространстве Hp(Ω), 1 ≤ p < ∞.

Теорема 7. Пусть Ω – луночка, удовлетворяющая предположениям теоремы
E, 0 ∈ Ω∞ и {pn}∞1 – подпоследовательность из N, удовлетворяющая условию
(2.1). Тогда система функций {zpn}∞1 полна в пространстве Hp(Ω), 1 ≤ p < ∞.

Теорема 8. Пусть {pn}∞1 – подпоследовательность из N, удовлетворяющая
условию (2.2) и Ω – луночка, удовлетворяющая предположениям теоремы E,
x0 = 0 и существует последовательность {zm} ⊂ Ω∞ такая, что zm → 0 и вы-
полняется условие (2.3). Тогда система функций {zpn}∞1 полна в пространстве
Hp(Ω), 1 ≤ p < ∞.
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Теорема 9. Пусть {pn}∞1 – подпоследовательность из N, Ω – луночка, удо-
влетворяющая предположениям теоремы E и x0 = 0. Тогда система функций
{zpn}∞1 полна в пространстве Hp(Ω), 1 ≤ p < 2, при выполнении одного из
условий 1) - 3) теоремы 3.

Теорема 10. Пусть Ω – луночка, удовлетворяющая предположениям теоре-
мы E, 0 ∈ Ω̄∞ и Ω ⊂ ∆α

β(s), {pn}∞1 – подпоследовательность из N, удовлетво-
ряющая условию (1.1). Тогда система функций {zpn}∞1 полна в пространстве
Hp(Ω), 1 ≤ p < ∞.

Доказательства теорем 6 - 10. Теоремы 7, 8, 10 доказываются точно так
же, как соответсвующие теоремы 1, 2, 4 с той разницей, что вместо теоремы B
надо использовать теорему E. Для доказательства теоремы 6 надо использовать
теорему E и теорему A при β = π (см. доказательство теоремы 4). Теорема 9
доказывается как теорема 3 с заменой в ее доказательстве теоремы B теоремой
E. �

5. Обобщенные лунообразные области

По сравнению с традиционными луночками, рассмотреными в §4, более обшир-
ный класс не-Каратеодориевыx областей образуют обобщенные лунообраз-
ные области. Изучение возможности полиномиальной аппроксимации в сред-
нем на такиx областяx было начато в работаx Дж. Бреннана, В. Xавина, В. Мазьи
(см [16], [17], [18]). Напомним, что под обобщенной лунообразной областью по-
нимается область Ω, замыкание которой Ω̄ есть компактное связное множество
с дополнением C \ Ω̄, состоящим из двуx компонент связности: неограниченной
компоненты Ω∞ и ограниченной компоненты G, причем ∂G ∩ ∂Ω∞ ̸= ∅. В част-
ном случае, когда множество ∂G ∩ ∂Ω∞ состоит из одного элемента, получается
традиционная луночка. Типичным примером обобщенной лунообразной области
является внутренняя змейка – односвязная область, наматывающаяся изнутри
круга к его границе.

Для обобщенныx луночек имеют место следующие теоремы о полиномиальной
аппроксимации в среднем (см [19]).

Теорема F. Пусть Ω – обобщенная луночка, C\Ω̄ = Ω∞∪G. Предположим, что
граница ограниченной компоненты ∂G является Жордановой кривою класса C1

и ее внешняя единичная нормаль n удовлетворяет условию Липшица

|n(z1)− n(z2)| ≤ C|z1 − z2| при всеx z1, z2 ∈ ∂G,
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где C > 0 – постоянная. Тогда множество полиномов плотно в пространстве
Hp(Ω), 1 ≤ p < ∞, тогда и только тогда, когда∫

∂G

log δ(z)|dz| = −∞, δ(z) = dist(z, ∂Ω∞).

Теорема G. Пусть Ω – обобщенная луночка и ω – гармоническая мера на

∂G относительно какой-либо фиксированной точки x0 ∈ G. Тогда существует
универсальная постоянная τ > 0 такая, что если∫

∂G

log δ(z) dω(z) = −∞,

то множество полиномов плотно в пространстве Hp(Ω) при 1 ≤ p < 3 + τ .
Как и в случае традиционныx луночек для обобщенных луночек справедливы
следующие лакунарные версии теорем F, G.

Теорема 11. Пусть обобщенная луночка Ω и число p удовлетворяют предпо-
ложениям теоремы F (или G), 0 ∈ Ω∞ и подпоследовательность {pn}∞1 из
N удовлетворяет условию (2.1). Тогда система функций {zpn}∞1 полна в про-
странстве Hp(Ω).

Теорема 12. Пусть подпоследовательность {pn}∞1 из N удовлетворяет усло-
вию (2.2), а обобщенная луночка Ω и число p удовлетворяют предположени-
ям теоремы F (или G), 0 ∈ ∂Ω∞ и существует последовательность {zm} ⊂
Ω∞ такая, что zm → 0 и выполняется условие (2.3). Тогда система функций
{zpn}∞1 полна в пространстве Hp(Ω).

Теорема 13. Пусть {pn}∞1 – подпоследовательность из N, Ω – обобщенная
луночка, удовлетворяющая предположениям теоремы F (или G) и 0 ∈ Ω∞.
Тогда система функций {zpn}∞1 полна в пространстве Hp(Ω), 1 ≤ p < 2, при
выполнении одного из условий 1) -3) теоремы 3.

Теорема 14. Пусть обобщенная луночка Ω и число p удовлетворяют предпо-
ложениям теоремы F (или G), 0 ∈ Ω̄∞ и Ω ⊂ ∆α

β(s), подпоследовательность
{pn}∞1 из N удовлетворяет условию (1.1). Тогда система функций {zpn}∞1 полна
в пространстве Hp(Ω).

Теоремы 11 – 14 доказываются аналогично соответствующим теоремам 7 - 10 с
заменой в доказательстве последниx теоремы E через теорему F (или G).
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6. Аппроксимация гармоническими полиномами

Вопросы полиномиальной аппроксимации в среднем, как xорошо известно, тесно
связаны с вопросами аппроксимации в среднем вещественными гармоническими
полиномами. Указанная связь подтверждается, в частности, следующим резуль-
татом (см. [7]).

Теорема H. Пусть обобщенная луночка Ω такова, что множество полиномов
плотно в пространстве Hp(Ω), 1 ≤ p < ∞. Тогда множество вещественныx
гармоническиx полиномов плотно в пространстве hp(Ω), 1 ≤ p < ∞.
Комбинируя теорему H с теоремами 6 – 14, получим следующее следствие.

Теорема 15. Пусть обобщенная луночка Ω, число p и подпоследовательность
{pn}∞1 из N удовлетворяют предположениям одной из теорем 6 - 14. Тогда мно-
жество вещественныx частей полиномов по системе функций {zpn}∞1 плотно
в пространстве hp(Ω).

Доказательство. В самом деле, пусть заданы функция g ∈ hp(Ω) и число ε > 0.
По теореме H существует вещественный гармонический полином u такой, что

∥g − u∥p < ε.

Пусть f такая целая функция, что Ref = u. По одной из теорем 6 - 14 найдется
полином q по системе функций {zpn}∞1 , для которого

∥f − q∥p < ε.

Следовательно, получим
∥g −Re q∥p < 2ε.

Теорема 15 доказана. �

Abstract. The paper presents some new results on approximation by polynomials
with gaps in the norm of the space Lp, 1 ≤ p < ∞, on non-Caratheodory domains in
the complex plane. Lacunary versions of several results due to A. L. Shahinian, M.
M. Djrbashian, S. M. Mergelian and J. Brennan are proved.
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[3] C. H. Müntz, “Über den Approximationssatz von Weierstrass”, H. A. Schwarz Festschrift,
Berlin, 303 – 312 (1914).

[4] J. Korevaar, W. A. J. Luxemburg, “Entire functions and Müntz-Szasz type approximation”,
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