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1. Введение

Пусть Φ = {φn}∞n=1 является базисом в банаховом пространстве X и inf
n

||φn||X >

0. Тогда любой элемент f ∈ X единственным образом разлагается в ряд по си-
стеме Φ, который сходится к f по норме пространства X:

f =

∞∑
n=1

cn(f)φn,

где cn(f) коэффиценты разложения, lim
n→∞

cn(f) = 0.
Обозначим через ΛN множество из N индексов для которых

min
k∈ΛN

|ck(f)| ≥ max
k/∈ΛN

|ck(f)|.

Тогда

GN (f) := GN (f,Φ) :=
∑
k∈ΛN

ck(f)φk

называется N -тым жадным (гриди) аппроксимантом элемента f по системе Φ.
Этот метод приближения называется жадным алгоритмом.
Базис Φ називается квази-гриди базисом, если существует константа C такая,
что для любого f ∈ X

||GN (f,Φ)|| ≤ C||f ||, N = 1, 2... .
11
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В работе [2] Войтащик доказал, что базис Φ является квази-гриди базисом тогда
и только тогда, когда для любого f ∈ X

lim
N→∞

||f −GN (f,Φ)|| = 0.

Сходимость жадного алгоритма для конкретных систем была рассмотрена мно-
гими авторами. Т. Кернер, ответив на вопрос поставленный Л. Карлесоном и Р.
Койфманом, построил в [3] функцию из L2(T), а затем в [4] непрерывную функ-
цию, жадные алгоритмы которых по тригонометрической системе расходятся
почти всюду.
В работе [5] В. Темлякова доказано существование функции из Lp, 1 ≤ p < 2,
жадный алгоритм которой по тригонометрической системе не сходится по мере,
и непрерывной фукнции, жадный алгоритм которой по тригонометрической си-
стеме не сходится в Lp, p > 2. С другой стороны в работе [6] С. В. Конягина и
В. Н. Темлякова были получены достаточные условия для сходимости жадно-
го алгоритма. Аналогичные результаты о сходимости и расходимости жадного
алгоритма по системе Уолша были получены Г. Амирханяном (см. [11]).
М. Григоряном и А. Саргсяном в работе [12] был построен пример непрерывной
функции, жадный алгоритм которой по системе Фабера-Шаудера расходится по
мере.
В работе [7] С. Костюковский и А. Олевский построили ортонормированный
базис для L2(0, 1), состоящий из равномерно ограниченных функций, такой что
для любой функции из L2(0, 1) жадный алгоритм по этой системе сходится почти
всюду, а в работе [8] М. Нильсена была построена равномерно ограниченная
ортонормированная система, которая является квази-гриди базисом в Lp(0, 1)

при всех 1 < p <∞.
Пусть Γ = {γn}∞n=1 убывающая последовательность положительных чисел. Для
f ∈ X рассмотрим убывающую по модулю перестановку ненулевых коэффицен-
тов с весом γn:

(1.1) |γσ(1)cσ(1)(f)| ≥ |γσ(2)cσ(2)(f)| ≥ ...|γσ(n)cσ(n)(f)| ≥ ...,

и положим

(1.2) GN (f,Φ,Γ) :=
N∑
n=1

cσ(n)(f)φσ(n), N = 1, 2, ...

Множество перестановок σ с условием (1.1) обозначим через D(f,Φ,Γ). Легко
видеть, что (1.2) совпадает с жадным аппроксимантом по перенормированной
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системе Φ:

(1.3) GN (f,Φ,Γ) = GN

(
f,

{
1

γn
φn

})
, N = 1, 2, ...

В работе С. Конягина и В. Темлякова ([10]) доказано что для любого нормиро-
ванного базиса Φ в банаховом пространстве X, при Γ = {2−n}∞n=1 для любого
f ∈ X

lim
N→∞

||GN (f,Φ,Γ)− f ||X = 0.

Пусть Hp = {hn,p}∞n=1 - система Хаара, нормированная в Lp(0, 1), 1 ≤ p ≤ ∞ и
пусть Γp = {γn,p}∞n=1, где γn,p = 2−

k
p , если n = 2k + i, i = 1, 2, .., 2k.

Замечание 1. Пусть f ∈ L1(0, 1), a {cn(f)}∞n=1 - коэффиценты разложения f

по системе H∞. Если f ∈ C[0, 1], то cn(f) → 0 и тогда перестановка σ, удовле-
творяющая условию (1.1) существует. Но условие f ∈ L1(0, 1) не гарантирует,
что cn(f) → 0, т.е., в зависимости от f и Γ, перестановки, удовлетворяющей
условию (1.1), может и не существовать. В этом случае коэффиценты разби-
ваются на две части

A := {n ∈ N : |cn(f)| ≤ 1}, B := N \A.

После этого рассматриваются те перестановки σ ненулевых коэффицентов,
для которых

(1.4) |γσ(n)cσ(n)(f)| ≥ |γσ(n+1)cσ(n+1)(f)|, где n ∈ A,

a часть B может перестанавливаться произвольным образом. В этом случае
сходимость жадных аппроксимантов понимается уже для таких перестано-
вок.

Заметим, что для Γ стремящихся к нулю, перестановка, удовлетворяющая (1.4)

всегда существует, а для последовательностей, не стремящихся к нулю, рассмат-
риваются только функнции, для которых перестановка удовлетворяющая (1.4)

существует, что, как будет видно ниже, не ограничивает общности.
В дальнейшем множества D(f,Φ,Γ) и аппроксиманты (1.2) будем понимать с
учетом замечания 1.
Следующую теорему Т. Тао мы приводим в несколько иной, но эквивалентной
формулировке.

Теорема. (T. Tao [9]). а) Если 1 < p <∞, тогда для любой функции f ∈ Lp(0, 1)

lim
N→∞

GN (f,H∞,Γp)(x) = f(x) п.в. на [0, 1].
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б) существует функция f ∈
∩

1<p<∞
Lp(0, 1) такая, что

lim
N→∞

sup |GN (f,H∞,Γ∞)(x)| = +∞, x ∈ [0, 1].

Заметим, что в силу (1.2) и (1.3) имеем GN (f,H∞,Γp) ≡ GN (f,Hp), 1 ≤ p ≤ ∞.
Для последовательности Γ = {γn} обозначим

(1.5) τ(Γ) = sup
m>n

{
m

n
:
γn
γm

≤ 2

}
.

Пример 1. Для произвольного p > 0 имеет место τ({n−p}∞n=1) < ∞, тогда как
τ({(lnn)−1}∞n=2) = ∞.

Пример 2. Пусть для Γ = {γn}∞n=1 имеет место τ(Γ) < +∞. Заметим, что из
условия τ(Γ) < +∞ следует, что γn → 0. Рассмотрим последовательность

Γ̃ =

{{(
1

2
+

1

i

)
γnk

}k
i=2

}∞

k=2

, где n2 < n3 < ...

Легко видеть, что τ(Γ̃) = +∞ и если выбрать числа nk, k = 2, 3, ... достаточно
быстро стремящиеся к +∞, то получим, что последовательность Γ̃ может
стремится к нулю сколь угодно быстро.

С. Гогян [13] доказал, что система H1 является квази-гриди базисом в простран-
стве L1(0, 1) тогда и только тогда, когда τ(Γ) < +∞.
В настоящей работе доказаны следующие теоремы

Теорема 1. 1) Если τ(Γ) < +∞, тогда для любой функции f ∈ C[0, 1] и любой
перестановки σ ∈ D(f,H∞,Γ)

lim
N→∞

||f −GN (f,H∞,Γ)||C = 0.

2) Если τ(Γ) = ∞, тогда существует функция f ∈ C[0, 1] такая, что для любой
перестановки σ ∈ D(f,H∞,Γ)

lim
N→∞

sup |GN (f,H∞,Γ)(x)| = +∞ п.в. на [0, 1]

Теорема 2. Для того, чтобы lim
N→∞

GN (f,H∞,Γ)(x) = f(x) п.в. на [0, 1], для

любой функции f ∈ L1(0, 1) и любой перестановки σ ∈ D(f,H∞,Γ) необходимо
и достаточно, чтобы τ(Γ) < +∞.

Так как τ(Γp) < +∞, 1 ≤ p < +∞ и τ(Γ∞) = ∞, то теорема Т. Тао следует из
теорем 1 и 2.
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2. Обозначения и вспомогательные результаты

Двоичным интервалом называется интервал вида
(
i−1
2k
, i
2k

)
, где i = 1, 2, ..., 2k, а

k = 0, 1, ... Для n = 2k + i, i = 1, 2, ..., 2k, k = 0, 1, ... обозначим

∆n = ∆i
k =

(
i− 1

2k
,
i

2k

)
; ∆n =

[
i− 1

2k
,
i

2k

]
;

∆1 = ∆0
0 = (0, 1); ∆1 = [0, 1].

Обозначим левые и правые половины двоичных интервалов через ∆+
n и ∆−

n :

∆+
n = (∆i

k)
+ =

(
i− 1

2k
,
2i− 1

2k+1

)
= ∆2i−1

k+1 ,

∆−
n = (∆i

k)
− =

(
2i− 1

2k+1
,
i− 1

2k

)
= ∆2i

k+1.

Середину интервала ∆n обозначим через tn, tn = 2i−1
2k+1 , если n = 2k + i.

Обозначим через H∞ = {hn}∞n=1 систему Хаара нормированную по норме || · ||∞.
Для каждой перестановки σ ∈ D(f,H∞,Γ) определим множество

(2.1) ΛN (f) := ΛN (f, σ) := {σ(1), σ(2), ..., σ(N)}, N = 1, 2, ...

и мажоранту жадных операторов
(2.2)

G∗
N (f, x) := G∗

N (f, σ, x) := sup
1≤n≤N

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

cσ(k)(f)hσ(k)(x)

∣∣∣∣∣ , x ∈ [0, 1], N = 1, 2, ...

Положим также

(2.3) spf := {n ∈ N : cn(f) ̸= 0}.

Выражение a ≍ b означает двойное неравенство C1a ≤ b ≤ C2a, где C1 и C2

абсолютные положительные постоянные.
В дальнейшем через C обозначим абсолютную константу, которая может быть
разной в разных формулах.
Для системы Хаара известны следующие результаты

Лемма 1. ([14], стр. 88) Пусть A0 = {(0, 1), ∅}, Aj = {(0, 1), ∅, ∆+
n , ∆

−
n : n =

1, 2, ..., j} и Fj – семейство всех множеств, представимых в виде объединения
какого-то числа интервалов из Aj (j = 0, 1, ...). Пусть, далее, α(x), x ∈ [0, 1],−
функция, принимающая значения 0, 1, ...,∞ и такая, что

ej ≡ {x ∈ (0, 1) : α(x) = j} ∈ Fj , j = 0, 1, ...

Тогда можно найти такую последовательность {εn}∞n=1, εn = 0 или 1, что

εnhn(x) =

{
hn(x), если n ≤ α(x),

0, если n > α(x) ,
x ∈ (0, 1) \R2, n = 1, 2, ...,
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где R2 = {{i/2k}2ki=1}∞k=0, и, следовательно, для произвольных чисел cn, n =

1, 2, ...,
α(x)∑
n=1

cnhn(x) =
∞∑
n=1

εncnhn(x), x ∈ (0, 1) \R2

(здесь
0∑

n=1
≡ 0 ).

Лемма 2. ([14], стр. 105) Для любого полинома вида
N∑

n=M

anhn(x), 1 < M < N,

найдется такая перестановка {σ(n)}Nn=M чисел M,M +1, ..., N что для любого
x ∈ [0, 1]

max
M≤p≤q≤N

∣∣∣∣∣
q∑

n=p

aσ(n)hσ(n)(x)

∣∣∣∣∣ ≥ 1

4

N∑
n=M

|anhn(x)|.

Замечание 2. Из доказательства леммы 2 следует, что если все коэффиценты
an одного знака, то перестановку σ можно выбрать из условия

(2.4) 0 < tσ(M) < tσ(M+1) < ... < tσ(N) < 1,

где tn – середина интервала ∆n, а вместо 1/4 в лемме можно взять 1/2.

Нам понадобится также следующее утверждение.

Теорема 3. ([14], стр. 97) Для того, чтобы ряд по системе Хаара
∞∑
n=1

anhn(x)

сходился п.в. на множестве E ⊂ (0, 1), µ(E) > 0, необходимо и достаточно,
чтобы для п.в. x ∈ E была конечна сумма ряда

∞∑
n=1

a2nh
2
n(x).

Докажем следующую лемму.

Лемма 3. Пусть Γ = {γn}∞n=1 убывающая последовательность положитель-
ных чисел, а натуральные числа m, p > 1, A < B таковы, что

(2.5)
[
2p+1, 2p+m

7+1
]
⊂ [A,B] и

γA
γB

≤ 2.

Тогда для произвольной последовательности {ξi}∞i=1, |ξi| ≤ m−8, i = 1, 2, ..., су-
ществует функция f ∈ C[0, 1] и множество L ⊂ spf , такие, что

1. ||f ||C ≤ C,
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2. cj(f) = 0 для любого j ≤ p,
3. 1

4m4 < cj(f) <
4
m4 , если i, j ∈ L,

4. для f := f +
∑
n∈L

ξnhn и любого σ ∈ D(f,H∞,Γ), если Λq(f) ⊃ L, то

µ

{
x ∈ [0, 1] : G∗

q(f, x) ≥
1

12
m3

}
≥ 1− C

m
,

Доказательство. Рассмотрим следующий полином

(2.6) P (x) =
1

m4

p+m7∑
k=p+1

2k∑
i=1

τ ikh
i
k(x),

где все числа τ ik из интервала [ 13 , 3] и будут выбраны ниже. Очевидно, что

(2.7)
1

m4

p+m7∑
k=p+1

2k∑
i=1

τ ik|hik(x)| ≍ m3 п.в. на [0, 1] и ||P ||2 ≍ 1√
m
,

независимо от выбора чисел {τ ik}. Пусть spP = {Mi}vi=1 где M1 < M2 < ... < Mv,
а σ - перестановка множества spP , удовлетворяющая условию (2.4). Выберем
числа {τ ik} следующим образом

(2.8) τMi =
γσ−1(Mi)

γMi

, i = 1, 2, ..., v.

Из монотонности Γ и условия (2.5) имеем, что 1
2 ≤ τn ≤ 2 для любого n ∈ spP ,

a учитывая выбор перестановки σ получаем, что σ ∈ D(P,H∞,Γ). Поскольку
1
3 < τn < 3, n ∈ spP , то незначительными изменениями чисел τn мы можем
добиться того, чтобы величины |γncn(P )| были попарно различными и 1

3 ≤ τn ≤
3, n ∈ spP , сохранив, при этом отмеченные свойства полинома P и перестановки
σ. Поэтому можем считать, что #D(P,H∞,Γ) = 1.
Рассмотрим функцию

α(x) =

+∞, если sup
N :x∈∆N

||SN (P )||C ≤ 1,

inf{N : ||SN+1(P )||C(∆N+1) > 1, x ∈ ∆N+1}, в противном случае

Обозначим ej := {x ∈ [0, 1] : α(x) = j}, j = 0, 1, 2.... Из определения функции
α(x) следует, что если ej ̸= ∅, то ej = ∆j+1, j = 0, 1, ..., т.е. функция α(x)

удовлетворяет условиям леммы 1, следовательно существует последовательность
εn ∈ {0, 1}, n = 1, 2, ..., такая, что

(2.9) Q(x) :=

α(x)∑
n=1

cn(P )hn(x) =

∞∑
n=1

εncn(P )hn(x), x ∈ [0, 1] \R2.

Ясно, что Q(x) является полиномом по системе Хаара, а также

(2.10) ||Q||C ≤ 1, ||Q||2 ≤ C
1√
m
.
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Обозначим

E := {x ∈ [0, 1] : α(x) = +∞} и S∗(P, x) := sup
1≤N<∞

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

cn(P )hn(x)

∣∣∣∣∣ , x ∈ [0, 1].

Известна следующая оценка (см. [14], стр. 88)

(2.11) ||S∗(f)||p ≍ ||f ||p, 1 < p <∞.

Имеем {x ∈ [0, 1] : α(x) < +∞} =
∞∪
j=0

ej и если ej ̸= ∅, то ej = ∆j+1. Заметим,

что функция Sj+1(P, x) постоянна на интервалах ∆+
j+1 и ∆−

j+1, следовательно
либо ∆+

j+1 либо ∆−
j+1 содержится в множестве {x ∈ [0, 1] : S∗(P, x) > 1}. Так как

множества ej не пересекаются, получаем

(2.12) µ{x ∈ [0, 1] : α(x) < +∞} ≤ 2µ{x ∈ [0, 1] : S∗(P, x) > 1}.

Из (2.12), неравенства Чебышева и (2.11) следует, что

µ{x ∈ [0, 1] : α(x) < +∞} ≤ 2||S∗(P )||22 ≤ C||P ||22 ≤ C

m
.

Окончательно, имеем

(2.13) µ(E) ≥ 1− C

m
,

и согласно (2.7),

(2.14)
∞∑
n=1

|cn(Q)hn(x)| =
∞∑
n=1

|cn(P )hn(x)| ≍ m3, x ∈ E.

Обозначим L := spQ и Q(x) :=
∑
n∈L

(cn(Q)− ξn)hn(x), и пусть 0 < x1 < x2 < ... <

xr < 1 есть точки разрыва полинома Q. Выберем число k > p+m7+1 настолько
большим, чтобы выполнялись неравенства

(2.15) 0 < x1 −
1

2k+1
< xr +

1

2k+1
< 1

и

(2.16) xi +
1

2k+1
< xi+1 −

1

2k+1
, i = 1, 2, ..., r − 1.

Положим

f(x) =


Q(x), если x ∈ [0, 1] \ (xi − 3

2k+3 , xi +
3

2k+3 ) и x = xi ± j
2k+3 , j = 1, 3,

3
2Q(xi ± 0), если x = xi ± 2

2k+3 ,

0, если x = xi,

где 1 ≤ i ≤ r, а в каждом из оставшихся интервалов, где f неопределена, опреде-
лим как линейную и непрерывную. Согласно определению имеем, что функция
f непрерывна на [0, 1] и

(2.17) cn(f) = cn(Q), n ≤ 2k.
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Покажем, что функция f и множество L удовлетворяют требованиям леммы 3.
По определению имеем f ∈ C[0, 1] и ||f ||C ≤ 3, что является первым пунктом
леммы. Второй пункт леммы следует из (2.6), (2.9) и (2.17), а учитывая что
|ξn| ≤ m−8, n = 1, 2, ... убеждаемся в справедливости третьего пункта.
Пусть теперь f := f +

∑
n∈L

ξnhn. Из (2.6), (2.9) и (2.17) имеем

(2.18) cn(f) = cn(Q) = cn(P ), для n ∈ L.

Поскольку #D(P,H∞,Γ) = 1, то вместе с (2.8) и (2.18) получаем, что при любой
перестановке σ ∈ D(f,H∞,Γ) множество spP переставляется по правилу (2.4),
что вместе с (2.13), (2.14) и леммой 2 дает последный пункт леммы. Лемма до-
казана. �

3. Доказательства теорем

Доказательство первой части теоремы 1. Пусть τ(Γ) < +∞, f ∈ C[0, 1] и
число ε > 0 фиксировано. Обозначим

Tε(f)(x) :=
∑

n: |cn(f)γn|>ε

cn(f)hn(x), x ∈ [0, 1],

и
N(ε) = min{N ∈ N : |cn(f)γn| ≤ ε, ∀n ≥ N}.

Тогда

(3.1) {n ∈ N : |cn(f)γn| > ε} ⊂ {1, 2, ..., N(ε)},

(3.2)
ε

γN(ε)
≤ |cN(ε)| → 0, при ε→ 0.

Оценим следующую разность
(3.3)

||SN(ε)(f)−Tε(f)||C =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

∑
n≤N(ε), |cn(f)γn|≤ε

cn(f)hn(x)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
C

≤ ε

[log2N(ε)]−1∑
k=0

1

γnk
+

ε

γN(ε)
,

где nk = 2k+1. Если l0 := [log2 τ(Γ)] + 1, тогда

(3.4)
nk+l0
nk

> τ, k = 0, 1, ..., [log2N(ε)]− l0 − 1,

откуда следует, что

(3.5)
γnk
γnk+l0

> 2, k = 0, 1, ..., [log2N(ε)]− l0 − 1.

Учитивая (3.5), получим
[log2N(ε)]−1∑

k=0

1

γnk
≤
l0−1∑
r=0

∑
k≡r(mod l0)

1

γnk
≤
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(3.6)
l0−1∑
k=0

(
1

2ir
+

1

2ir−1
+ ...+ 1

)
1

γN(ε)
≤ C

γN(ε)
,

для некоторых индексов ir, r = 0, 1, ..., l0 − 1.
Из оценок (3.3), (3.6) и (3.2) следует, что

(3.7) ||SN(ε)(f)− Tε(f)||C → 0, при ε→ 0.

Поскольку lim
N→∞

||f − SN (f)||C = 0, получим, что

(3.8) lim
ε→0

||f − Tε(f)||C = 0.

Если множество D(f,H∞,Γ) состоит из одного элемента, то для любого N ∈ N
существует ε = ε(N) > 0, для которого GN (f) ≡ Tε(f) и, следовательно, имеем

lim
N→∞

||f −GN (f)||C = 0.

В случае #D(f,H∞,Γ) > 1, обозначим

(3.9) Ω0 = ∅, Ωn = {k ∈ N \ (Ω1 ∪ ... ∪Ωn−1) : |γkck(f)| = |γncn(f)|}, n = 1, 2, ...

и если Ωn ̸= ∅, то положим ωn = maxΩn. Теперь если #Ωn > 1, то теми же
рассуждениями как и при доказательстве оценки (3.6), получим∑

k∈Ωn

|ck(f)hk(x)| = |γωncωn(f)|
∑
k∈Ωn

1

γk
|hk(x)| ≤

|γωncωn(f)|
ωn∑
k=1

1

γk
|hk(x)| ≤ C|cωn(f)|, x ∈ [0, 1],

что вместе с (3.8) доказывает первый пункт теоремы.

Доказательство второй части теоремы 1. Пусть τ(Γ) = +∞. Тогда для
любых натуральных чисел k и m, существуют индексы B > A > m, такие, что

(3.10)
B

A
> k и

γA
γB

≤ 2.

Индукцией по n = 1, 2, ... построим последовательность функций fn ∈ C[0, 1],
множество индексов Ln и индексы qn, а также вспомогательные индексы pn, An,
Bn и последовательности {ξni }∞i=1, удовлетворяющие следующим условиям:

a) ||fn||C ≤ C
n2 ,

b) maxLn < minLn+1 и qn < qn+1,
c) cj(fn) = 0, если j < minLn,

d) если Fn =
n∑
k=1

fk, то max
j∈Lk+1

|γjcj(Fn)| < min
j∈Lk

|γjcj(Fn)| где k = 1, 2, ..., n−1,

e) µ{x ∈ [0, 1] : G∗
qn(Fn, σ, x) ≥

1
12n} ≥ 1− C

n , для любого σ ∈ D(Fn,H∞,Γ),

если qn выбрано так, чтобы Λqn(Fn, σ) ⊃ Ln.
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Пусть n = 1, m1 = 2n и числа B1 > A1 > 1 выбраны так, чтобы

(3.11)
B1

A1
> 2m

7
1+3 и

γA1

γB1

≤ 2.

Возможность такого выбора следует из (3.10). Возьмем p1 = [log2A1] + 1 и
{ξ1i }∞i=1 = (0, 0, ...). Из выбора p1 и условия (3.11) следует, что [2p1 , 2p1+m

7
1+2] ⊂

[A1, B1]. Пусть g1 непрерывная функция на [0, 1], а L1 множество индексов, кото-
рые удовлетворяют условиям леммы 3 при начальных условиях m1, p1, A1, B1 и
{ξ1i }∞i=1. Обозначим f1 := g1 и F1 := f1. Пусть далее индекс q1 выбран так, чтобы
Λq1(F1) ⊃ L1. Очевидно условия a), c) и e) удовлетворяются.
Теперь возьмем n = 2 и m2 = 2n. Поскольку ck(F1) → 0, то существует индекс
K0 > q1, такой что |ck(F1)| < m−10

2 , для любого k ≥ K0. Выберем натуральные
числа B2 > A2 так, чтобы

(3.12) A2 > max{B1, 2
K0+2}, B2

A2
> 2m

7
2+3 и

γA2

γB2

≤ 2.

Далее возьмем p2 = [log2A2] + 1 и учитывая (3.12), получим [2p2 , 2p2+m
7
2+2] ⊂

[A2, B2]. Потом выберем последовательность {ξ2i }∞i=1 следующим образом:

ξ2i = 0, если i ≤ p2 и ξ2i = m2
2ci(F1), если i ≥ p2.

Пусть теперь g2 ∈ C[0, 1] - функция, а L2 - множество индексов удовлетворяющие
лемме 3, с условиями m2, p2, A2, B2 и {ξ2i }∞i=1. Обозначим f2 := 1

22 g2 и F2 :=

F1 + f2. Пусть далее индекс q2 выбран так, чтобы Λq2(F2) ⊃ L2. Из пунктов
1 − 4 леммы 3, выбора индексов m1, m2, p1, p2, q1, q2 и функций f1, f2 следует
выполнение условий a) – e).
Теперь предположим, что построены величины fk, Fk, Lk, pk, qk, Ak, Bk и
{ξki }∞i=1, k = 1, 2, ..., n, для которых выполнены соотношения a) − e) и пусть
mn+1 = 2(n + 1). Поскольку ck(Fn) → 0, k → ∞, то найдется индекс K0 > qn

такой, что |ck(Fn)| < m−10
n+1, для любого k ≥ K0. Далее выберем индексы Bn+1 >

An+1 так, чтобы

(3.13) An+1 > max{Bn, 2K0+2}, Bn+1

An+1
> 2m

7
n+1+3 и

γAn+1

γBn+1

≤ 2.

Обозначив pn+1 = [log2An+1] + 1, из (3.13) получим [2pn+1 , 2m
7
n+1+pn+1+1] ⊂

[An+1, Bn+1]. Выберем последовательность {ξn+1
i }∞i=1 следующим образом:

ξn+1
i = 0, если i ≤ pn+1 и ξn+1

i = m2
n+1ci(Fn), если i ≥ pn+1.

Применим теперь лемму 3 для начальных условий mn+1, pn+1, An+1, Bn+1 и
{ξn+1
i }∞i=1 и пусть gn+1 - функция, а Ln+1 - множество индексов, удовлетворя-

ющие условиям леммы. Обозначим fn+1 := 1
(n+1)2 gn+1 и Fn+1 := Fn + fn+1 и
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выберем индекс qn+1 так, чтобы Λqn+1(Fn+1) ⊃ Ln+1. Выполнение условий a)−e)
очевидно.

Рассмотрим функцию f(x) =
∞∑
n=1

fn(x), x ∈ [0, 1] и покажем, что f удовлетворяет

второй части теоремы 1. Прежде всего из a) следует, что f ∈ C[0, 1]. Возмем про-
извольную перестановку σ ∈ D(f,H∞,Γ) и заметим, что из условий b), c) и d)

следует, что величины |cn(f)γn| переставляются по порядку убывания в любом
блоке Ln, и если m > k, то все величины |cn(f)γn| из блока Lk строго больше чем
величины |cn(f)γn| из блока Lm. Из сказанного вытекает, что если подобрать
индексы q

′

n таким образом, чтобы Λq′n(f, σ) ⊃ Ln, n = 1, 2, ..., то учитывая e),
получим

(3.14) µ{x ∈ [0, 1] : G∗
q′n
(f, σ, x) ≥ 1

12
n} ≥ 1− C

n
,

что означает расходимость к +∞ п.в. последовательности GN (f, σ, x). Теорема 1
доказана. �
Доказательство теоремы 2. Необходимость, очевидным образом, следует из
второй части теоремы 1. Докажем достаточность. Напомним, что из условия
τ(Γ) < +∞ следует, что γn ↘ 0 и в этом случае множества D(f,H∞,Γ) для
f ∈ L1(0, 1) понимаются с учетом замечания 1.
Поскольку условие f ∈ L1(0, 1) не гарантирует стремление коэффицентов к ну-
лю, то рассуждения из теоремы 1 не проходят. Поэтому поступим следующим
образом. Обозначим

A0 = ∅, An =

{
k ∈ N \ (A1 ∪ ... ∪An−1) : |ck(f)| ≥

1

n

}
, n = 1, 2, ...

Нас интересуют только бесконечные множества An. Для этого рассмотрим функ-
цию

ψ(n) =

{
0, если #An <∞,

n, если #An = ∞.

Из определения ψ(n) следует, что множество Aψ(n) либо пусто, либо бесконечно.
Используя теорему 3 и тот факт, что ряд Фурье-Хаара функции f сходится к f
п.в., получaeм∑

k∈Aψ(n)

|ck(f)hk(x)| ≤ n2
∑

k∈Aψ(n)

|ck(f)|2|hk(x)|2 < +∞ п.в. , n = 1, 2, ...

т.е. сходимость в блоках Aψ(n) абсолютна.



О ЖАДНОМ АЛГОРИТМЕ ПО СИСТЕМЕ ХААРА 23

Фиксируем δ > 0 и пусть число N0 > 1 выбрано так, чтобы |ck(f)| < δ, для
любого k ∈ Aψ(n) и n ≥ N0. Обозначим B := N \ (Aψ(1) ∪ ... ∪Aψ(N0)) и

N(ε) = min{N ∈ B : |cn(f)γn| ≤ ε, ∀n > N, n ∈ B}, ε > 0.

Очевидно, что

(3.15) {n ∈ B : |cn(f)γn| > ε} ⊂ {1, 2, ..., N(ε)},

(3.16)
ε

γN(ε)
≤ |cN(ε)| ≤ δ.

Суммы Tε(f)(x) и SN(ε)(f)(x) разделим на две части следующим образом:

Tε(f)(x) =
∑

n∈B: |cn(f)γn|>ε

cn(f)hn(x) + Σ1,

SN(ε)(f)(x) =

N(ε)∑
n=1, n∈B

cn(f)hn(x) + Σ2.

Имеем

|Tε(f)(x)− SN(ε)(f)(x)| ≤ |Σ1 − Σ2|+∣∣∣∣∣∣
∑

n∈B: |cn(f)γn|>ε

cn(f)hn(x)−
N(ε)∑

n=1, n∈B

cn(f)hn(x)

∣∣∣∣∣∣ .
Учитывая, что сходимость в блоках Aψ(n) абсолютна и что N0 фиксировано, по-
лучим, что первая разность стремится к нулю п.в., когда ε→ 0. Как и при дока-
зательстве первой части теоремы 1, можно показать, что вторая разность меньше
C|cN(ε)(f)| ≤ C · δ. Поскольку δ произвольно, получим что Tε(f)(x) стремятся к
f(x) п.в..
Рассмотрим теперь множества Ωn определенные в (3.9). Если Ωn ̸= ∅, то из
теоремы 3 получим∑

k∈Ωn

|ck(f)hk(x)|2 =
∑
k∈Ωn

γ2n
γ2k

|cn(f)|2|hk(x)|2 =

γ2n|cn(f)|2
∑
k∈Ωn

1

γ2k
|hk(x)|2 < +∞, п.в. на [0, 1].

из чего следует, что

(3.17)
∑
k∈Ωn

|hk(x)|2 < +∞, п.в. на [0, 1].

Из сходимости Tε(f)(x) и соотношения (3.17) вытекает сходимость жадных ап-
проксимантов GN (f, σ, x) к функции f п.в. на [0, 1], для любого σ ∈ D(f,H∞,Γ).
Теорема 2 доказана. �
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Abstract. The paper investigates the uniform and almost everywhere convergence
of the greedy algorithm by the Haar system. Necessary and sufficient conditions for
norming the functions of Haar system are obtained, which guarantee the uniform
convergence for functions from C[0, 1] and almost everywhere convergence for functions
from L1[0, 1].
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