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АННОТАЦИЯ. В статье изучена система нелинейных векторных интегро-диф-
ференциальных уравнений с суммарно-разностным ядром, обладающая три-
виальным (нулевым) решением. Построено нетривиальное решение этой сис-
темы в пространстве Соболева W ^ n 2 ( 0 , 
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1. В В Е Д Е Н И Е 

В работе рассматривается следующая система нелинейных интегро-дифферен-

циальных уравнений второго порядка: 

(1.1) d 2 f i , , ( ) V ՜ ՝ 

j=1 

ր + Ж 

/ Kij(x - t)G(<fj(t))dt+ 
J 0 

+ Kj (x + t)Go(<j (t))dt 
0 

x e (0, i = 1, 2,...,n, 

относительно искомой вектор-функции <(x) = (<i(x), <2(x),..., <n(x))T (Т-знак 

транспонирования) с неотрицательными компонентами и начальным условием в 

нуле: 

(1.2) < ( 0 ) = 0 , i = 1, 2,...,n. 
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о 

Здесь X.j-положительные числовые параметры (i = 1, 2 , . . . ,n). Kij (x) , K ij (x) 

непрерывные функции, удовлетворяющие следующим условиям: 

0 < Kij е L1(—<x>, +те), 0 < K i j е L1(0, +те), 
сю сю 

(1.3) J e - aT K ij (т )dr < j e - a TKij (r)dr, x е (0, те), i,j = 1, 2,...,n, 
x x 

a = max J X i . 
1<i<n 

n 

(1.4) ՝ ^ 2 a i j = Xi, где aij = Kij (x)dx, i, j = 1,2,...,n 
j=i 

— O O 

(1.5) v(Kij) = J xKij(x)dx < 0 
oo 

причем существуют io,jo е { 1 , 2 , . . . , n} , для которых v(Ki0,j0) < 0. G и Go ՜ 

заданные непрерывные функции на некотором интервале [0, п]; п > 0, причем 

(1.6) G(x) > x, Go(x) > 0, x е [0, п], 

(1.7) функции G,G0 — возрастают на интервале [0,п], 

(1.8) G(n) = Go(n) = п; G(0) = Go(0) = 0. 

Решение задачи ищется в пространстве Соболева W ^ ^ , +те ) , где 

W p N (0, те) = {f : f ( к ) е Lp(0, ж,), к = 0,1, 2,...,N, 1 < p < + т е } , 

W * N ( 0 , те) = Wpn(0, те) х W p , N ( 0 , те) х • • • х W p , N ( 0 , те). 

Исследованию системы линейных интегральных уравнений с суммарно-разност-

G( x) = Go (x) = 

x 
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В настоящей работе рассматриваются вопросы существования и построения ре-

шения однородной задачи (1.1) - (1.2). Доказывается, что при выполнении усло-

вий (1.3) ֊ (1.8), задача (1.1) ֊ (1.2) в пространстве Соболева W J ^ ( 0 , обла-

дает нетривиальным ограниченным и покомпонентно неотрицательным решени-

ем вида: 
x 

p(x) = (pi(x), V2(x),..., <fn(x))T, pi ( x ) = j e - a ( x - t ) fi(t)dt е WTOj2 (0, + ж ) , 
o 

где 0 < f i ( r ) < an fi(T) փ 0 i = 1, 2,... ,n. В конце работы приведены примеры 

функций G и Go. 

2 . З А Д А Ч А Ф А К Т О Р И З А Ц И И 

Пусть E- одно из следующих банаховых пространств: 

i) Lp(0, 1 < p < 

ii) M(0, +<х>), 

iii) CM(0, пространство непрерывных и ограниченных на (0, функций. 

Обозначим через 

E x n = E х E х E х---х E. 

Введем классы О и Oo следующих нелинейных матричных интегральных опера-

торов: 

n  J  

K G е О, если ( K o f ) i ( x ) = ^ Kij (x - t)G(f (t))dt,i = 1 , 2 , . . . , n , 
j=1 o 

о о n  J o 

K G 0 е Oo, если (К Go f)i(x) = Y< K ij (x + t)Go ( f j (t))dt, i = 1,2,...,n, 
j=lJo 

о 

f е Exn, где 0 < Kij е Ь1(-ж, ж), 0 < K ij е L1(0, + ж ) , i,j = 1, 2,...,n, a 

G Go 

Используя результаты работы [3] и учитывая свойства функции G, нетрудно 

убедиться, что операторы из О не являются вполне непрерывными в банахо-

вых пространствах Exn. В случае, когда Go(x) = x, операторы из Oo являются 

вполне непрерывными в Exn (см. [3]). Обозначим через классы следующих 
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интегральных операторов типа Вольтерра: V± e , если 

n  x  

(V+ f )i(x) = Y , ի+j (x - t ) f j (t)dt, i = 1, 2,.. .,n, 
j = 1 o 

n J 

(V-f )i(x) = Y , J v-j (t - x)fj (t)dt, i = 1, 2,...,n, 

f = ( f i , f 2 , •••,fn)T e E*n, 0 < v± e Li(0, +Ж). 

В дальнейшем нам понадобятся следующие легко проверяемые утверждения: если 

V± e Q±, K g e Q, К G0 e Qo, TO 

1) V _ K G e Q, 

2) V-K Go e Qo, 

3) если G(x) = x, то K G V + e Q, 
о 

4) если G0(x) = x, то К GoV+ e Q0. 

Пусть J a - обратный оператор матричного дифференциального оператора aI — D 

в W ^ " ՜ ^ , +гс>), где а = max I = diag(/, I,... ,I), I—единичный onepa-' 1<i<n 

тор, D = diag(D, D,..., D), (D<)(x) = <(x) — оператор дифференцирования. 

Нетрудно убедиться, что J a e Q - и 
сю 

( J a f )i(x) = J e- a ( t - x )fi(t)dt, i = 1, 2,...,n. 
x 

О 
Из утверждений 1) и 2) следует, что если K g e Q, К Go e Qo, то 

о о 

R g = J a K G e Q, R g o = J a К Go e Qo, 

а ядра задаются посредством следующих формул: сю 
R i , i x ) = j K , , i x + t ^ . l t ,  x  e ,, j =  1, 2,..., n, 

o 

R ij(x)= K ij (x + t)e - a tdt, x e (0, i,j = 1, 2,...,n. 
o 
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о 

С учетом вышесказанного, оператор D 2 — Л + K G + К о0 (где (Af )i(x) = X i f i ( x ) , 

f е Exn) представим в следующем виде: 

( շ ւ ) D 2 — Л + K g + К G 0 = D 2 — a 2 I + a 2 I — Л + K g + К G0 = 

= (D — a I ) ( D + a I — ( a 2 I — A ) J a — R g — R.g 0 ) . 
о о 

Так как Kij е ԼՎ—ж, +ж), Kij е Li(0, ), то представляя ядра Rj и Rij в 

следующих видах 

Rj (x) = J e - a ( z ֊ x K Mdz,x е „ (x) = J e - a ( z - x )  K „ 
x x 

x е (0, i, j = 1, 2,... ,n и используя теорему Фубини и е тр уди о убедиться, 
что 

(2.2) Rij е W M ( 0 , +ж), Rij е W M ( 0 , + ж ) , j = 1,2,...,n, 

(2.3) I Rij (т )dT = ^ , i,j = 1, 2,...,n, 
a 

�00 

если v K ) փ ք T K i j ( т ) d T < то v ( R j ) < 
— O O 

(2.4) * (Rij )= — Ц , i,j = 1, 2,...,n. 

a a2  

Итак, на основе вышесказанного можно утверждать, что справедлива 

о 

Л е м м а 1. Оператор D2 — Л + K G + КG0 допускает, факторизацию вида (2.1) 

и имеют место формулы (2.2) - (2-4). 3. Основной Р Е З У Л Ь Т А Т 

Т е о р е м а 1. Пусть условия (1.3) - (1.8) выполнены. Тогда задача (1.1) - (1-2) в 

пространстве Соболева W ^ " ՜ ^ , +ж) имеет нетривиальное неотрицательное 

решение вида: 
x 

p(x) = (pi(x), P2(x),..., Pn(x))T, Pj (x) = J e - a ( x - t ) f j (t)dt е WJ2(0, +ж), 

где функции 

0 < f i ( x ) < an, f i ( x ) փ 0, i = 1, 2,.. . ,n, a = m&x ^/ճչ. 
1< i<n 
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Доказательство. Уравнение (1.1) запишем в операторной форме: 
о 

(3.1) (D 2 ֊ Л + KG + К Go V = 0. 

С учетом факторизации (2.1) уравнение (3.1) примет следующий вид: 
о 

(D ֊ a I ) ( D + « I ֊ [(а I ֊ Л ) 1 а + R G + R G0])р = 0. 

Обозначим 

(3.2) ф = (D + а ! ֊ [(а՝ 2! ֊ Л) J + RG + R Go])¥• 

Тогда вектор-функция ф будет удовлетворять уравнению: 

(3.3) (D ֊ а!)ф = 0. 

Так как решение задачи (1.1) ֊ (1.2) ищется в пространстве Соболева W°°n 2(0, +гс>), 

ф 

странству W ^ ^ , А уравнение (3.3) в пространстве W ^ ^ , имеет 

лишь тривиальное решение: ф = ( 0 , 0 , 0 , . . . , 0 ) т . Перейдем к изучению уравнения 

(3.2). Обозначая 

(3.4) (D + а % = f , 

с учетом (1.2) мы приходим к следующей нелинейной системе интегральных 

уравнении: 

° t 

(3.5) fi(x) = (а2 ֊ Xi)J e - a ( t - x ) J e - a ( t - T> fi(r)drdt+ 

+ J2 
j = 1 

o 

t 

J Rij (x ֊ t)G I f e - a ( t - T  ) f j (T )dT I dt+ 
o 

+ j Rij(x + t)Go i f e - a ( t - T) fj(T)dT | dt i = 1, 2,. .. ,n, x e (0, l i j ( x + t)Go \J e - f j ( 

o o 

Наряду с уравнением (3.5) рассмотрим следующую вспомогательную систему 

интегральных уравнений Винера-Хопфа: 

n °° (3.6) Si(x) = ^ / T i j (x ֊ t)Sj (t)dt, i = 1, 2, 3,...,n, x e (0, +ж), 
j = i o 
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2 2 
(3.7) 0 < Tij(x) = J e— a zRij (x - z)dz + ^ ֊ ձ e — a x d ( x ) 5 i j + e° xS(-x)Sij, 

0 

i, j = 1, 2,... ,n, x € ( - т е , Sj ֊ символ Кронекера, а 9(x) - функция Хеви-

саида. 

Известно, что если 

(3.8) r(C) = 1, C = ( C i j C i j = j T i j ( r ) d r , v ( T j ) < 0 

—с 

и существуют i0, j0 € {1, 2 , . . . , n j такие, что v(Ti0,j0) < 0, (где гО-спектральный 

C 

возрастающее и ограниченное решение S(x) = (S1(x), S2(x),..., Sn(x))T (см. [4-

5J). 

Из (3.7), (3.8) сразу следует, что 

aij a2 - Xi . . 
Cij = + 2 — S i j , i, j = 1, 2,... ,n. 

a2 a2 

r(C) = 1 

Фубини, получим 

v(Tij ) = Щй-, i,j = 1, 2,...,n. 
a2 

S(x) 

шение системы (3.6). 

Обозначим 

c = max sup Si(x). 
1< i<n xe(0,+TO) 

Из линейности системы (3.6) следует, что функция 

(3.9) S*(x) = (Sl(x),Sl(x),...,Sn (x))T, S*(x) = Հ ֊ S j (x), j = 1, 2,...,n 

также удовлетворяет этой системе. 

Рассмотрим следующие итерации: 

сю t 

(3.10) f( p + 1 )(x) = (a2 - \ ) J e— a ( t — x ) J e— a ( t — T) f ( p ) (r)drdt+ 
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+E 
j = i 

°° f \ / Rij (x ֊ t)G  ( e - a ( t - T )f( p )(T)dT I dt+ 

+ I R ij(x + t)Go I I e - a ( t - T )f( p )(T)dT I dt , p = 0,1, 2,..., 

fj°\x) = an j = 1, 2,... ,n. 

Убедимся, что 

i) S* (x) < f( p )(x) < an, p = 0,1, 2,..., 

ii) f ( p՝ > I no p, i = 1, 2,... ,n 

Сперва докажем утверждение i). В случае p = 0 утверждение i) сразу следует из 

(3.9), (3.10). Предположим, что неравенство i) справедливо дляp = k и убедимся 

в его достоверности в случае p = k + 1 . 

Из (3.10), с учетом (1.3) получим 

fl k + 1 )(x) < 
(а 2 ֊ Xi)an 

+ £ ( / Rij (x ֊ t)G(n)dt + j R ij (x + t)Go(n)dt J = 
j = ^ o o / 

( X °° \ 

J  R i j  (y ) dy + j R ij  (y)dv \ < 

-° x 

n < (1 ֊ ап + n ^У Rij (T)dT = ап. 

С другой стороны, имеем 

°° t 

п > а ֊  - < ՚ - * յ  e - - ' ֊ T ՝<տ-էյ ) d T d t+ 

+ 

j=1 

>  

j=i 

J Rij (x ֊ t)G ( J e - a ( t - T )S*(T)dTj dt+ 

+ j R ij (x + t)Go i j e - a ( t - T ) S*(r)dT I dt 
o o 

°° t °° t 
J R„ ֊ T ) J e ֊ * » ^  ) d T d t + J R „ + Ց e - a ( - * * + 

t 

2 
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сс t сс 

-  X0 / ^ > j : J  T „ ( x  - = 
x 0 J ՜ 1 0 

Теперь докажем утверждение ii). При p = 0 имеем f ( 1 ) ( x ) < an = f ( 0 ) . Предпо-

ложим, что f ( p ՝ ) ( x ) < f ( p  1՝ )(x). Тогда из (3.10), с учетом (1.7) и утверждения i) 

получим 

f( p + 1 )(x) < (a2 - Xi) Je—a( t—x )  j e— a ( t — T) f( p — 1 )(r)drdt+ 
x 0 

J R i j ( x - t)G (  j e— a ( t — T )f( p — 1 )(r)dr) dt+ 
.0 \0 ) 

+  j R ij (x + t)G0 ( j e— a ( t — T  )f( p — 1 ) (r )drdt^ = f ( p ) ( x ) , i = 1, 2,...,n. 

f ( ) ՝| J 
f i  (  x ) 0 

ный предел: lim f  ( p )(x) = f (x), где 

+ E 
j=1 

p—>J 

f (x) = (f1(x),f2(x),...,fn(x))T , S*(x) < fi(x) < an, i = 1, 2,...,n. 

Согласно теореме Б. Леви (см.[6]) предельная вектор-функция удовлетворяет 

системе уравнений (3.5). 
о о 

Поскольку hj = dRj/dx\ h ij = dR j/dx - непрерывные и суммируемые функ-

ции на множествах (-<х>, и (0, соответственно (ибо Rij € W ^ ^ - r o , о о 

Rij € W 1,1(0, a K i j , K i j - непрерывные суммируемые функции), причем 

интегралы 

У hij(x - t)G Ա e— a ( t — T )fj(r)dr I dt, i j 

0 0 
t 

J h ij(x + t)G0 Ա e— a ( t — T )fj (r)dr I dt, i j x t G0 e f j 

0 0 
равномерно сходятся, a f i € M(0, следовательно, с учетом теоремы о диф-

ференцировании под знаком интеграла (см.[7]), из (3.5) следует, что существует 

f € M(0, стадо быть f i € W с д ( 0 , Решая уравнение (3.4), с учетом 

(1.2), приходим к завершению доказательства. • 

Ниже приведем несколько примеров функции G : 

(1) G(x) = x a, n =1, x € (0, 0 < a < 1, 

(2) G(x) = x + s inx, n = n, x € (0, 
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(3) G(x) = x + ֊ ( x ֊ ц)2(1 ֊ e - x), ц> 0. 
2ц 

Go 

G, Go 

G. Тем не менее приведем несколько примеров функции Go : 

(1) Go(x)= x a, а = 1, а > 0, ц = 1, 
п 

(2) Go(x) = цsinx, ц = ֊ , 

(3) Go(x)= цln(x + 1 ) , ц = e ֊ 1, 
п 

(4) Go(x) = цtg^т^ ц =4. 
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Abs t rac t . The paper studies a system of nonlinear, vector integro-differential 

equations with sum and difference kernel and possessing the trivial solution. A nontrivial 

solution of the system in the Sobolev space W°°n2(0, is constructed. 
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