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АННОТАЦИЯ. В работе описывается алгоритм асимптотического разложе-
ния по £ (е > 0) решения Ատ задачи Дирихле для линейного дифференци-
ального полуэллиптического уравнения Ls Ատ = h с малым параметром е 
при старших производных в прямоугольном параллелепипеде, исходя из ре-
шения вырожденной (при е ^ 0) задачи Дирихле для полуэллиптического 
уравнения более низкого порядка Lou = h. Доказаны теоремы равномерной 
разрешимости и регулярного вырождения. 
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1. В В Е Д Е Н И Е 

В работе [1] предложен метод построения асимптотического разложения реше-
ний линейных дифференциальных уравнений с малым параметром при старших 
производных в областях с гладкой границей. В работах [2 ֊ 5] исследована ана-
логичная задача для эллиптических уравнений в областях, имеющих угловые 
точки. В данной работе, опираясь на метод в [1], приводится алгоритм постро-
ения асимптотического разложения решений для одного класса полуэллиптиче-
ских уравнений в прямоугольном параллелепипеде, с малым параметром при 
старших производных. 

Ниже использованы следующие стандартные обозначения: N ֊ множество нату-
ральных чисел, No = N U {0}, М ֊ множество вещественных чисел, i - мнимая 
единица. Для x = (xl,...,xn) € М П С = ( £ ь - - , £ п ) € R n , Բ = (բւ,---,բո) € Nn и 
a = ( a i , a n ) € Nn положим 

|a| = a i + ... + an, x ( j ) = (xi,..., xj-i, Xj+i,..., xn), 1 < j < n, 
51 
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М = [ J 2 x l ] , (а : Բ) = - + ••• + —, = D a = Da1 ֊ ^ , Բւ Բո 

гДе  D j = Ж՜՛ 1 ^  j Հ  n-

Через C(G) обозначим пространство равномерно непрерывных в области G функ-

ций f с нормой 
\\ f ||c(G) = sup| f 

xeo 

Для вектора l = (li, •••, ln) G Nn и области G с R n положим 

W ( G ) := I f G L2(G) : \ \ f \ \ w t ( G ) := \\f\Լշ(Պ + ֆ\\Ժ?f\Լշ(Պ < ж 

Определение 1. (см. [1, стр. 7]). Пусть ve(x) = ve(xi, • • •, xn) ֊ s раз диффе-
ренцируемая функция (s G N) в области Q С R n . Функция ve типа погранслоя 
порядка к (к < s), если: 

(1) функция ve и ее частные производные, до порядка s включительно, рав-
номерно стремятся к нулю при £ ^ 0 на любом замкнутом подмноже-
стве Q, не содержащем точек dQ (граница области Q); 

(2) частные производные к-го порядка функции ve ограничены в Q при £ ^ 0; 

(3) частные производные j-го порядка функции ve (при j < к) равномерно 
(при £ ^ 0) стремятся к нулю на Q. 

Пример 1. На положительной полуоси типичными примерами функций типа 
к 

k ֊ X t k n / М ֊ X t £ ke E , £kp ֊ e E , 

где X > 0 a P ֊ многочлен. 

Определение 2. (см. [6, стр. Ц2]). Линейный дифференциальный оператор 

P(D)= J2 PaD a (բ G N n ) 
(a:M)<1 

называется полуэллиптическим, если 

Po(0 = £ Pa (±0 a = 0, Հ G R n , 1Հ1 = 0-
(a:M)<1 

£ 
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2 . П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И 

2.1. Пусть 
n д 2k j 

Lo = a o , j — , k =(ki,...,kn) e NN , 
j = i  d x j ' 

и 
" d 2 k j +s 

( 2 . 1 ) Le = Lo + E J 2 £ S a s , j ֊ j ,  1 = ( l B . . . , ln) e N N 

j = 1 s = 1  d x j 

֊ линейные дифференциальные операторы с вещественными коэффициентами 

(е > 0 ֊ малый параметр) для которых: 

( 2 . 2 ) ( - 1 ) K J + s a2s,j > 0 , ao,j = 0 , a2lj j = 0 , s = 1,..,lj; j = 1,...,n 

(очевидно, что в силу условия (2.2) операторы Lo и Le полуэллиптические), а 

E, Ei и E2 ֊ некоторые банаховые пространства функций определенные на Ո := 
{x e RN : 0 <xj < 1, j = 1, ...,n}. 
Рассмотрим следующие краевые задачи: 

Задача Ao : Найти peineние u e E1 уравнения 

(2.3) Lou = h (h e E), 

удовлетворяющее граничным условиям 

(2.4) — = 0 , s = 0,1,...,kr - 1; r = 1,...,n; p = 0,1. 
d x r xr=p 

Задача Ae: Найти peine ние ue e E2 уравнения 

(2.5) Leue = h (h e E), 

удовлетворяющее граничным условиям (2.4) и 

= 0, s = 0,1, ...,lr - 1; r =1, ...,n; p = 0,1. 
д kr +• 

(2.6) 
r _ r U 

dx r xr=p 

2.2. Пусть 1 < r < n,p e {0 ,1} и trp = p + ( - l ) V x r • Так как 

д s дs 

d x r = ( - 1 Г е ՜ ' a t r ; < s > ՝ > • 

то оператор Le можно представить в следующем виде: 

д2кг +su n f ) 2 k j 

e 2 k rLeu = V ( - 1 ) p s as ,r ^ . T T ; : + У Т У + д 
u 

4 ^ s, r ft2kr + s 2kj +s • 
6 tr,p j=1 s=1 ^ j 

j=r 
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Отсюда, соединяя члены с одинаковыми степенями по е, получаем: 

Nr I 
(2.7) e 2 k rLEu = Mr pu + Y^ e sRr,su 

s—2 k r 

Nr = 2kr + 2 max կ 
1<i<n 

\  i—r  

(2.8) Mr ՛ pu = 53(-l) 
2 l r д 2kr + s 

' r a+2kr+s 
s—o  d t r'P 

Հ d 2 K j + s ֊ 2 K r 

z2 as-2kr'j  д 2 к ^ + s ֊ 2 k ՝ u , при 2kr < s < Nr, 
j—1  d x j 

(2.9) Rr՛ su = ^ j—r 
s 2 k r 21 j 

0, в противном случае. 
Введем следующее уравнение (которое является характеристическим уравнени-

Mr P 

2lr 

(2.10) X 2 krQrp (X) := \ 2 k r J 2 (-1) p s as՛ rA s = 0. 
s—o 

Следуя терминологии работы [1], введем следующие определения: 

Определение 3. Вырождение задачи Л£ в задачу A0 назовем регулярным, если 
при r = 1,... ,n каждый из характеристических многочленов Qr՛0 (A) и Qr՛i (A) 
имеет ровно lr попарно различных корней с отрицательными вещественными 
частями. 

Определение 4. Задача Л0 называется разрешимой, если для любого h G E 
уравнение (2.1) при граничных условиях (2-4) имеет решение w0 G Ei։ при этом 
существует постоянная C > 0 такая, что 

1 М | В 1 < с\\h\\E , h G E. 

Определение 5. Задача Ле называется равномерно разрешимой, если суще-
е0 > 0 

а) задача Ле разрешима при е G (0, е0^, т.е. для любого h G E уравнение (2.5) 
при граничных условиях (2-4) и (2.6) имеет решение ue G E2; 

б) существуют число Ci > 0, и функциональные пространства с нормами 
1М1в  и \1.\1ве такие, что для всех ue G E2, удовлетворяющих граничным усло-
виям (2-4) и (2-6), выполняется неравенство 

իտհ£ < Ci \\Le UE\IB , 0 < е < е0. 

u 
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Для нижеприводимого алгоритма (для построения асимптотического разложе-

ния решения задачи Ae необходимо выполнение следующих условий (см. [1]): 

I. Задача A0 разрешима; 
Ae A o 

Ae 

IV. Решение задачи A0 при достаточно гладкой правой части достаточно 

гладко. 

В следующих двух замечаниях приведены достаточные условия для выполне-

ния условий I и IV, а достаточные условия для выполнения условий II и III 
приведены в следующем параграфе. 

В гильбертовом пространстве H скалярное произведение обозначим через (•, • )H. 

Замечание 1. (см. [7] и [8]). Пусть E = Լշ (Q), Ei = W^ (Q) и E2 = Wkk+ l (Q). 
Тогда 

1) если существует число 71 > 0 такое, что при всех w G W2k (Q), удовле-
творяющих условиям (2-4), (Low, W)L2(q) ^ 7i (w, w)wk(q), то задача Ao разре-
шима, 

£ > 0 7շ ( £) > 0 

всех u G W2k+ l (Q), удовлетворяющих условиям (2-4) и (2-6), (Leu,u)L2(Q) > 

72 ( u , u ) W k + i ( Q ) , то задача Ae разрешима. 

Замечание 2. Если h G CTO (Q), то для любого բ G N решение w задачи A0 при-
надлежит классу (Q) (см. [9J), следовательно, в силу теоремы вложения 
(см. [10, cm,р. 129]), D aw G C (Q) для любого а G Nft. 

3. У С Л О В И Я РЕГУЛЯРНОГО В Ы Р О Ж Д Е Н И Я И РАВНОМЕРНОЙ Р А З Р Е Ш И М О С Т И 

Le 

(3.1) Le = Lo +Ле + Me, 

n  1 д 2(kj + s )  n  1 - 1 d2k + s ) + 1 
^e = Y< —2k+T) ,  Me ^ E £ 2 S + 1 «2 s+1 , j 2(k3 +s) + 1 • 

j = 1 s = 1  d x j j = 1 s = 0  d x j 

Для краткости записи положим Щ = \M\L2(Q) и (•, •) = (•, •)Լշ(ո)-
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Теорема 1. Пусть: а) существует постоянная Yi > 0 такая, что для всех 
w G Wk (О), удовлетворяющих условиям (2-4), имеет место оценка 

(3.2) ( L0w , w )b2(n) > Yi I ЕЛИ* 
j—i 

+ I|w|l 

е0 > 0 Y2 > 0 

(3.3) ( i f ) := Е ՝ ^ ^ e 2 s a 2 s j ( i f ) 2 ( k j + s ) 

j—is—i 
n 

> Y2J2e 2 lj \j\ 2 ( k j + l j ) , f G R n , е G (0,е0]. 
j—i 

Ci > 0 C2 > 0 u G 
W2 2k+ 2 (О), удовлетворяющих условиям (2-4) и (2.6), справедлива оценка: 

е  

j—i 

2lj j j j 

+ £ И 
j—i 

+ llull 

< Ci (Leu,u) < C2 l\Leu\r , е G (0,е0], 

Доказательство. Пусть u - преобразование Фурье функции u G Cg° (Rn). В силу 

равенства Парсеваля, из оценки (3.3), имеем: 
n 

(Aeu,u) = (Ae ( i f ) U ( f ) (f)) > Y2^2е2lj ( f \ 2 ( k j + lj}U(f) ,U(f)) = 
j—i 

= Y2J2 е  

j—i 

2lj 
И 

k j + l j . G (R n ) , е G (0,е0]. 

Отсюда непосредственно следует, что для всех u G W2 k+ 2 1 (О), удовлетворяющих 

условиям (2.4) и (2.6), справедлива оценка 

2lj Dk k j +  l j „ 
j  е G (0,е0]. (Aeu,u) > е2  

j—i 

Очевидно, что если функция u G W2 k+ 2 1 (О) удовлетворяет условиям (2.4) и 

(2.6), то (M£u, u) = 0 . 

Используя представление (3.1), в силу вышесказанного и оценки (3.2), получаем 

первое неравенство в (3.4). Так как для любого числа ш > 0 

(3.5) (LEu, u) < 2 ( ն 2 ||u||2 + llLeuf^J , u G W^21 (О): 

то, используя уже доказанную часть оценки (3.4), получаем второе неравенство 

в (3.4). Теорема доказана. • 

2 
2 w 

2 
2 u 

2 

u 
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Через 
n  2 1 j 

Le № = Т , ( i 0 2 k j + s  

j = 1s=0 
Le 

Теорема 2. Пусть существуют полож^ительные числа C1, • •.,Cn такие; что 

при всех Հ G R n и £ > 0 
lj 

(3.6) ReLe (0, •••, 0, i j , 0, •••, 0) > C j Y , £2s l j f ( k j + s ) , j = 1, -,n. £2s | 2 ( k j + s ) 

s=0 
Тогда вырождение задачи Ae в зада чу A0 регулярно. 

Доказательство. Пусть 1 < j < n. Так как 
2lj 

Le (0,..., 0, i j , 0,..., 0) = Y) £ s  а s,j ( i j )Щ+ s = ( i j )Щ Qj,0 ( i £ j ) , 
s=0 

где Qj,0 определено в (2.10), то из условия (3.6), в силу леммы 4 работы [1], нопо-
Qj,0  lj 

ми вещественными частями. Аналогичное утверждение верно и для многочлена 

Qj ,b Теорема доказана. • 

Следствие 1. Если h G CTO (Q), mo уеловия I — IV выполняются. 

L0  Le 

(2.2)) непосредственно следуют оценки (3.2), (3.3) и (3.6). Отсюда в силу теорем 

II III 
I IV • 

4 . А Л Г О Р И Т М П О С Т Р О Е Н И Я АСИМПТОТИЧЕСКОГО Р А З Л О Ж Е Н И Я Р Е Ш Е Н И Я 

e 

Решение уравнения (2.5) при условиях (2.4) и (2.6) можно представить как сумму 

частного решения we уравнения 

(4.1) Lewe = h 

и такого решения ve однородного уравнения 

(4.2) Leve = 0, 

чтобы we + ve удовлетворяла граничным условиям (2.4) и (2.6). 
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Суть нижеприводимого алгоритма состоит в следующем: решение уравнения 

(4.1) ищется в виде: 
ж 

wE ^ Е е s w s , 
s—0 

ws  Л0 
ж 

ve ~ Е е S (vs + е « s ) , 
0 

где vs ֊ функция типа погранслоя, при этом функция ws + vs удовлетворяет 

граничным условиям (2.6), е ^ - такой многочлен, что ws + v s +еas удовлетворяет 

всем граничным условиям задачи ЛЕ. 

Исходя из сказанного, решение ue задачи Ле будем искать в виде: 
m n i Kr 

(4.3)  ue = E + E E ^ ( V i ' T  'P + ^ i r p ) +  zm, 
i—0 r—ip—0 i—0 

где zm ֊ остаточный член, a Kr > m, 1 < r < n. 
Пусть n G (0,1/3^^ а. ф (z) ֊ бесконечно дифференцируемая функция одного пе-

ременного, которая равна 1 при z < | и равна ^ и z > n-
Обозначим v i r p (x) = ф (p + ( —1)p xr) е k rVirp (x), p G {0 ,1} , i > 0,1 < r < n, 

n i n i 
ai = У (p + ( - 1 ) P Xr) ai' r 'p, vi = ^ ' r p, i = 0,1,.... 

r—ip—0 r—ip—0 

Формальная подстановка (4.3) в (2.1), с учетом представления (2.7) оператора 

LE, дает: 
max Kr 

d 2 k j + s 
h =  Le ue = \ \L0 + E Е ^ Л я 2kj +s 

j—is—i  d x j 
w0 + е iwЛ + е 

i—i i—0 

(4-4) i n k 

+ j E E е -К \Mr,p + ^ R r ' s ) ( & ф (p +(-1) p xr ) v i r p ) | + Lezm-
tr—ip—0 Լ V s—i J \i—0 J \ J 

е 

равнивая его коэффициент при е г (i > 0) к нулю, получаем: 

L0w0 = h, 

i = 1, . . . , m 
n min{ i' 2 lj } d2kj +sw n min{ i' 2 lj } - i + s a 

/ . r\ т i Հ՜^ д wi-s v-^ v-^ д ai-s-i 
(4.5)  L0wi =  hi : =  a s j 2kj+s  a s j 2kj + s . 

j—i s—i  d x j j—i s—0  d x j 
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Из второй фигурной скобки (учитывая определение функции ф) в окрестности 

границы ГГрР := {x : xr = 0 , 0 < xj < 1,1 < j < n, j = r} имеем: 

(4.6) MrpP v0,՛, r = 1, ••.,n; p = 0,1, 

Mr,p vi,r,p — £ ^ r,s+kr  v i ֊ s , r , p , r = 1, ••.,n; p = 0,1; i = 1, 2, ..•• 

Qr,p 

через —Xr,p,1, ••., —Xr p lr, где r = 1,... ,n; p = 0,1. В силу определения 3 имеем, 

что 

( 4 . 7 ) Xr,p,q = Xr,p,j ( 1 < q = j < lr; r = 1, ••., n; p = 0,1) . 

Пусть w0 ֊ решение задачи A0. Тогда функцию v0,r,p, щ и r = 1,... ,n; p = 0,1, 
будем искать в следующем виде: 

(4.8) i i 

£ k r v0,r,p = £ k r J2 C0, r,p ,s (x ( r )) e - ^ s t r p = £ k r ST C0,r,p,s (x ( r )^ е ֊ ^ , . . * * - ^ 
s=1 s=1 

так, чтобы w0 + £ k rv0,r,p удовлетворял условиям (2.6), т.е. 

d k r+ s w + £ k rv0,r,p) 
(4.9) 

dx-r 
s = 0,1, ,.,lr — 1. 

xr=p 

IV 

(4.10) 

или 

(4.11) 

d k r +ь £""-v0,r,p 

dxkr+ s  

dkr +s w0 
d x k + s  

d k r+ sv0,r,p 

dtk:p 

dkr +s 
= — ( — 1) s p £ s  d  

tr =0  d xr 

w0 
dxkr+ s  

s = 0,1,...,lr — 1, 

s = 0, 1, ... , lr 1. 

Подставляя представление (4.8) функции v0,r,p в (4.11), получаем систему lr ли-

lr C0,r,p,q = C0,r,p,q x ( r )  

(4.12) J2(—Xr,p,s) kr+ s C0,r,p,q = — ( — 1) s p £ 
sp s d k r+ sw0 

q=1 
d x k + s  

s = 0, 1, ... , lr 1. 

Детерминант этой системы (типа Вандермонда), в силу условий (4.7), отличен 

от нуля, следовательно, система (4.12) имеет, при этом единственное решение. 

При r = 1,... ,n и p = 0,1 положим 

£a.0,r,p = —ф (£tr,p) £ k rYcC0,r,p,q (x ( r )՝^ E ( r ) \ ^Г՝՝  (  Xr,p,q^r,p )  

q=1 s=0 

0 

xr=p xr=p 

xr=p 

xr=p 

s 
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(4.13) = —^ (p + ( - l ) p Xr) e^Tco ,r,p, q ( x S r ) )  ( — ^ p , q  ( p + ( — 1 ) p X r ) ) S . 
q—1 s — 0 

Предложение 1. Пусть 1 < r < n up G {0,1} . Тогда функция w0+v0 , r , p + e a 0 , r , p 

удовлетворяет граничным условиям (2-4) и (2.6). 

Доказательство. Так как функция —еа0,r,p является суммой первых kr членов 

ряда Тейлора функции v0,r, p в окрестности xr = p, то функция v0,r, p + еа0,r,p удо-

влетворяет граничным условиям (2.4). С другой стороны, так как еа0,r,p много-

член степени kr — 1 от xr (или tr,p), то условия (2.6) для него выполняются автома-
w0 

w0+v0,r,p удовлетворяет граничным условиям (2.6), то функция w0 +v0,r,p+ea0,r,p 

удовлетворяет граничным условиям (2.4) и (2.6). Предложение доказано. • 

Замечание 3. Пусть r = 1 , . . . , n; p = 0,1, a dr,p,i,..., dr,p,lr ֊решение системы 

V ( - Л )kr d = -  dkr W o  

Z^ Լ  лГ,p,s)  dr,p,q dxkr 
q—1  r  

lr k +s 
(  ЛГ,p,s )  dr,p,q 0 ?  s 1 ?  lr 1 . 

q—1 

Тогда нетрудно видеть, что решение c0,r,p,1:..., c0,r,p,lr системы (4.12) можно 

представить в следующем виде: 
lr-1 

c0,r,p,q ^ x ( ^  dr,p,q ^ x ( ^ + ^ ՜ 9r,p,q,s ^Х^ ^  е , 

s—1 

где gr,p,q,s-, q = 1 , . . . , lr, некоторая функция (не зависящая от е). 

Для t G R и 1 < j < n положим (x ( j՝>,t) = (x1,..., Xj-1,t, Xj+1,..., xn). 
Пусть wi (i < m) ֊ решение уравнения (4.5), удовлетворяющее граничным усло-

виям (2.4). Тогда функцию vi r,p, при r = 1, ..., n; p = 0,1 и i = 1 , 2 . . . , будем 

искать как решение уравнения (4.6) типа погранслоя, т.е. в виде: 
lr 

V ( x ( r ) „ 

q—1 

так, чтобы wi + e k rvi rpp удовлетворяло граничным условиям (2.6), т. е. 

dkr + s v dkr + 
( 4 2 5 )  д " i , r , p = ( 1 ) s P e s  д  

lr 

(4.14)  е  r  vi,r,p  е  r ^ ՜  ci,r,p,q )  , t r , ^  e  r> p> q  r , p ,  

dtr,p kr + s = — ( —1)sp е 3x, 
s = 0,1, ,.,lr — 1, 

где полагаем wi = ^ и i > m. 

xr—p 
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При r = 1,... ,п и p = 0,1 положим 
lr kr ֊ Ն , , ,s 

е ai,r,p  ф  ( e t r , p )  е ^ ՜  ci,r,p,q (^X^ ) , У ^ ' 
q=1 s=0 

(4.16) 

= -Փ (p +(-1) p Xr) e±ct,r,p,q (x ( r ),tr,p) £ £ k r - 1 - s  ( - A r ' p '  q  ( p + —  X r ) ) . 
q=1 s=0 

Предложение 2. Пусть 1 < r < п, p G {0,1} u i > 0. Тогда функция wi + 
v i , r , p H"  e ai,r , p удовлетворяет граничным условиям (2-4) и (2.6). 

Доказательство проводится схожим методом, как и в предложении 1. 
Обозначим 

n 1 
Г = Ա լ | {x : xr = p, n <  x j < 1 — Ո, 1 < j < п, j = r} . 

r=1p=0 

Теорема 3. Пусть 1 < r < п, 1 < q < lr, p G {0,1} и i > 0. Тогда 
1) функции wi} օզ, ci r,p,q и их производные любого порядка раеномерно (по е) 

ограниченны на О; 
2) cir,p,q (x ( r\tr,p) ֊ многочлены относительно trp; 

3) v i , r , p ֊ функция типа погранслоя порядка kr; 
4) функция wi + vi + eai удовлетворяет всем граничным уеловиям задачи Ae 

на Г. 

Прежде, чем доказать теорему, сформулируем следующую очевидную лемму: 

Лемма 1. Пусть Q ֊ область в R p G No, bi (t) G Cp (Q) (i = 1,... ,п) и A G 
R n x n ֊ матрица, для ко торой det A = 0. Тогда 

а) система уравнений A (x1 (t),... ,xn (t))T = (b1 (t),..., bn (t)), имеет, един-
ственное решение такое, что xr (t) G Cp (Q) (r = 1,... ,п), 

б) если 
д s  

= 0, s = 0,...,p; r =1,...,п, 
д s  

dts  br  ( t  )  

mo 
д s  

dts xr  ( t )  

t=to 

= 0, s = 0,...,p; r =1,...,п. 
t=to 

Доказательство теоремы 1. Доказательство пунктов 1) и 2) проведем ин-

i w0 
условия I и IV, замечание 2 и определение 4). Следовательно, в силу леммы 
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1, функция c0,r,p,q (x ( r ),tr,p) тоже удовлетворяет условию пункта 1), а значит и 

функция а0 удовлетворяет условию пункта 1) (см. представление (4.13)). 

Так как по предположению индукции все коэффициенты Ci—s,r,p,q (0 < s < i) — 
суть многочлены относительно t r p , все фикции vi-s, r,p (0 < s < i) имеют вид 

(4.14), и оператор Rr,s+kr (s > 0) не зависит от В ^ и dt~-՛ с м ՛ Ф°РМУЛУ (2-9))> 

то правая часть (4.6) имеет следующий вид: 
lr 

s=1 

где Fs = Fs (x ( r ),trp) ֊ многочлен относительно t r p . Следовательно, решение 

v i j r p уравнения (4.6) можно представить в виде vi,r,p = + 9i, rp, где = 
фт,, r, p (x ( r ),tr,p) ֊ частное решение неоднородного уравнения (4.6) (которое мож-

но найти методом неопределенных коэффициентов, см. [11, стр. 62-65]) вида 
lr 

J2Ks e ~ X r ' P ' s t r ' P (Ks = Ks (x ( r ), trp) ֊ многочлен относи тельно t r p степени, на 
s = 1 

tr p  Fs 

x ,tr,p), см. условие (4.7)), 

a 0t,r,p = Oj,, r p (x ( r\trp) ֊ решение вида (4.14), соответствующего однородного 

уравнения, удовлетворяющее граничным условиям d k r+ sOi 

dtkp 
— (—1) 

s p s д kr + s 

dxk+ s  

д^ + i 
<fi 0 , 1 , . . . , l r - 1 , 

vi,r,p 

Так как, по предположению индукции, при 0 < j < i функции Wj, a j , Cj,r,p,q 

удовлетворяют условию 1), то функция h (см. (4.5)) и ее производные любого 

порядка равномерно (по е) ограниченны на О. Следовательно, в силу замечания 

2, функция Wt удовлетворяет условию 1). Нетрудно заметить, что функции ci r,p,q 

ai 

Утверждение пункта 3) следует из пунктов 1) и 2), а утверждение пункта 4) 

Փ 

доказана. • 

5. Т Е О Р Е М Ы ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ Р А З Л О Ж Е Н И И 

4.1. Для любого числа S G (0, 2) обозначим 
n n 1 1 

О6 = U U U U {x G О: \xi — p\< S, \xj — q\< S}. 
i=1j=1p=0q=0 

j=i 

W 
s 

x r =p 
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Пусть п G (0, ֊ ) H S ] = Q\Q2ri. 

Теорема 4. При условиях I — IV решение ue задач и Л£ допускает асимптоти-

ческое представление: 
m n 1 m+kr 

( 5 . 1 ) ие = ^ e i w i + Е Е  e  ( vi,r ,p +  е аг,r,p ) +  zm  ( m  G N 0 ) ! 

i—0 r—1p—0 i—0 

где w0 ֊ решение за дачи Л0, wi ֊ решение задачи (4-5), (2-4), vi,r,p = ek j vir,p ֊ 
решение типа погранслоя порядка kj в окрестности границы Г ^ обыкновенно-
го дифференциального уравнения (4-6), удовлетворяющее граничным условиям 
(4-15), многочлен eairp определен (по функции v i r p ) в (4-16), а для остаточ-
ного члена zm справедлива оценка: 

\\Ъ*т\\ь2(Ц)=  O (em + 1) . 

Доказательство. Применяя оператор Ье к функции ие и учитывая (4.5) и (4.6), 

получаем 

( m n 1 m+kr \ { K 

Y/e iwi + E E E е г (vi,r,p + еаг,r,p) + Zm j = h + Հ ^е г + 1Ь0а4+ 

i—0 r—1p—0 i—0 i—m 

n  2 l j (  m d2kj + sw K d2kj + s a \ + E E I E e i + sas,j + E e i + s + 1a,s,j d j ) + 

j—1 s—1 \i—max{0,m-s + 1}  d x j i—max{0,K-s}  d x j J 

n 1 Nr m+kr \ ՝ | E E E E e i + s - k r Rr^Ф (p +( —1) p xr) vir,p ) + LsZm = 

= 1p—0s—1i—max{0,m+kr-s} J J 

=  h +  e'm+ 1gm +  Ls zm. 

Так как \\gm\\L2(Q) = O(1) (в силу теоремы 3), то \\LEzm\\L2(e) = O (em + 1). Teo-• 
4.2. Для получения асимптотического разложения в S (включая и угловые точ-

ки), модифицируем некоторые шаги алгоритма предыдущего параграфа. Реше-

ние ие задач и Ле ищется в виде 

(5.2) 
m n 1 m+kr / \ 

Ատ = Е e i W i + Е Е Е e i (Vi,r,p + eai,r,p) + Zm ( m < կ : = m i n kA , 

i—0 r—1p—0 i—0 ՝ • l < j < n J 

где W0 ֊ решение задачи Л0, Wi ֊ решение уравнения 
n  mrn { i,2 lj} д2kj +sW,_ 

(5.3)  L0Wi = — E E  as,j о 2kj+s  s  ( i =  1 , . . . , m ) , 
j — 1 s—1  d x j 
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удовлетворяющее граничным условиям (2.4), а функция Vi,r,p, при r = 1,... ,n; 
p = 0,1 и i = 0,... ,m + kr, ищется в виде (4.14) так, чтобы Wi + Vi,r,p удовле-

творяло бы граничным условиям 
dkr + SV . 

(5.4) д V i - r 'p 

dtr r p 

Wi 

= - ( - l ) s p £ s d k r + S y i ' r - 1 

dx k Xr=p 
s = 0, 1, ...,lr - 1, 

при j = 0, 
yi j = j 1 

Wi + յշ յշփ (p + (-1)p Xq) ( V i , q , p + e a i , q , при j = l, ...,n, 
q=1p=0 

а многочлен eai,r,p имеет вид (4.16), и строится исходя из функции V,r,p). 

Известна следующая 

Л е м м а 2. Пусть Q С R^ ^ параллелепипед up G N0. Если 

функция f (x-լ, ...,xn) G C p (Q), то для любого a G Q 

д s д s  

- — lim f (xi,...,xn)= l i ^ f (xi ,...,Xn) (i = j ) , 
dxs Xj —>aj Xj —>aj dxs 

где 0 < s < p, 1 < i < n и 1 < j < n. 

Предложение 3. Функция W0 + V0-1-0 + £a0-1-0 удовлетворяет граничным усло-

виям (2-4) и (2.6) при r = 1 p = 0. 

Доказательство. Из построения функции W0 + V0t1t0 + £а0ю следует, что оно 

удовлетворяет граничным условиям (2.4) и (2.6) при r = 1,p = 0. Так как функ-

ция W0 достаточно гладкая (условие IV), то в силу леммы 4.1 имеем: 

d r I d k l + sW0 

d x r dxf xi = 0i 

d ki+ s d r W0 

dxf d x r 
0, s = 0,1,...,l1 - 1, 

r = 0,1, ,.,kj - 1, 
Xi=0 

где 1 < j < n, т.е. правые части системы (4.12) удовлетворяют условиям леммы 1, 

с л е довел1 ел ь н о, нэ.идснныс коэффициенты c0-1,0-q, q = 1,... ,l1 также удовлетво-

ряют соответствующим условиям этой леммы. Отсюда непосредственно следует, 

что функции V0-1-0 и еа0-1-0 удовлетворяют условиям (2.4), что и требовалось 

• 

Легко доказать и более общее предложение: 

Предложение 4. Пусть 1 < j < n и 0 < i < m + kr. Тогда функция yi,j 
удовлетворяет граничным условиям (2-4) и (2.6) (при r = 1,... ,j;p = 0,1). 

t 

X X 
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В силу предложения 4, приводя аналогичные рассуждения как при доказа-
тельстве теоремы 4, можно доказать следующее: 

Теорема 5. При условиях I — IV решение иЕ задач и Ле допускает асимпто-
W0 Л0 Wi 

дачи (5.3) и (2-4), Virrpp = e k jVi,r,p ֊ решение, типа погранслоя порядка kj в 
окрест,ноет,и границы Г p для обыкновенного однородного дифференциального 
уравнения (4-6), удовлетворяющее граничным условиям (5-4), многочлен eair,p 

определяется по функции Virr,p по формуле (4-16), а для остаточного члена Zm 

справедливы оценки: 

\\LsZm\\L2in) = O (em+ 1) , 
" " 2 

Zm\\S, Q : = 
T ՝ \ k j + l j 7 

D j  Zm / , II— , 
j—1 j L 2 ( Q ) j—1" J 

2 k 
+ E \\Dk  Zm L ( Q ) ) + \\Zm\\l{a) <  O(e 2 m + 2) 

Zm 

дачи Ле, то из равномерной разрешимоети задачи Ле (см. условие III и теорему 

1) следует оценка 
2 П. (Т 7. 7 ) Հ-Ո(„ 2 m+ 2\ Zm\\eQ <  C1  ( LeZm,  Zm )L2(Q) <  O ( е 

где постоянная C1 > 0 не зависит от е. Теорема доказана. • 

Abstract . The paper gives a description of an algorithm of asymptotic expansion 
in е (е > 0) of the solution uE of the Dirichlet problem for the linear differential 
semielliptic equation Leue = h in rectangular parallelepipeds, which contains higher 

е 
degenerating as е ^ 0 Dirichlet problem for Ле semielliptic equation L0u = h of lower 
order. Some theorems on uniform solvability and regular degeneracy are proved. 
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