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А Н Н О Т А Ц И Я . В статье исследуется задача типа Римана-Гильберта для не-
иравильио-эллиптического уравнения второго порядка в весовых простран-
ствах. Устанавливается, что количество линейно независимых решений од-
нородной задачи и условий на граничные функции зависит не только от 
порядка особенности весовой функции в особой точке и индексов коэффи-
циентов задачи, а также от поведения этих функций в особых точках. 
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Пусть D+ = {z, \z\ < 1} - единичный круг в комплексной плоскости z = x + iy, 
T = {z, \z\ = 1} ֊ единичная окружность, C1+5, S > 0 ֊ класс функций, опреде-
ленных на T, производные которых принадлежат классу Гельдера с показателем 
S 

а также для уравнений неправильно-эллиптического типа с постоянными коэф-
фициентами высших порядков в классах Гельдера исследованы в работах [1 — 7]. 
Эта задача для п ֊голоморфных функций (решений уравнения п ֊ о г о порядка 
типа (1.1)) в классе L 1 исследована в работах [8], [9]. В настоящей работе иссле-
дуется граничная задача типа Римана-Гильберта в весовом пространстве L 1 (р), 
p(t) = \1 — t\ a, a > —1 для уравнения (1.1) в следующей постановке: 
Задача A. Определить функцию u(z), удовлетворяющую уравнению (1.1) и 
граничным условиям 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

(1.1) 

(1.2) 
r ^ 1 - о lim ре ao(t)u(rt) — fo(t)\\Li{p) = 0, 

з 
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(1.3) lim 
r ֊̂  1-0 

R e a i ( t ) Ц Т 1 - fi{t) 
L 1(P) 

где f0(t), fi(t) e L1 (p), p(t) = |1 - t\ a, a > -1, ao(t), ai(t) e C S+ 1(T), S > 0 ao(t), 
ai(t) = 0. 
В статье приводится полное исследование этой задачи. Устанавливается, что во-
обще говоря, количество линейно независимых решений однородной задачи и 

f0 ( t) f1 ( t) 
от a и индексов функций a0(t), a1(t), а также от других свойств этих функций. 

0 

Рассмотрим задачу Римана-Гильберта в L1(p) в следующей постановке: опреде-
лить аналитическую в D+ функцию Փ +(շ) так, чтобы имело место граничное 
условие 

(2.1) r i™0 11^a(t)$+ (rt) - f (Щ^р) 0, 

где f (t) e L1 (p), a(t) e C s(T), S > 0 a(t) = 0. Условие (2.1) можно представить 
в виде 

lim 
r ^ 1 - 0 

(rt) + a(t)^>+(rt) - 2f(t) 
L 1(P) 

0, 

Положив Ф (z) = -Ф+(г  1), z e D , D = {z, \z\ > 1} будем иметь Փ+^t ) 
-Փ -(r -  1t) и 

(2.2) lim 
r 1-0 

֊փ)Փ + (rt) - a(t)<^~ (r - 1t) - 2f (t) 
L 1(P) 

Следуя монографии [10], если Փ ^ ) произвольная аналитическая функция на 
D+ Ս D ՜ , то положим Փ * ^ ) = -Փ(յ-1). Так как f-действительнозначная функ-
ция, то если Փ ^ ) удовлетворяет граничному условию (2.2), то Փ * ^ ) также удо-
влетворяет этому условию. Тем самым задача (2.1) эквивалентна граничной за-
даче Гильберта 

(2.3) lim 
r 1-0 a(t) a(t) 

0, 
L 1(P) 

где Փ - ^ ) ограничена в окрестности бесконечно удаленной точки, при условии, 
что решение задачи (2.3) удовлетворяет условию Փ * ^ ) = Փ^) . Тем самым, если 
Փ ^ ) общее решение задачи Гильберта (2.3), то общее решение задачи (2.1) можно 
представить в виде (Փ^) +Փ*(^))/2 (см. [10]). 

0 
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1 f d(r) 
^ = в e x p ( ձ / 

-dr 

d(t) = ln (t2n a(t)a - 1 (t)) , t G T, в = exp ( — — J ^ d r 
V т ) 

Далее, положим n = [a] + 1, тел и a нецелое число и n = a, если a целое число. 
Множество полиномов P(z) , порядок которых не больше n и коэффициенты ak 

удовлетворяют условиям ak = ( — 1) n+ 1a,n-k , обозначим через Tn. 

Л е м м а 1. а) Если n — 2к > 0, то общее решение однородной задачи (2.1) можно 
представить в виде 

o w (1 — z)n  

где P(z) G Tn-2K ֊ произвольный многочлен. 
b) Если n — 2к < 0, то однородная задача имеет только тривиальное решение. 

Доказательство. Так как inda(t)(a(t)) - 1 = —2к, то общее решение однородной 
задачи Гильберта (2.3) можно представить в виде (см. [13]) 

S (z)P (z) Ф(^ = 

4о + A1z + ... + A 
S*(z) = z - 2 KS(z) , то 

(1 — z)n  

где P(z) = A0 + A1z + ... + An-2Kz n - 2 K ֊ многочлен порядка n — 2к. Так как 

( — 1 ) n z n - 2 K - / 1 

Далее имеем 

=  S(z) ( 1 — z)n  P I Z ) -

z n - 2 KP Д = Aoz n - 2 K + A1z n - 2 K - 1 + ... + An-2K z 

Ф*^) + Ф^) = S(z) Ao + An-2K + (A1 + An-2K )z + ... + (An ֊2K + Ao)z n - 2 K  

(1 — z)n  

n 
n 

Для доказательства b) заметим, что если n — 2к < 0, то многочлен P(z) в пред-
ставлении общего решения Ф ^ ) тождественно равен нулю, следовательно одно-
родная задача не имеет нетривиальных решений. Лемма доказана. • 

Т — z 
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Для произвольной функции f e L1(p) положим 
S(z) Г f (т)(1 - т) nT \dT\ 

(2.4) K (f,z) = 
2n(1 - z)n J a(T)S(T)(T - z) 

T 

,,Հ)Ո z n - 2 KS(z) Г f (T )(1 - т ) nz \dT \ 
+ (  ) 2n(1 - z)n J T n - 2Ka(T)S(T)(T - z)' e . 

T 

Л е м м а 2. а) Если n - 2к > -1, mo задача (2.1) имеет решение для любой 
функции f (t) e L 1(p). Общее решение можно представить в виде 

(2.5) Փ+ (z) = K ( f , z) + Փ0^) 

где Փ0^) ֊ общее решение однородной задачи (2.1), a K ( f , z) определяется фор-
мулой (2.4). 
Ь) Если n - 2к < -1, то для разрешимости задачи (2.1) необходимо и доста-

f 

( շ ՚ 6 ) I  f  ( TM-T tk dt = 0, k = 0, 1,...,-(n - 2K) - 2. 
T a(t)S(t) 

При выполнении условий (2.6) решение задачи (2.1) единственно и определяется 
формулой (2.5), где Փ0^) = 0. 

Доказательство. Пусть n - 2к > -1. Тогда функция 

= ֊ ^ f " T Z ՜  T>' T՝V ^ e D+ и D ֊ , 

п(1 - z)n JT a(T)S(т)(т - z) 
является решением задачи Гильберта (2.3) (см. [13]). Так как 

Փ-Ա = {-1)Ո z n - 2 K j  S z f  f ( T ) ( 1  - т  ) nz  d \ =0 1 z e d + Ս D -
Հ '  1  J n(1 - z)n T T n- 2KJ Պ ( T ) S j (T)(T - z )  3 " ' 

получаем утверждение а) леммы. Пусть теперь n - 2к < -1. Для того, чтобы 
задача (2.3) имела решение, ограниченное в бесконечности, необходимо и доста-

f 

на. • 

Л е м м а 3. Пусть a(t) e C s(T), a(t) = 0, к = inda(t), t e T, F(z) аналитическая 
функция в D+ и F(z) e C(D +) . Тогда справедливы следующие утверждения: 
а) Если n - 2к > -1, то имеет место представление 

(2-7) F (z)=к ( f , z)+S^zm, 

где f (t) = Rea(t)F(t), t e T, K ( f , z) определяется формулой (2.4)? a P(z) e 
Tn-2K F(z) 

(2.8) P(z) = (F(z) - K ( f , z)) (1 - z) nS - 1(z). 
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6՝J Если n — 2к < —1, mo F(z) = K(f,z) и f(t) = Rea(t)F(t) удовлетворяет 
условиям 

(2-9) ֊ i — f * = 0 * = 0. ֊ < n ֊ 2 « ) ֊ շ . 

Доказательство. Пусть n — 2к > — 1 . Так как a > — 1 и F(z) G C(D+), то 

r ^ 1 ֊ o 

Применив лемму 2, получим 

^iino Р е (a(t)F (rt)) —Re (a(t)F ( t ) ) ^ = 0. 

S(z)Pn(z) 
F (z) =  K (f,z) + (1 — z)n , 

f(t) = a(t)F(t) 
ния б) достаточно установить справедливость равенств (2.9). Действительно, так 
как Otj(a(t)) - 1 = S+(t)(S -(t)) - 1, то 

f R e ( a ( t ) F ( t ) ) ( 1 —  t ) n_tkdt = f Щ1—Тtkdt+ 
(t)S(t) (t)S(t) 

F (t - 1)(1 — t)n  

S^t) 
t k dt. 

F(t~-1)(1 — t) n(S - (t)) - 1 аналитическая функция в D - и порядок на бесконечности 
равен n — 2к. Так как n — 2к < — 2, последний интеграл равен нулю при к = 
0 ,1 , . . . , —(n — 2к) — 2. Лемма доказана. • 

Л е м м а 4. Пусть n = [a] + 1 при нецел ом a и n = a, если a целое число. Тогда 
а) имеет место равенство 

1 - r2  

b) Если к > 1, то 

lim 
r 1 ֊ o 

lim 
r—> 1 ֊ o 

(1 — rt) n+ 1  

1 r2  

0. 
ԼՂԲ) 

(1 — rt) n+ k  > 0. 
Լ 1(Բ) 

Доказательство. Пусть a нецелое число. Так как \1 —1\ < 2 \1 — rt \, то 

1 
(1 — rt) n+ 1  

Следовательно 

1 f \1 — t\ a \dt\ 

Լ1 (р) 2 п J \1 — rt\ 
n+1 < C 

\dt\ 
\1 — rt\ 2 - { a }' 

1 r2  

(1 — rt) n+ 1  
C 

L 1(p) 

(1 — r2) \dt\ 
\1 — r t f - { a } . 

П 
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Поскольку 2 — { а } < 2, то утверждение леммы следует из того, что правая часть 
последнего неравенства стремится к нулю при r ^ 0. Если а целое число, то 

1 ֊ r 2 

(1 — rt) n+ 1  
< C 

L 1(P) 

Учитывая, что правая часть стремится к нулю при r ^ 0, получим утверждение 
а) леммы. 

Далее положим Tk = {t; \1 — t\ < (n + k) - 1(1 — r ) } и пусть t e Tk. Тогда 
\arg(1 — rt) - ( n - k )\ < c0 < 2՜Կ, c0 > 0, и Re(1 — rt) - ( n - k ) > d0\1 — rt)\ - ( n - k ), 
d' > 0 

Г 1 — r2 , , ,,, , , , Г (1 — r2)\1 — t\ a\dt\ 
L R e 1 — rt)(n+k)\P ( t )\\ d t\ >  d o J T k [ \ 1 — % \ U k ) ' • 

Учитывая, что \ 1 — rt\ < C(1 — r), C > 0, при t e Tk получаем 

г п 1 ֊ r 2 

R e - : T 7 n - T ) \ p ( t ) \ \dt\ > 

> 
d ' 

C (1 —r) n+ k - 1  

1 

'(1 — rt) ( n - k )  1  

f \ 1 — t \ a \ dt \> 
d ' 

ra(r) 

(1 — r ) n + k ֊ 1 e ade, 

где d0 > 0 a(r) = (n + k) 1(1 — r). Окончательно получаем 
ր 1 _ r2 Ci 

Re- ^т-гг \ p(t) \ \dt\ >Тл ; ֊ , C1 > 0. '(1 — rt) ( n - k )  1  (1 — r) 

Лемма доказана. • 

Л е м м а 5. Пусть a(t) e C1-5(T), a(t) = 0, f e L 1(p). Тогда 

lim (1 — r) 
r Ю 

(K (f,rt))z 
L 1(P) 

0. 

Доказательство. Пусть сначала f e C1-5 (T), S > 0. Так как \S(z) \ <const, то 
используя свойства интеграла типа Коши [10] будем иметь 

S(z) Г f (т)(1 — т)пТ\dT\ 
2п J а(т)S(T)(T — z) 

T 

z n - 2 KS (z) Г f (т )(1 — т ) n z\ dT \ 

< C, 

2n J T n - 2 Ka(T)S(T)(T — z) 
T 

C, 

C f 

( K ( f ; z ) ) 2 < C1 
\ 1 — rt \ n - 1' 

п 

' 

п 

z 

z 
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Применив лемму 2, получим утверждение леммы, когда f G C 5+ 1(T). Так как 
C1+5 всюду плотно в L1 (р), то для доказательства леммы следует установить, 
что 

(2.10) (1 — r) (K (f,z))z LI(P) < C \ f WLI(P) 

где C ֊ постоянная, не зависящая от f . Функцию K(f; z) в (2.10) можно заменить 
на 

K { f z ) = S(z) f f (Т )(1 — Т ) пТ\dT \ 

Тогда 

h(r,t) = 

2n(1 — z)n J aj(Т)S(T)(Т — z) ' 
т 

(KK (f,rt)) ^ = I1 (r,t) + I2(r,t), 

1 S(z) Г f (Т)(1 — Т) nT\dT\ 
(1 — rt) n+ 1 2n J a(T)S(T)(T — rt) ' 

т 

J ( t) = _ L _ ( S z f f (T )(1 — T ) nT \dT \ 
2 ( '  ) (1 — rt)n \ 2n J a(T)S(T)(T — rt) 

Далее, имеем 
r 2 

>т 
(1 — r2) I' \l1(r,t)\\p(t)\\dt\< 

JT 

< C ( 1 2 ) /՝ \1 — t\ a [\ЛТЩ—[Г | d M d t | < 

<  ( 1  —  r ) J l — t r ^ J \T — rt\ \dT \ \d t\ < 

<  C f \ f  ( T ) \ \1  —  T \ a^  —  T \n - a J 11֊ rt\2 — -  - Ir-rtl \d t \ \ d T \ \ 1 — rt\ z \ 1 — t\ ո՜ 0 \T — rt\ 

sup \ 1 — T \ n - a [ (12 —  r ) \ 1 —  t\ \ dt\ < ж, 
o < r < i ' J \ 1 — rt\2 \ 1 — t\n - a \T — rt\ ' ' 

T T 

Так как (см. [12]) 

то получим 

(1 — r 2 ) f \ I 1 ( r , t ) \ \ p(t) \ \ dt \ < C \ \ f \ { լ (р) . 

Учитывая, что (S(z))z ограниченная функция, получим 

C f \ f (Т) \ \ 1 — Т \ 

\ 1 — rt \  nJ \ Т — rt \ 
\ I2(r,t) \ Х ՜ 4 \ dT \. 

Поэтому 

(1 — r2) f \I2(r,t)\ \p(t)\ \dt\ < 
T 

z 
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<Г(л 2 ) [ \ 1 — t \ f\ f (т) \\ 1 — т \ " | d | | d t | . 
<  ( 1  —  r ) J \ т — rt \ 2 \  d T \ \ d t \ < 

T 

Поскольку (см. [12]) 

< C f \ f (т) \\ 1 — т \а \ 1 — т \ n - a f ( 1 2 r  )  1  dt  1 \ dT\ • 
- J J \ т — rt \2 \ 1 — t \ n - a՝  1  

«UP \ 1 — т \ n - 4 ֊. % 1 n - a \dt\ < ™ o<r<1 T \т — rt\ \ 1 — t\ 

то имеем 

(1 — r 2 ) J \I2(r,t)\ \p(t)\ \dt\ < C f լ(р). 
T 

• 

3 . И С С Л Е Д О В А Н И Е З А Д А Ч И A 

Хорошо известно [1], что общее решение уравнения (1.1) можно представить в 
виде 

(3.1) u(z) = Ф о ^ ) + (1 — \ z \  2 ) ^ 1 ( z ) + Aoz, 

где Фо^), Ф ^ ) ֊ произвольные анадитические функции в D— , a A0 ֊ произволь-
ное комплексное число, причем функции Ф 0 ^ ) , Ф1 (z) и A0 однозначно определя-

u(z) 
представить в виде 

(3.2) Дц— \\Re (ao(t) (Фо(Н) + (1 — г2)Ф1 (rt) + A'rt)) — fo(t)\\Liр) = 0, 

(3.3) 

R Ит ՛ \ \Re (a1(t) ( t Ф ( r t ) — 2гФ^Н) + (1 — г^Ф^Н) + Aort)) — h(t)\\Li{p) = 0. 

A 
функций: 

Задача A* Найти аналитические в D— функции Ф 0 ^ ) , Ф ^ ) и постоянную 
A0 так, чтобы выполнялись граничные условия (3.2), (3.3). 
Пусть Kj = ind a0(t), t e T, 

s ( z ) = ^ e x p ( ձ j 
1 I' d j (TК , J j ( z ) = e j e x P I I ՜ ~ d T I , j = 0 11 

dj (t) = ln (t 2 K> aj (t)a - 1(t)^j , t e T, j = exp | — — f jldT J . 
T 
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^ K ( / ) S(z) f f ( T - т) nTl d TI + 
( 3' 4 )  K ( / ՝ _ M — r J  aj(т)Sj(т)(т - z) + 

T 

( )n z n - 2K S j (z) Г / (т )(1 - т ) nz I dT I , _ D 

+  ( - 1 ) ^nr—Zn J т n - 2 Kjaj(т)S(т)(т - z ) , j _0 , 1 г  Z  в ' 
T 

Теорема 1. Пусть для заданных функции /o(t),/i(t) задача A имеет решение 
u(z). 
а) Если n - 2KO > -1, n - 2KI > -1, то u(z) представляется в виде (3.1), где 

So(z)Po(z) 
(3.5) $o(z) _ Ko (/o, z) - Ko (Re (Aotao(t)), z) + (1 - z)n  

(3.6) *!(z) _ 2-^'o(z) - 2 (Ki ( / i , z ) - Ki (Re (Aota1 (t)), z)) + , 

Pj (z) € Tn-2Kj, j _ 0,1, Ao - постоянная. 

б) Если хотя бы одно из чисел n - 2KO, n - 2KI меньше - 1 , то в случае n - 2KO < 
-1 
( Ղ f ( / o ( t ) -Re(Aptao(t)))(1 - t)n k 1 ( շ (3.7) „ 1 dt _0, k _0,1,..-(n - 2KO) - 2. ao(t)So(t) 

T 

u(z) представляется в виде (3.1), где Ф^ Փւ определяются формулами (3.5), 
(3.6), причем в (3.5) следует полагать Po(z) = 0. Соответственно, если n -
2к\ < -1, то 
(Ղ Г (h(t) - Re(Aotai(t)))(1 - t)n . 0 k 0 1 ( 2 ) 2 
(3.8) 1 dt _0, k _0, 1, ...,-(n - 2Ki) - 2 

J ai (t)Si(t) 
T 

и в (3.6) следует полагать Pi (z) = 0. 

Доказательство. Так как функции Ф ^ ) , Ф ^ ) и постоянная Ao удовлетворяют 
условиям (3.2), (3.3), то положив 

Re (ao(t) ^ o ( r t ) + (1 - r 2^i(rt) + Ao rt)) _ /or (t), 

Re (a i ( t ) ̂ ( r t ) - -ТФ^ТЬ) + (1 - г 2)ЬФ[(Н) + Aort)) _ / i r ( t ) , 

будем иметь 

Re (ao(t) ^ o ( r t ) + (1 - r 2^i(rt))) _ /or(t) - Re (Aortao(t)), 

Re (ai(t) (ЬФ'o(rt) - -ТФ^ТЬ) + (1 - r 2^'i(rt))) _ / i r ( t ) - Re (Aortai(t)). 
Предположим, что n - 2KO > 0, n - 2KI > 0. Применив лемму 3 относительно 

функции Ф0(rz) + (1 - r^'^^rz) получим 

Ф0(rz) + (1 - r 2)Фl(rz) _ 
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= Ko(/or՛ z) - Ko(Re (Aortao(t))՛ z) + ՚ 

(1 - z)n  

где Por (z) e Tn֊2Ko . Так как / o r ^ / o n Ь г(р) , то (1 - t) n/or ^ (1 - t)n/o 

в L1(T) . Переходя к предел у при r ^ 1 - 0 в последней формуле, получим 
(3.5). Аналогично, применив лемму 3 относительно функции zФ'0(rz) — 2rФ1(rz) + 
(1 - r 2)zФ'1(rz), получим (3.6). Утверждение а) теоремы доказано. Пусть теперь 
n - 2Ko < - 1 . Снова применяя лемму 3, получим Ф^т-z) + (1 - т^Ф^т^) = 
Ko(/or՛ z) - Ko(Re (Aortao(t))՛ z), причем, 

Г  ( / o r ( t )  -  R e ( A )Ha° m ( 1  -  t ) n tk dt =0՛ k = 0 , 1 - ( n - 2KO) - 2. 
ao(t)So(t) 

T 

Переходя к пределу при r ^ 1 - 0 и учитывая, что (1 - t) n/or ^ (1 - t)n/o по 
норме L 1(T), получаем (3.7). Анадогично полчаем уеловия (3.8) при n - 2к1 < 0. 
Теорема доказана. • 

Замечание 1. Условия (3.8) при n - 2Ko < -2 можно представить в виде 

Г / o ( t ) ( 1 - t)n к Г Re(Aotao(t))(1 - t)n k ( 2 

m a m  t  d t = (+)a (+)  t  d t՛  k = 0 ՛  1>---> - ( n  -  2KO )  -  2-
J ao(t)so(t) J ao(t)so(t) 
T T 

Пусть n - 2ko = -2. Тогда k = 0 и 

1 f Re(Aotao(t))(1 - t)n  

2n i Jt ao(t)So(t) 
dt = 

1 ( A l I' (1 - t)n dt + ճ լ Г tao(t)(1 - t)n ՝ 
2 ՝y2n i JT So(t) t 2niJT ao(t)So(t) J 

1 (  A o + Д r ս չ - t y n \ =1 ( A + A° . 
2 \ So(0) 2niJ S -(t) 2\ eo eo 

T 

Тем самым, если n - 2ko = -2 , то условие (3.7) можно представить в виде 

Г / o ( t ) ( 1 - t)n = 1 fAo + Ao 
2nd ao(t)So(t) 2\ eo eo 

T 

Если n - 2kO < -2 , то при k = 0 будем иметь 

_ լ r / o ( t ) ( 1 - t) ndt = Ao 
2nd ao(t)So(t) 2po' 

T 

при k = -(n - 2KO) - 2 

Г/o(t)(1 - t ) n t - ( n ֊ 2 K 0 ) ֊ 2 d t = 
2nd ao(t)So(t) 2j3o' 

T 
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а при остальных k _ 1, 2,..., - ( n - 2KO) - 3 

— [  Ш ( 1  -fT tk dt _0. 
2n i j ao(t)So(t) 

T 

Аналогично, если n - 2KI _ -2 , то условие (3.8) можно представить в виде 

1 Г  / i ( t ) ( 1  -  t ) n tkdt ( A + A 
2niJ ai(t)Si(t) 2\ pi 

T 

Если n - 2K1 < - 2 , то при k _ 0 будем иметь 

1 f /i(t)(1 - t) n_dt _ Ao 
2ni J ai(t)Si(t) 2вi 

T 

при k _ -(n - 2KI) - 2 

^ Г / i ( t ) ( 1 - t ) n t - ( n ֊ 2 K 0 ) ֊ 2 d t _ 

-2nd ai(t)Si(t) 2j3i' 
T 

а при остальных k _ 1, 2,..., -(n - 2KO) - 3 

֊ f Պ Հ  -fT tk dt _0. 
2ni J ai(t)Si(t) 

T 

Полученные соотношения нам понадобятся в дальнейшем. 
Из теоремы 1 следует, что если однородная задача A имеет решение, то при 
n - 2KO > -1, n - 2K1 > -1 ее можно представить в виде 
(3.9) uo(z) _ * o ( z ) + (1 - I z 1 2 ) ^ i ( z ) + Aot, 

So(z)Po(z) 
(3.10) *o (z ) _ -Ko (Re(Aotao(t)), z) + (1 - z)n  

(3.11) * i ( z ) _ -%(z) + -Ki (Re(Aotai(t)), z) + , 

Pj (z) € Tn-2Kj, j _ 0,1, Ao -произвольная постоянная. Введем следующее обо-
значение 

d d 
dz dz 

и представим функцию uo(z) в гаде uo(z) _ uoi(z) + uo2(z), где 

uoi(z) _ Aoz - Ko (Re(Aotao(t)), z) + 
+ ™ ^ i (Re(Aotai(t)),z) - d^-Ko (Re(Aotao(t)),z)^ , 

( ) So(z)Po(z) 2) (1 d (So(z)Po(z) \ + Si(z)Pi(z) \ 
u o 2 ( z ) _ (1 - z)n + ( 1  -  1  z  1 M շ dTz{ (1 - z)n ) + (1 - z)n . 
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Л е м м а 6. Функция uol(z) является решением однородной задачи A. 

Доказательство. По лемме 5 

d 
r—1—o"4 ' \ 1 4 4 o 1 4 ' п ' dz lm, , \\(1 - r՜2) ( Ki (Re(Aotai(t)),rt) -— Ko (Re(Aotao(t)),rt) | | L i p = 0՛ 

а по лемме 2 

lim \\Reao(t)Ko(ReAotao(t)) ,rt) - R e A o t a o ( t ) ) \ \ L i p =0. 
r — 1 — o 

Так как 

то получаем 

lim \ \Re(Aortao( t ) ) -ReAotao(t))\\L4p) = 0՛ 
r—> 1 — o 

lim \\R,e(ao(t)Ko(R,e A»tao(t))՛ rt) - Aort)\\Li(p) =0. 
r—1 — o 

uo1(z) 
duo1(rt) > >> 
— d r — =  u o 1 ( r , t ) +  u o 1 ( r , t ) ՛ 

uo1(r՛ t) = Aot - rK1(Re Aota1(t)՛ rt)՛ 
>> (1- r2) - > 

Vm(r՛ t) = 't((K1 (Re Aota^H)) 

-3(Ko(Re Aota1(t)՛ rt))') - rt(Ko(Re Aota^t)՛ rt)>>). 

Учитывая лемму 2, получаем 

l i ™ \ \ u > 0 > l ( r ՚ t ) \ \ լ l { p ) = 0 ՛  l i m n ^ձ՚՞՛աււ^) = 0 . 
r—>1 —o r—>1 —o 

• 
uo2 (z) 

(1.3), необходимо и достаточно, чтобы функция Po(z)(1 - z)—n была предста-
вима в виде Po(z)(1 - z) - ( n - 1 ), где Po(z) e Tn—2K0 — 1 . 

Доказательство. Согласно лемме 2 получаем 

d So(rt)Po(rt) d S1 (rt)P1(rt) 
lim (1 - r 2 ) 

r ֊ ^ ^ o + 

lim 
r—> Ю 

dz (1 - rt)n dz (1 - rt) 

So(rt)Po(rt) 

L 1(p) 

ao(t) = 0. 
L 1(p) (1 - rt)n  

Следовательно функция uo2(z) удовлетворяет однородному условию (1.2) для 
любых Po e Tn—2K0 ՛ P1 e Tn—2Kl. Далее имеем 

duo2(rt) = 1 - r2 d2 So(rt)Po(rt) 1 - r2 d S1(rt)P1(rt) 
dr = 2r dz2 ' I T - r t ^ + 2^dz 'IT-rt^ + 

n 
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1 - r 2 d So(rt)Po(rt) Si(rt)Pi(rt) 
+ — 2r . 

2r dz (1 - rt)n (1 - rt)n  

uo2 (z) 
ному условию (1.3) тогда и только тогда, когда 

? So(rt)Po(rt) 
lim (1 - r2) 

r ֊ ^ ^ o dz 2 (1 - rt) 

Последнее соотношение эквивалентно соотношению 

? Po(rt) 

_ 0. 
L 1(P) 

lim (1 - r2) 
r ֊ ^ ^ o 

So(rt) dz 2 (1 - rt)n  

L 1(P) 

Заметим, что 
d 2 Po(rt) Q(rt) 

dz 2 (1 - rt)n (1 - rt) n+2' 
где Q(z) - полином порядка n-2Ko+2. Пусть Po(z) _ ao+aiz +.. .+an-2K0n n - 2 K 0. 
Сумма коеффициентов многочлена Q(z) равнa n(n + 1)(ao + ai + . . . + an-2K0). 
Следовательно, если Q(z) представим в виде Q(z) _ Ao + Ai(1 - z) + ..., то 
получаем Ao _ Q(1) _ n(n + 1)(ao + ai + . . . + an ֊2K0) ш 

Q(rt) _ Ao + Ai + 
(1 - rt) n+ 2 (1 - rt) n+ 2 (1 - rt) n+ i  

Применяя лемму 4 заключаем, что Ao _ 0. Поэтому Po(z) делится на 1 - z. 
Положив Po(z) _ Po(z)(1 - z) - i получаем утверждение леммы. • 

Из теоремы 1 и лемм 6,7 следует: 

Теорема 2. а) Пусть а € (-1, 0Լ n - 2Ko > -1, n - 2K1 > -1. Тогда общее 
A 

(3 .12) uo(z) _ Ф o ( z ) + (1 - I z 1 2 ^ i ( z ) + Aot, 

где 
Фo(z) _ -Ko (Re(Aotao(t)), z) + So(z)Po(z), 

z 1 
Ф1(Z) _ շФ'o(z) + -Ki (Re(Aotai(t)), z) + Si(z)Pi(z), 

причем Po(z) € T-2k0, Pi(z) € T-2K1, a Ao - произвольная постоянная, 
б) Пусть а > 0 n - 2Ko > -1 n - 2K1 > -1. Тогда общее решение однородной 

A 
So(z)Po(z) Фo(z) _ - K o (Re(Aotao(t)),z) + (1 - z) i ֊ l 

Ф1(Z) _ 2^'o(z) + - Ki (Re(Aotai(t)),z) + , 

причем Po(z) € Tn-2K0-i, Pi(z) € Tn-2K1, a Ao - произвольная постоянная. 

0 
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Теорема 3. а) Если min{n - 2kO՛ n - 2к1} > -2 или min{n - 2kO՛ n - 2к1} = -2 и 
kO = к1} то однородная задача А имеет 4 + 2n - 2(kO + к1) линейно независимых 
решений. 
б) Если min{n - 2kO՛ n - 2к1} < -2, то однородная задача А имеет 4 + Ko + к1 

линейно независимых решений, где Kj = m&x{n - 2Kj - 1; -2}. 
в) Если n - 2kO = n - 2к1 = -2 и po = в2, то однородная задача А имеет одно 
нетривиальное решение. 

o 
нетривиальных решении. 
г) Если n - 2kO = n - 2к1 = -2 и в2 = в2, то однородная задача А не имеет 

А 
ние, то ее можно представить в виде (3.12). Нам следует установить, что функ-
ция (3.12) удовлетворяет однородным условиям (3.2), (3.3) для любых Po(z) e 
Tn—2K0 — 1, P1(z) e Tn—2к1- Так как по лемме 5 

l im (1 - r2) № 1 ( r t ) \ \ L 4 p ) = 0՛ l im (1 - r2) №(rt)\\L4p) = 0՛ 

r— 1—o r— 1—o 
то получаем 
(3.13) _ lirn o \\Re (ao(t^o(rt)) + Re (Aoiao(t))\\Li{p) 

r—1-o - — 1  ( t ) ) \ ^ (p) 

r—1-o 

(3.14) lim \\Re (a1(t) ^ ( r t ) - 2 Г Ф ^ Н ) ) ) + R e (Aoa(t))\\LHp) = 0. 

Решив эту систему относительно Ф^ Ф^, получим uo(z) = uo1(z) + uo2(z) , где 
функция uo2(z) содержит 2 + 2n - 2(kO + к1) произвольных действительных по-
стоянных, а функция uo1(z) - комплексную постоянную Ao, то есть две действи-
тельные постоянные. Пусть теперь одно из чисел n - 2kO, n - 2к1 равно -2. 
Предположим, что n - 2kO = -2. Тогда 

Г Re(Aotao(t))(1 - t)n t = 0 

J ao(t)So(t) 
T 

или 

Ao + Ao = 0. 
eo eo 

To есть 

(3.15) ReAoeo = 0. 

Если Ao = 0 удовлетворяет условию (3.15), то функция Ф|»^) определяется одно-
значно по формуле Ф|»^) = -Ko ^Re (Aotao(t))՛ z). В формуле (3.6) определения 
функции Ф ^ ) (/1(t) = 0) содержатся 2 + n - 2к1 произвольных действительных 
постоянных. Следовательно, однородная задача B имеет к1+2 линейно независи-
мых решений. Аналогично можно рассматривать случай, когда к1 = -2՛ кo > 0. 
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Утверждение а) теоремы доказано. Пусть теперь min{n — 2к0, n — 2к1} < —2. 
Предположим, что n — 2к0 < —2. Тогда для разрешимости задачи (3.13), (3.14) 
необходимы условия 

1 ГЦe(Aotao( t ) ) ( l — t)n k 0 k 0 1 ( 2 . 2 
— t d t = 0 , k = 0 , 1 , . . . , — ( n — 2 к о ) —  շ. 
2ni J ao(t)S0(t) 

T 

При k = 0 имеем 

Ao Г( 1 — t)n dt + A0 ftao(t)(1 — t)n dt = 0 

2nd tSo(t) 2nd ao (t)So(t) ' 
T T 

Так как ao(t)S+(t) = ao(t)S0 (t) , t £ ^ S o (z) на бесконечности имеет порядок 
2 K O , Т О 

( 1  —  t ) n dt = !  t ao ( t ) ( 1  —  t ) n dt = 0. 

Следовательно 

Так как 

J tS-(t) J ao(t)S+(t) 
T T 

Ao (1 — t)n  

—  — Л dt = 0. 
2nU tSo(t) 

T 

A [ (1 — t)n dt = 1 =0 

2Пг] tSo(t)  t = SoM = ' 
T 

то Ao = 0. Поэтому Ф0(z) = 0. Теперь, если n — 2K1 > —2,TO 

™ = i r W , 
где P1(z) £ Tn-2Kl и общее решение однородной задачи (3.13), (3.14) можно 
представить в виде 

u(z) = (1 

Если n — 2K1 < — 2, то имеем u(z) = 0. Если же n — 2K1 < —2, то как и прежде 
Ao = 0. Предположим, что n — 2KO > 0. Тогда Ф0(z) = S0(z)P0(z)(1 — z) - n, 
где Po(z) £ Tn-2K0. Подставляя Ф0(z) в выражение Ф1 (z), получаем Փ ւ^) = 
2 - 1z (So(z)Po(z)(1 — z) - n) . Если n > 0 , то Po(z) делится на 1 — z и получаем 

Ф ( )  z f  S o ( z ) P o ( z ) ՝ 
Ф 1 ( z ) = շ{(1 — z)n-l 

Po(z) £ Tn-2K0-i. Общее решение можно представить в виде 

u{z)= — |z|2)^ ( S o ( z ) P o ( z )  (1 — z)n -1  у 1 1 ՛շ V (1 — z)n  

Утверждение б) теоремы доказано. Пусть теперь n — 2KO = n — 2K1 = —2. Если 
Ao = 0, то Ф 0 (z) = Ф^) = 0 и u(z) = 0. Поэтому будем предполагать, что 
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Ao = 0. Так как /o(t) = /1(t) = 0, то согласно замечанию к теореме 1, число Ao 

удовлетворяет условиям 

A + A = 0՛ Ao + A = 0. 
eo eo в1 в1 

Эти условия эквивалентны условию во = в2- Общее решение однородной задачи 
(3.13), (3.14) можно представить в виде 

u(z) = Фo(z) + (1 - zz^(z)՛ 

Фo(z) = -Ko (Re (Aotao(t))՛ z) ՛ 
z 1 

Ф ^ ) = ^ ( z ) + 2К1 (Re ( A o t a ^ t ) ) ^ ) ՛ 

Ao удовлетворяет условию (3.15) (либо R e A ^ = 0). Если в2 = в1 > тогда Ao = 0, 
следовательно Ф0(z) = Ф1(z) = 0 и u(z) = 0. Теорема доказана. • 

Теорема 4. А) Если min{n - 2KO՛ n - 2к1} > -2 или min{n - 2к»՛ n - 2к1} = -2 
лишь при кo = к1} то задача А имеет решение для любых функции / ՛ / 1 e 
L 1(p). 
б) Если min{n - 2KO՛ n - 2к1} < -2, то для разрешимости задачи А необходимо 
и достаточно, чтобы функции /o и /1 удовлетворяли -4 + к'» + к[ линейно 
независимым условиям, где Kj = m&x{n - 2Kj; 2 } ՛ յ = 0՛ 1. 
в) Если n - 2KO = n - 2к1 = -2 и во = в2, то задача А разрешима для любых 
функций  / o ,  / 1  e  լ 1 ( բ ) . 
г) Если n - 2KO = n - 2к1 = -2 и в2 = в1 > Т О для разрешимости задачи А необ-

/ o  / 1 
условию. 

Доказательство. Пусть min{n - - 2к1} > -2. Рассмотрим функцию 

(3.16) u(z) = Фo(z) + (1 -\z\ 2^1 (z)՛ 

(3.17) Фo(z )= Ko ( / o ՛ 

(3.18) Ф1(z) = 2—1 ^ o ( z ) - K1 ( / 1 ՛ z)). 

Так как в силу леммы 2 

Inn Р е ao(t)Ko(/o; rt) - / o ( t ) \ \ L i м = 0՛ r—>1 —o 

u(z) 
d u ( r t ) = (1 2 • 

dr 
(1 - r2)t (Ko ( / o ; rt)) + rK1(/1; rt)+ 
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1 

+ 1(1 - r2)t ((Ko ( / o ; rt)) + rt (ko ( / o ; rt)) - (K1 ( / 1 ; rt))'՝) . 

Применив снова лемму 2 будем иметь 

lim р е a1(t)K1(/1; rt) - Ш\\„{р) =0՛ r—>1 —o 

а остальные слагаемые функции в силу леммы 5, стремятся к нулю в 
L 1(p) Тем самым u(z) удовлетворяет (1.3). Следовательно теорема при min{n -
2KO՛ n - 2к\} > -2 доказана. Пусть теперь n - 2KO = -2՛ n - 2к1 > -2. Согласно 
замечанию к теореме 1, для разрешимости задачи A необходимо условие 

ГЧ1 Q՝i [ / o ( t ) ( i - t) ndt = 1 ( ^ + Ao 

1  ; '2пг)т ao(t)So(t) 2\ fa Po 
Поэтому, если / o (t) e L1(p) - произвольная функция, то число Ao выберем так, A 

u(z) = Фo(z) + (1 - \z\ 2)^1(z) + Aoz՛ 

где Ф|э и Ф1 определяются соответственно формулами (3.5) и (3.6), a Ao - из (3.19). 
Аналогично рассматривается случай n - 2KO > -2, n - 2к1 = -2. Утверждение 
а) теоремы доказано. 
Пусть теперь min{n - 2KO՛Ո - 2к\} < -2 и пусть n - 2KO < -2, n - 2к1 < -2. 

A o 

(ч ^ - ! _ [ / o ( t ) ( i - t) ndt = Ao 
(  j 2nd ao(t)So(t)  d t = J0 • 

T 

Из этого равенства следует, что 

f / o ( t ) ( 1 - t) nt— ( n — 2 K 0 ) — 2 = Ao 
2nd ao(t)So(t)  (  ) po • 

T 

Следовательно, учитывая замечание к теореме 1, получаем, что для разреши-
мости задачи A необходимо, чтобы функция / o удовлетворяла -(n - 2KO) - 3 

A o 
A 

ция /1 удовлетворяла -(n - 2к1) - 1 линейно независимым условиям. Всего 
получаем -4 - 2n + 2(KO + к1) линейно независимых условий на функции /o 

/ 1 

u(z) = Фс)^) + (1 - \z\ 2)Ф1(z) + Aoz, где Փւ] и Ф1 определяются формулами (3.5) и 
A o 

Теперь предположим, что n - 2KO = n - 2к1 = -2. Тогда получаем 
1 Г / o ( t ) ( 1 - t)n  

2ni J ao(t)So(t) T o 
-dt = Re(Aoeo) 
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1 Г fi(t)(1 — t)n  

2nd ai(t)S1 (t)  d t =  R e ( A o ( 3 l ). 
T 

Если ք32 = pi, то Ao можно выбирать так, чтобы выполнялись оба условия. 
Поэтому в этом случае, задача A разрешима для любых функций f0(t), f1(t). 
Если = (Յ շ, то Ao определяется по одному из равенств (3.15), при этом второе 

f0 
или f 1 . Теорема доказана. • 

Abstract . The paper investigates a Riemann-Hilbert type problem for second 
order nonregular elliptic equation in weighted spaces. It is established that the number 
of linearly independent solutions of the homogeneous problem and the number of 
conditions on the boundary functions depend not only on the order of singularity of 
the weight function and coefficient indices of the considered problem, but also on the 
behavior of these functions at singular points. 
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