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АННОТАЦИЯ. В работе для произвольного нечетного n > 1003 и для произ-
вольного автоморфизма <ք свободной бернсайдовой группы B(m,n) найдено 
достаточное условие для существования не ^-допустимой нормальной под-
группы группы B(m, n). В частности, если автоморфизм <р - нормальный, 
то для любого базиса {ai, «շ , ...,am } группы B(m, n) существует такое целое 
число k, что каждый базисный элемент ai сопряжен с ip(ai)k. 

M S C 2 0 0 0 n u m b e r : 20F50, 20F05, 20Е36 
К л ю ч е в ы е с л о в а : Свободная бернсайдова группа, нормальный автоморфизм, 
^-допустимая подгруппа, неабелевая простая группа. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Обозначим через B(m, n) фактор-группу  Fm/pn, где Fm - абсолютно свобод-

ная группа произвольного (конечного или бесконечного) ранга m, a FՈ - под-

n n 

элементов из Fm. Группa B (m, n) свободна в многообразии всех n-периодических 

групп и называется свободной периодической или свободной бернсайдовой груп-

n m 

что для всех нечетных n > 665 и m > 2 групп a B(m,n) бесконечна (решение 

проблемы Бернсайда). 

Доказательство бесконечности групп B(m, n) ^^и нечетных n > 665 основано 

на полной классификации периодических и приведенных слов рангов а, которая 

дана в работах [1], [2]. Известно, что развитая в [1], [2] теория открыла путь к 

решению многих неподдававщихся долгое время трудных проблем теории групп. 

В совместной статье А. Ю. Ольшанского и С. В. Иванова [3] и в статье С. И. 

Адянэ. [4] дан обзор дальнейших достижений в теории бернсайдовых групп. Сре-

ди последних следует подчеркнуть доказательство бесконечности групп B(m, n) 

для четных показателей n, полученное С. В. Ивановым в [5] (для всех n > 24 8 

делящихся на 29) и И. Г. Лысенком в [6] (для всех n > 8000 делящихся на 16). 
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Одним из мало изученных задач в этой области есть проблема, поставленная 

А. Ю. Ольшанским в 1980 году: "Пусть п - достаточно большое нечетное число. 

Описать автоморфизмы свободной бернсайдовой группы B(m, п)" (см [7], вопрос 

8.53.а)). Лишь сравнительно недавно Е. А. Черепановым опубликованы работы 

[8-9], нацеленные на исследование групп автоморфизмов Aut(Bm,n). А именно: 

• в статье [8], доказывается, что при m > 2 и для всех нечетных п > 1010, а 

также для всех четных п > 8000 делящихся на 24 , групп a Aut(Bm, п) содержит 

свободную подполугруппу ранга 2, 

• в [9] доказывается, что при всех достаточно больших нечетных п (n > 1078) 

каждый нормальный автоморфизм группы В^,п) - внутренний. 

Напоминаем, что автоморфизм ( г р у п п ы G называется н о р м а л ь н ы м , если 

((N) = N для любой нормальной подгруппы N группы G. 

Определение 1. Пусть G - произвольная группа и ( G Aut(G) - некий ав-

томорфизм группы G. Подгруппа H группы G называется (-допустимой, если 

((H) = H. 

При нормальном автоморфизме ( G Aut(G) любая нормальная подгруппа 

данной группы G (допустима и наоборот. Ясно, что если N теть (-допустимая 

нормальная подгруппа группы G, то автоморфизм ( индуцирует некий автомор-

физм фактор группы ^/N- Множество всех нормальных автоморфизмов данной 

группы G есть подгруппа группы Aut(G), содержащая все внутренние автомор-

G 

Наша основная цель - доказать следующую теорему. 

Т е о р е м а 1. Пусть п > 1003 - произвольное нечетное число и ( - автоморфизм 

свободной бернсайдовой группы В^,п) ранг a m с базисом {ai, a2,...}. Если для 

некоторого i элемент ((ai) не сопряжен в B(m, п) со степенями базисного эле-

мента ai, то существует нормальная подгруппа N группы B(m, п), такая что: 

1. подгруппа N не (-допустима, 

2. фактор-группа B(m,n)/N - простая неабелевая группа, 
3. для любого j элемент aj имеет прядок п в группе B(m,n)/N. 

Из пункта 1 теоремы 1 следует, что если ( ֊ произвольный нормальный автомор-

физм группы B(m, п), то для любого базиса {a1: a2,...} и для любого i существу-

ют целое число ki и элемент bi G B(m, п) такие, что ((ai) = biak ib-1. Поскольку 

вместе с {a1: a2,...} базисом является и система порождающих { a i • a2, a2,...}, 
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то для некоторого числа k и некоторого элемента b G B(m,n) имеет место 

p(a1 • a2) = b(a1 • a2)кb՜1. Отсюда следует, что b i a b 1 - 1 • Ь2а%2b՜1 = b(a1 • a2)kb - 1. 

B(m, n) 

ленно получаем k1 = k2 = k. Таким образом справедливо 

Следствие 1. Пусть n > 1003 - произвольное нечетное число и p - нормальный 

автоморфизм свободной бернсайдовой группы B(m,n). Тогда для любого бази-

са {a1: a2,..., am} группы B (m, n) существует такое целое число k, что p(ai) 

сопряжен с ak для любо го i. 

Отметим также, что теорема 1 усиливает следующий результат А. Ю . Олыпан-

B(m, n) 

ного периода n (n > 107 8) с базисом {a1, a2, ...} и слово v = v(a1, a2, ..., am) не 

сопряжено в B(m, n) со степенями порождающих a1: a2, ..., то существует неабе-

левая простая фактор-группа  B (m,n)/N такая, что канонический образ порож-

a1  B ( m , n ) / N n v a1 

тельно произвольного автоморфизма группы  B ( m , n ) / N (см. лемму 2.3 работы 

[Ю]). 

В дальнейшем изложении мы без специальных ссылок будем использовать 

обозначения и терминологию монографии [2] и статьи [11]. 

2. П О С Т Р О Е Н И Е Н Е А Б Е Л Е В О Й ПРОСТОЙ Г Р У П П Ы . 

Пусть n > 1003 ֊ произвольное нечетное число и p - автоморфизм свободной 

бернсайдовой группы B(m, n) с бдаисом {a1, a2,..., am} и для некоторого i эле-

мент p (a j ) не сопряжен в B(m, n) со степенями ai. Не умоляя общности можно 

i = 1 . v(a1 , a2 , ... , am ) 

{a1: a2, ..., a m } , что p(a1) = v(a1: a2, ..., am) в групne B(m, n) 

Модифицируем конструкцию бесконечной группы с циклическими подгруп-

пами из работы С. И. Адяна и И. Г. Лысенка [11] для получения нормальной 

N B(m, n) 

Пусть B(m,n, 0) свободная группа с порождающими a1: a2, ...,am. Для вся-

кого натурального в > 0 через B(m,n,fi) обозначим группу с теми ж е образу-

ющими и с системой определяющих соотношений {An = 1, где A G | J Ei} (см. 
i<e 

[2], VI.2.2). Положим a ^ a ^ b ^ a2. В дальнейшем запись X = Y означает 

графическое равенство слов X и Y. 
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Согласно VI.2.4 и VI.1.2 из [2], для слова v = v(a1, a2, ..., am) можно указать 

такое слово S и такой элементарный период E некоторого ранга Y0 < в + 1, что 

слово Eq входит в некоторое слово из класса M Y0-1 и при некотором 

п + 1 
0 <r <—շ + 46 

выполнено соотношение 
В(т,п,в) r 

(2.1) v(a1, a2, ...,am) = SE S . 

По условию теоремы 1, E = О± в группе B(m, п). Фиксируем указанный эле-

ментарный период E ранга 70. При а = 0 , 1, 2, ..., 70 полагаем Г а ^ B(m, п, а). 

Предположим, что а > դ0 и группы Г ^ и 6 < а уже определены. Пусть Ф а 

есть множество всех элементарных периодов С ранга а — 1, удовлетворяющих 

соотношению 

С  a=2 A - dZ-1 B - dZ AdZ - 1 AdZ 

где A и B - минимизированные элементарные периоды некоторых рангов 7 и в, 

Z G Ma-2,Y < в < а — 2,d = 191 (см.§1 в [11]). Через П а обозначим множество 

всех тех приведенных форм коммутаторов (см. определение 3.1 работы [11]) 

[E d , Z - 1 EdZ] = E - d Z - 1 E - dZ EdZ-1 EdZ, 

которые принадлежат множеству Ф а , где E - указанный выше элементарный 

период ранга 70, a Z - произвольное слово из множества M a - 2 (вообще говоря, 

множество П а для данного а может быть и пустым). Пусть П а такое подмно-

жество множества П а , ^^о каждый эле мент С G П а в гр уппе Г а - 2 

одному и только одному слову D такому, что D G П а или D - 1 G П а . Подмноже-

ство Ф а С Ф а выберем так, чтобы выполнялись следующие два условия: 

1. Па С Фа , 

2. каждый элемент С G Ф а в гр уппе Г а - 2 одному и только одному 

слову D такому, что D G Ф а или D - 1 G Ф а . 

Через Ф а обозначим множество слов, содержащее для каждого периода С G 

Ф а ровно два слова 

(2.2) С200AС200A2 ••• An -1 С200a, 

(2.3) С270AC270A2 ••• An -1d270b, 

а для каждого периода С G П а еще одно слово 

(2.4) C340AC340A2 • • • An -3C340An -1C340A, 
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где A ֊ какой-нибудь фиксированный для данного C e Ф а элементарный период, 

участвующий в соотношении C = A - dZ -1 B - dZAdZ -1 AdZ. 

В качестве группы Г а возьмем группу 

(2.5) Га ^ / a1,a2,...am | R = 1 , F = 1,R e J £թ, F e J ф Л , 
\ в<а в<а / 

Г 

| R = 1, F = 1, R e J Ee, F e J ФП . 
в>0 в>Т0 + 1 / 

(2.6) Г a 1 , a 2 , . . . a m | R = 1, F = 1, R e Ա ,F € լ յ փ^ 
в>0 Բ>Դ0 + 1 

Г 

Г 

остаются в силе. Дополнительно возникают изменения в формулировке и дока-

зательстве леммы 4.1 из [11J в связи с новыми определяющими соотношениями 

вида (2.4). А именно, в формулировке леммы 4.1 необходимо: 

1. в первом предложении отрывок "...к = 200 и x = a для F вида (2.2), 

к = 300 и x = b для F вида (2.3)" заменить на " . . . k = 200 и x = a для F вида 
(2.2), k = 270 и x = b для F вида (2.3) и k = 340 и x = A дая F вида (2.4)", 

2. последнее предложение заменить на предложение "Кроме того, для каждой 

пары слов (2.2) и (2.3) и для каждой тройки слов (2.2), (2-3) и (2.4), соответству-

ющих данному периоду C e Ф а , два указанных слова H и, соответственно, три 

указанных слова H можно выбрать так, чтобы соответствующие им периоды D 

и слова uj при 1 < i < n — 1 были одинаковы". 

F 

F 

заменив лишь слово vn, определенное соотношением (4.5) из [11J словом vn ^ 

G29 [G, A1, GjoG 2 9 , а ссылки на лемму 3.6 из [11] заменить ссылками на лемму 3.5 

из [11]. 

В соответствии с изменениями в лемме 4.1 работы [11], естественным образом 

меняются и множества H а . Указанные изменения влекут за собой очевидные 

изменения там, где используется лемма 4.1 из [11] и там, где рассматриваются 

элементы множества H а . 

Г Га 

ливы все леммы из §2 ֊ §7 работы [11], в том числе - лемма 4.1 с указанными 

выше поправками, а также леммы 1, 4 и 5 работы [12]. Поэтому спроведлива 
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Г 

п 

3. К О М М У Т А Т О Р Ы 

В этом параграфе собраны те леммы, которые носят общий характер и спра-

ведливы не только для групп Г а и Г, построенных выше, но и для любой группы 

Г а и Г, построенной в работах [11-13]. В частности, на протяжении этого парагра-

ф а под словом "ранг" можно подразумевать ранг в смысле любой из указанной 

группы. 

Следующая лемма доказывается точно также, как лемма 4 работы [13]. 

Л е м м а 2. Если A ֊ элементарны,й период некоторого ранга, \Ad, Z - 1 AdZ] = 1 
в Г и коммутаторы \Ad, Z  1 AdZ] Ad z  1 - 1 AdZ' Г 

то для некоторых целых чисел u и v или Z' A  dZ ' = Au Z 1 A  dZ Av, или 

Z ' A - d Z ' - 1 = Au Z - 1 AdZAv. 

Л е м м а 3. При 1 < | k | <  n - и 6 = ± 1 каждый из коммутаторов 

[ak, b - 9 S ak b 9 S ] = a - k b - 9 S a - k b9S ak b - 9 S ak b9S, 

является минимизированным элементарным периодом ранга 2. 

Доказательство. Пусть 6 = 1. Очевидно, Пер(2, [ak, b - 9 ak b9]) непусто. При 

1 < Ikl < q — 1 в слова a - k b - 9 a - k b9 ak b - 9 ak b9 не входят активные вхож-

дения, а при q < | k I <  n - активными являются все ядра ранга 1 с основа-

ми a±k. Отсюда и из вида слов [ak, b - 9 ak b9] следует, что для произвольно-

го периода B ранга 2 и любьк порождающих вхождений V и W в целые сло-

ва У G Ц е л ( Х , 2, [ak, b - 9 ak b9]) и Y1 ^ е л ( ^ 1 , 2, B) из В з Н о р м ^ , W) и 

12(W) > 9 следует P2 , в (X1) = P2, [ak}b-9 ak b 9](X) = ^ и 1 < | k | < 8 и 

P2, [a k, b-9 ak b9](X) = 8 = p2, B 9 < | k | <  n f 1 . Поэтому, согласно 1.4.10 

[2], слова [ak, b - 9 ak b9] являются элементарными периодами ранга 2. Посколь-

ку, очевидно, \ak, b - 9 ak b 9 ] q G M2 щуш. 1 < | k | < , то каждый из периодов 

[ak, b - 9 ak b 9] ранга 2 минимизирован (см. определение 2.2 [11]). Случай 6 = —1 

рассматривается аналогично. • 

Л е м м а 4. Пусть A u B - минимизированные элементарные периоды рангов Y 

ив (Y < в) и Z G M в-1. Тогда если коммутатор [ak, b - 9 S ak b9Й] сопряжен 

в группе B^m/p.) с коммутатором \Ad, Z -1 BdZ] , где 6 = 1 < | k | < 
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то к = ±d, A = a e, B = օՒ, где е, բ = ± 1 и слова [ak, b - 9 S ak b9Й] и 

\Ad, Z - 1 BdZ] сопряжены в группе B(m,n, 1). Аналогичное заключение верно 

и при сопряженности коммутаторов [ak, b - 9 S ak b 9Й] 1 и \Ad, Z - 1 BdZ] . 

Доказательство. Сначала заметим, что леммы 3.2, 7.2 и 6.6 из [11] остаются 

справедливыми, если в их формулировках и доказательствах эквивалентность в 

ранге а заменить на эквивалентность в смысле монографии [2], а равенство слов 

в группе Г а заменить на равенство в группе B(m,n,a). По лемме 3 достаточно 

рассматривать случай \Ad, Z - 1 BdZ] = 1 в группе B(m,n). В силу VI.2.4 и 

IV.3.12 из [2] можно считать, что Z e M а Ո Аа+1 для некоторого а > թ. По 

лемме 3.2 из [11] найдем приведенную форму G коммутатора \Ad, Z - 1 BdZ], 

Согласно лемме 7.2 из [11], G - элементарный период некоторого ранга А > Y + 1. 

Пусть 6 = 1 (случай 6 = —1 рассматривается совершенно аналогично). Если 

[ak, b - 9 ak b 9] и [A d , Z - 1 BdZ] сопряжены в группе B(m, n, а), то, как следует 

из определения 3.1 работы [11], в B(m, n, а) сопряжены также [ak, b - 9 ak b 9] и 

G. В силу лемм 3 и 6.6 из [11], А = 2 , Y = в = 1 и периоды [ak, b - 9 ak b 9] и G 

сопряжены в ранге 1. 

Согласно IV.1.4 из [2], для произвольного вхождения V с основой Ad в целое 

слово G 3 0 ранга 2, где A1 - циклический сдвиг элементарного периода A ранга 1, 

выбранный согласно определению 3.1 работы [11], можно найти U e Я(1, G 3 0 ) , 

что Corai(V, U). Пусть вхождение V выбрано так, что U ֊ опорное ядро слова 

G30 . В силу IV.1.7 из [2] для некоторого натурального r > d — 44 имеем O C H ( U ) = 

A2 A1A3, где A3 ֊ ^^^ало , a A2 - конец слова A1. Применим лемму 2.7 работы [11]. 

Поскольку r > 9 и в X1 e Пер (2, [ak, b - 9 ak b 9 ] ) активными в ранге 1 могут 

быть лишь вхождения с основами a1՜՛ (при | k | > ^ и 111 > ^ խ в X 1 не могут 

входить элементарные 10-степени ранга 1, кроме a1 (при | к | > 9 я 111 > 10 ), то 

получаем, что A2A r1A3 = a±k±n1, где 1 < | к | < Тем самым, A1 = a±1, и 

поэтому A = a±1. Аналогичным образом показывается, что B = о^1. 

G 

порождающее вхождение ранга 2 вида GWG1 * a r i S2adS-1 a r 2 * G 2 G 1 9 в стово G30, 

где G = G1a r iS2adS-1a r 2G2. По лемме 2.7 из [11], можно указать такое порож-

дающее вхождение R * a r i S2adS-1a r 2 * S в слово Y1 e Ц е л ( X 1 , 2, [ak, b - 9 ak b 9 ] ) , 

что ВзПорм 1 ( G 1 0 G 1 * a ri S2adS - 1a r2 * G2G19, R * a ri S2adS - 1a r 2 * S). И опять, по-

скольку активными вхождениями ранга 1 в слово X1 e Пер (2, [ak, b - 9 ak b 9 ] ) 

могут быть лишь вхождения с основами a1 (пр и | к | > ^ и 111> q ), получаем, 
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что k = ±d. Случай, когда слово G имеет вид (3.1) работы [11], рассматривается 

аналогичным образом. 

Наконец, случай когда сопряжены слова [a k , b - 9 S ak b 1 и [Ad, Z - 1 BdZ] 

• 

Л е м м а 5. (Ср. с леммами 3.5 и 3.6 из D= ak, b 9S ak b  9Й], где 

1 < | k | < ո 2 1 и 6 = ±1. Для любого t, где 1 < t < п — 1, определим 

՛ _ t Г a - kb - 9 S a - k b9S a2k b - 9 S ak b9S, t = k 
Ut  -  [D'  a , D ] 0 = \ D a t - k b - 9 S a - k b9S ak b - 9 S ak b9S, t = k 

ut ut ' 

t — k 2k 

п 

Dq ut Dq G M1 

(b) ^CoiA(*Dq * ut Dq, Dq ut * Dq*); всякое вхождение элементарной q -

степени ранга 2 в слово Dq ut Dq согласовано с *Dq * ut Dq или Dq ut * Dq*; 

Dq ut Dq  

*Dq * ut Dq *Dq * ut Dq  

(соответственно влево) не более чем на 2 участка ранга 2. 

Доказательство. Пусть 6 = 1. Пункт (а) немедленно следует из определения 

ut D 

G D 

Y = в = а — 2 = Լ A1 = a±1. 

t=k 

a - k*b - 9 a - k b9 ak b - 9 ak b9Dq*a t - k b - 9 a - k b9 ak b - 9 ak b9Dq G Hopм(2, Dqu't Dq, q+1) 

и, очевидно, любое его продолжение содержится во вхождении 

*Dq+1 a t - k * b - 9 a - k b9 ak b - 9 ak b9Dq, 

t=k 

t=k 

-k , 1,-9 -k 7,9 k т.-9 k т9 n q - 1 -Խ -9 -k 7,9 k , k ,-9 k i9 n q _ a * b a b a b a b D4 a b a b a * a b a b D4 G 

G Hopм(2, Dq u't Dq, q + 1) 

и любое его продолжение содержится во вхождении 

*Dqa - kb - 9 a - k b9 ak * ak b - 9 ak b9 Dq. 
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Аналогично рассматривается случай 6 = — 1. Лемма доказана. • 

Л е м м а 6. (Ср. с леммой 4-1 из [11]) Пусть 

F ^ [ak, b - 9 S ak b  9 S  ] S a1 [ak, b - 9 S ak b  9 S  ] S a21 ••• a ( n - 1 ) 1 [ak, b - 9 S ak b  9 S  ] S a1, 

где 1 < | к |, 111 < Щ - 1, 6 = ±1 и (t, n) = 1,q + 2 < s <  n - — 2. Тогда F 

сопряжено в группе Г 1 некоторому слову H вида 

(3 .1) H = D rU1D ru2 ••• Un-1D run, 

где D = [ak, b - 9 S ak b 9 г ] - элементарный период ранга 2, r = s — 2 и для указан-

H 

(А) если V e Я(2, H)ПАкт,(2, H) или V eMaKcHopM(2, H, 9) , тoV согласо-
D r H 

r + 1 < l2(V) <r + 5, 

D r H1 t > 0 

не согласованы, 

(C) слово D rUiD r при любом 1 < i < n не содержит, нормированных вхож-

дений элементарных 9-степеней ранга 3 

(D) при 1 < i,l < n — 1 и любых s,t и.з щ = D su^D1 следует, i = l, 

(E) H e M2. 

Доказательство. К а к и в предыдущих леммах, достаточно рассматривать слу-

чай 6 = 1. По лемме 3, D = [ak, b - 9 ak b9] ֊ элементарный период ранга 2. 

Рассмотрим слова Vi ^ Da11 D = D a l 1 - k b - 9 a - k b9 ak b - 9 ak b ^ H 1 < i < n — 1, 

и vn ^ Da1 D ^ v1. Заменив в словах D a i 1 - k b - 9 a - k b9 ak b - 9 ak b9 показатели 

i •t — к своими абсолютно наименьшими вычетами ti по модулю n и произведя все-

vi 

и,.. Поскольку (t, n) = 1, с у щ е с т в ^ т единственное целое число j e [1, n — 1], 

для которого j • t — к = 0 (modn) . Тогда Uj = a - kb - 9 a - k b9 a1 j b - 9 ak b9. При 

i = j получим щ = D a1 i b - 9 a - k b9 ak b - 9 ak b9. Окончательно получим, что 

1 <| Կ | <  n - 1 и Vi = u ^ i 1 < i < n (по определению tn = 11). Положим 

H ^ D  ru1D  ru2 • • • un-1D  run. 

Из определения слова H следует, что H = D - 1 F D. 

Заметим, что в слове H = D  ru1D  ru2 • • • un-1D  run активными в ранге 1 могут 

быть лишь вхождения, согласованные с вхождениями с основами a ± k или a1 i  
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(если |k| > q или | ti | > q). Поэтому, в силу неравенств 1 < | k |, | ti | <  Ո - -1, для 

любого t > 0 имеем H t G M 1 и D r u i D r G M ^ и 1 < i < п. Из леммы 5 и 

из II.6.6 и II. 6.7 работы [2] получаем, что слово H не содержит элементарных 

r + 5 -степеней ранга 2, и, следовательно, H G M2. Тем самым справедливо 

утверждение (Е). 

Докажем (А). Из той же леммы 5 (b), (d) и из II.6.6 и II.6.7 работы [2] следует, 

что любое активное ядро V G Я ( 2 , H) согласовано с одним из вхождений с 
D r H 

H = D  r D1a t 1 D2 D  r D3a t 2 • • • a t n - 2 D 2 - D  r D2n-3a t n - 1 D 2 - D  r D2n-1a t n D2n, 

где для любого натурального s G [1, п] слово D2s-1 есть начало слова D кон-

чающиеся на b9, a D2s - конец слова D, начинающиеся на b - 9. Поскольку при 

1 < s < п имеем ts = —k (mod п), то каждое из вхождений 

Us - D  r D1a t 1 ••• a t s * D2S D  r D2s+1 * a t s+1 • • • a t n - 1 D2n-2D  r D2n-1 a t n  

устойчиво при повороте произвольного активного вхождения согласованного с 

некоторым Ut,r%et = s, или с *D rD1 *a t 1 ••• a t sD2sD rD2s+1a t s+1 ••• D2n-1a t nD2n. 

Более того, согласно 1.4.13 из [2J при 1 < s < п — 1 имеем Us G Норм(2, H, r + 1). 

V H 

U s или если V G МаксНорм (2 , H, 9^, то оно содержит Us. В силу леммы 5.(d) 

получаем r — 2 < l2(Us) < l2(V) < r + 2, что доказывает условие (А). 

Докажем (D). При 1 < i,l < п — 1 предположение ui = D  suiDt немедленно 

приводит к эквивалентности ul ^ D  su,iDt. Так как каждый поворот ранга 1 в 

словах щи D  suiDt не меняет количество ядер р анга 1, то s = t = 0. По той же 

причине, с учетом того, что при i = l выполнено ti = t l ( m o d п) (ибо (t, п) = 1), 

эквивалентность ul ^ ui возможно только при i = l, что доказывает (D). 

Условия (В) и (С) непосредственно следуют из пунктов (Ь) и (с) леммы 5. 

• 

Л е м м а 7. (Ср. с леммой 4-4  и з [Н])  а) Пусть P * E * Q - вхождение в слово 

H = D ru,1 D ru,2 • • • un_ 1 D r u n , 

определенное равенством (3.1) леммы 6, R * E * S - нормальная квазиэлемен-

тарная 9-степень ранг 

H1 G и имеет вид 

2 s тарная 9-степень ранга 3 в слово Y ~ Hf и ВзНорм2(Р * E * Q, R * E * S), где 

D r u\ D r Հ-- -u' D r uL 
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D 
D1 

2 

b) Пусть P * E * Q и R * E * S - вхождения в слова H1 и Y ~ Hs соответ-

H 

P * E * Q 

активных ядер ранга 2 и P * E * Q e Пр а в(2, H1), то 

CoomH±i (P * E * Q, f2(R * E * S; Y, H s) и ВзНорм2(Р * E * Q, R * E * S). 

H H1 

и леммы 4.1 из [11] соответственно. В силу этого можем буквально повторить 

Г1 

D e и D b 

Пункт Ь) доказывается точно так, как вторая часть леммы 4.4 (см. страницу 

• 

H 

(3.1) леммы 6, не входят, нормированные элементарные 9-степени ранга 3. 

Доказывается точно так, как пункт (а) леммы 4.5 из [11], только ссылку на 

лемму 4.4 надо заменить ссылкой на лемму 7Ъ. 

4 . А Б С О Л Ю Т Н О П Р И В Е Д Е Н Н Ы Е СЛОВА СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА 

Леммы 9-11 касаются только групп, построенных в параграфе 2. 

Л е м м а 9. При s = 340 в слово H, определенное соотношением (3.1) леммы 6, 

не входят, нормированные квазиэлементарные 9-степени ранга 3. 

P*E*Q 

H = D ru,1 D ru,2 • • • un-1D run, 

где r = s — 2 = 338, R * E * S - нормальная квазиэлементарная 9-степень ранга 3 
2 s 

в слово Y ~ Hf и ВзНоpM 2 (P * E * Q, R * E * S). В силу леммы 4.3 из [11], можно 

считать, что H1 e и H1 = D{ u'Dl u'2 • • • u'n-1D[ u'n. Пусть V, (1 < i < 9) ֊ 

R*E*S 

В силу условий (А) и (В) леммы 4.1 из [11], ядра W\ ^ f2(Vi; Y, H{) согласованы 

D1 H1s  

лежат прослойки u'k+i• Очевидно, 1 < к + 1, к + 2, к + 3 < n. 
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Из ВзНорм 2 (Р * E * Q, R * E * S) в силу IV.3.3 работы [2] следует, что 

Ui — R * E * S, P * E * Q) е Я(2, H) Ո AKT(2, H). 

По условию (А) леммы 7 имеем 339 < l2(Uk+2) < 343, a no II.5.1 [2j, l2(Uk+2) = 

h(Vk+2). Согласно (4.7) из [11], q+42 < h(Wk+2) < r' ֊2+29+14+67+4 < ^ ֊ 4 3 . 

Поэтому, в силу IV.2.12 из [2], Род(Vk+2, Wk+2) и h(Wk+2) = h(Vk+2)- Значит 

h(Vk+2) < r' ֊ 2 + 2 9 + 14 + 67 + 4. Поскольку при r' = 200 ֊ 60 или r' = 270 ֊ 60 

имеем r' ֊ 2 + 29 + 14 + 67 + 4 < 339, то неравенства 339 < l2(Vk+2) < r' ֊ 2 + 

29 + 14 + 67 + 4 возможны только при r' = 340 ֊ 60. 

Отсюда, опираясь на лемму 4.1 из [5] и на определения множеств и Ф3 , 

немедленно получим, что период D\ сопряжен с приведенной формой одного 

из коммутаторов 

Г сопряжены DE = [ak, b  9 ak b  9  

Ed, Z ' - 1 EdZ' 

ak, b - 9 ak  

е Пз. С другой стороны, по лемме 7 а), в 

и период D1 е Ф 3 . В силу леммы 4, тогда 

E = a£. Получается противоречие с условием E = a ± : L в B(m, n) (см. (2.1)). 

• 

H 

сто соотношение H е A3. 

Доказательство. Согласно лемме 6 (Е), H е Ж2, а по леммам 9 и 7 а) имеем 

Норм(3, H, 9) = что, согласно 1.4.34 из [2], означает H е A3. • 

Л е м м а 11. Пусть 5 = ± 1 k и t такие целые числа, что k = 0 (mod n) и 

(t, n) = 1. Тогда 

[ak, b - S 9 ak b й 9 ] 3 4 0 a* [ak, b - S 9 ak b й 9 ] 3 4 ° a2 t ••• a ( n - 1 ) t [ak, b - S 9 ak b й 9 ] 3 4 ° a' = 1 

в группе Г. 

Доказательство. Можно считать, что 1 < \ k |, 111 < ^т - 1- Согласно лемме 7, 

слово 

F =  [ak, b - S 9 ak b й 9 ] 3 4 ° a*  [ak, b - S 9 ak b й 9 ] 3 4 ° a2 t ••• a ( n - 1 ) t  [ak, b - S 9 ak b й 9 ] 3 4 ° a* 

сопряжено в группе Г : некоторому слову H гада H = D  ru:D  ru2 • • • un-1D  run, 
00 

а по лемме 10, H е A3 с Ո Rг- Поэтому, в силу IV.2.16 из [2], H = 1 в Г. Тем 
i=1 

F = 1 Г • 
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5 . Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Т Е О Р Е М Ы 1 

Пусть п > 1003 ֊ произвольное нечетное число и ( - такой автоморфизм сво-

бодной бернсайдовой группы B(m, п) с базисом {a1,a2, ...,am}, что для некото-

рого i элемент ((ai) не сопряжен в B(m, п) со степенями ai. Для данного авто-

морфизма ( п о с т р о и м группу Г, определенную равенством (2.6) параграфа 2. 

Обозначим через N1 нормальное замыкание в абсолютно свободной группе Fm 

со свободными порождающими {a1, a2,..., am} всех тех с лов R, для которых или 

R G U Ер или R G լ | Фв, где множества и Фв определены в параграфе 2. 
в>0 Բ>Դ0 + 1 

N N1 

из абсолютно свободной группы Fm на группу B(m^). Согласно определению 

(2.6), имеем 

Г -  Fm/N1 =  B ( m , ^ / n . 

N 

ждается в формулировке Теоремы 1, можно выбрать указанную нормальную 

подгруппу N < B(m, п). 

В силу леммы 1, группа Г =  B (m,п)/'n ֊ простая группа, поэтому пункт 2 тео-

ремы 1 выполнен. Далее, согласно IV.2.16 работы [2] элементы aj имеют порядок 

п Г, 

ложим обратное, что указанная нормальная подгруппа N является (-допустимой 

подгруппой группы B(m, п). Тогда автоморфизм ( индуцирует некий автомор-
г 

физм ф : Г ^ Г, при котором имеет место равенство Ф(о1) = v(a1, a2, ..., am), так 
B(m,n) 

как ((a1) = v(a1, a2, ..., am). По выбору элементарного периода E ранга 70 в 

группе B(m, п, в) է/0 < в + 1 ) выполнено соотношение (2-1). Группа Г есть гомо-

морфный образ группы B(m, п, в), поэтому v(a1, a2, ...,am) = S E r S - 1 . Умно-

жив ф на внутренний автоморфизм is : Г ^ Г (is(X) — S - 1 X S ) , получим 

автоморфизм ф : Г ^ Г, при котором Ф(о1) = Ф(о) = E r, где (r, п) = 1. Значит, 

для некоторого целого t имеет место Ф(о^) = E , где (t, п) = 1 и 1 < 111 < 

Найдем такое 1 < | k | <  n—, что k = d • t (modп) . Пусть Ф(Ь9) = Z. Тогда 

ф(ак) = ф(ара) = Ed и ф( [ak, b - 9 ak b 9] ) = [Ed, Z - 1EdZ]. В силу VI.2.4 и IV.3.12 

из [2J можно считать, что Z G M а Ո Аа+1 для некоторого а > դ. 

Согласно леммам 3.2 и 7.2 работы [11] 

одна из приведенных форм комму-

татора C — [Ed, Z - 1 EdZ] есть некий элементарный период G ранга 6, где 
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Y + 1 < S < а + 9. Тогда G € П . По определению множества П , можно най-

D Ed, Z ' ՜ 1 EdZ ՚ что 

D € П и пери од G сопря жен в геупп е Г ^ - 2 или олову D, или слову D 1 . Тогда 

D 
й- 2 

Ed, wZ ' ՜ 1 EdZ'w - 1  w w € 0 ( E , E1). Ed, Z ' - 1 EdZ' 

Поскольку 

[E d , ZEdZ-1] = Z [E d , Z - 1 EdZ]-1 Z - 1 

е о е о 
Ed, Z ' - 1 EdZ' [Ed, Z - 1 EdZ], или Ed, Z ' - 1 EdZ' [E d , Z E d Z . Рас-

смотрим первый случай. Согласно лемме 2, для некоторых целых чисел u и v 

Z ' - 1E - dZ ՚ = Eu Z - 1E - dZ E' Z' E - dZ ֊ d 7 "1 = Eu Z - 1 E  dZEv. 

С л у ч а й 1. Предположим, что Z 'E - dZ ' ՜ ՜ 1 = Eu Z - 1 EdZEv. К обеим частям 

этого равенства применив автоморфизм ф - 1 получим 

ax b - 9 akb9 ay  

n-

ф - - 1(Z') a - kф - 1(Z ' - 1 ) = ф - 1( Eu) b - 9 ak b9 ф - 1(Ev). 

Пусть ф - 1 ( Eu) = aX и ф - 1(Ev) = a y и ф - 1(Z') = T. Тогда T a - kT -1 = 

и ayT a - kT - 1a - y = ax+y b - 9 akb9 . Очевидно, можно считать, что \x + y\ <  n - . 

Если x + y փ 0(mod n), то слово ax+y b - 9 akb9 является элементарным периодом 

ранга 2. Получается, что элементарный период ax+y b9 akb - 9 ранга 2 сопряжен 

a 

[11]. Если же x + y փ 0(modn), то получается, что сопряжены a - k и ak, что 

противоречит лемме 1. Значит рассматриваемый Z 'E - dZ' 1 = Eu Z -1 EdZEv  

случай невозможен. 
1 г 

е Z'  1E - dZ' = Eu Z - 1 E - dZEv .Прямые вычисле-

ния показывают, что Ed, Z1 - 1 EdZ Eu [Ed, Z - 1 EdZ] E - u. Согласно опре-

делению множества Ф^ имеем 

D340E1D34°E21 • • • En -3D i 4 0En -1D i 4 0E1 € Փտ -,340 77i2 n-3n340 n-1 n340 } 

и поэтому 

Следовательно, 

D 3 4 0 E 1 D 3 4 0 E ' 2 • • • E n - 3 D 3 4 0 E n - 1 D 3 4 0 E 1 = 1. 340 2 3 340 n 1 340 

(w Dw) ( w - 1 E 1 w ) ( w - 1 D w ) 3 4 0 ( w - 1 E 1 w ) 2 • • • 

• • • ( w - 1 E 1 w ) n - 1 ( w - 1 D w ) 3 4 0 ( w - 1 E 1 w) = 1. 

Таким образом, C'340EC  , 3 4 0E2-C '340En -1C '340E = 1, где C ^ \Ed, Z ' - 1 EdZ' 
г 

Сопрягая последнее равенство словом Eu и учитывая равенство C' = EuC E -
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окончательно получим 

C340EC340E2 • • • En՜2C340E"՜1 C340E = 1 

г 
Поэтому, в силу равенств ф( [ak, b՜9 ak b9] ) = [Ed, Z - 1EdZ] ^ C и ф(а ։) = E, 

получим 

ф - 1(C340EC340E2 • • • En -2C340En -1C340E) = 

=  [ak, b՜9 ak b 9 ] 3 4 0 a*  [ak, b՜9 ak b 9 f 4 ° a2 t ••• a ( n - 1 ) t [ak, b՜9 ak b 9 f 4 ° a' = 1. 

Последнее равенство противоречит лемме 11. Аналогичным образом, рассматри-

вая сопряженность коммутаторов 

I  [Ed,ZEdZ՜1] = Z  [Ed, Z՜1 E d Z ] ՜ 1 Z՜1, 

и заменив в предыдущих рассуждениях слово Z՜1 на Z, мы получим 

Ed, Z'  1 EdZ ՚ 

[ak, b9 ak b ՜ 9 ] 3 4 0 a* [ak, b9 ak b ՜ 9 ք 4 ° a2 t ••• a^՜1» [ak, b9 ak b ՜ 9 ք 4 ° a* = 1. 

И опять, это равенство противоречит лемме 11. Полученные противоречия опро-

вергают существование указанного автоморфизма ф. Следовательно, нормаль-

ная подгруппа N не является (допустимой. Теорема 1 доказана. • 

A b s t r a c t . In the present paper for arbitrary automorphism ( of the free Bunside 

group B(m,n) and for any odd number n > 1003 a sufficient condition for existence 

of non-(admissible normal subgroup of B(m,n) was found. In particular, if auto-

morphism ( is normal, then for any basis {a1, a2,..., am} of the group B(m,n) there 

is an integer к such that for each г the elements a^ and ( a , i ) k are conjugates. 
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