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А Н Н О Т А Ц И Я . В работе рассматривается задача свободной интерполяции в 
весовом пространстве Харди HР(р) . Предполагается, что р имеет единствен-
ную особенность в точке 1 порядка а. В частности, при а — p[(a + 1)p 1 ] > 0 
формулируется соответствующая задача свободной интерполяции, доказы-
вается, что она имеет решение. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

1.1. Пусть D+ = {z, \z\ < 1} - единичный круг, Z = {zk}£=ւ С D+ ֊ последо-

вательность чисел, Mp(Z) = {{f (zfc)}£=i : f G Hp}, а также 

l p(Z) = {{wk}™=i : £ К|p(1 ֊ \zk\2) < Ц , 
^ k = 1 ' 

где Hp ֊ пространство Харди. Задача свободной интерполяции состоит в нахож-

Z 

M p(Z) = lp(Z) (p < ж). Эта З&Д&Ч 'А, В Hвпервые была решена Карлесоном 

[1J. Им было установлено, что MX(Z) = I х выполняется тогда и только тогда, 

Z 

( 1 Л ) ™ П 
j=k 

zj  zk 

1 - Zj zk 
S > 0. 

В дальнейшем, Шапиро и Шилдс [2] доказали, что условие (1.1) равносильно 

равенству 

(1.2) Mp(Z) = l p(Z), p< ж. 
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Для явного представления решений задач интерполяции и кратной интерполя-

ции в И 2 М. М. Джрбашяном [3] была построена система ограничен-

ных, аналитических в D+ функций, которая, при выполнении условия Бляшке 

(1.3) ] Г ( 1 -\zk\) < гс 
k=1 

биортогональна с системой {(sk — 1) !z S f c - 1 (1 — zkz) - S k}!=1, где sk > 1 ֊ кратность 

появления числа zk в множестве {zk}j=1• Путем некоторой модификации этой 

системы в [4] была построена другая система (z)}™^, тоже биортогональная с 

{(sk — 1)!z S k-1(1 — zkz) - S k}յ!=1, и удалось установить результаты о существовании 

и явном представлении системой (z) } !=1 решения интерполяционной задачи 

вида 

f е И2, f ( S j - 1 ) ( z j )= wj, j = 1,2,... 

Подобное представление системой { ^ k ( z ) } ! ^ в Ир (p > 0) получено в [5]. 

Как оказалось, условие (1.1) существенно для того, чтобы простейшие раци-

ональные функции с фиксированными полюсами ограниченного порядка были 

безусловным базисом в замыкании своей линейной оболочки в Ир (1 < p < <х>). 

Эти и смежные вопросы изучены в работах многих авторов (см. напр. [6]-[11]). О 

развитии в этих направлениях подробно изложено в монографии П. К. Николь-

ского [12]. 

1.2. В настоящей работе изложенные выше вопросы исследуются в пространстве 

H+ (р) Харди с ве сом p(t). В частности устанавлено, что есл и функция p(t) удо-

влетворяет определенному условию, то (1.1) необходимо и достаточно для того 

чтобы имела решение интерполяционная задача 

f е H+ (р), f ( z j ) = wj, j = 1 , 2 , . . . , 

при любой последовательности {wj}'j=1, удовлетворяющей условию 

^ \ w k \p (1 — \zk\2) \Fp(zk )\ < rc, 
k = 1 

T i n ( p i / p ( t ) ) 
t + z dt 
t — z t 

В параграфе 2 изучена граничная задача Римана в пространстве Lp (р) (p > 1) 

в случае, когда коэффициент тождественно равен единице (т.е. "задача о скач-

ке"). Отметим, что в общем случае, когда порядок особенности весовой функции 

положителен, в L1(p) эта задача исследована в [13], а в Lp(p) (p > 1) - в [14]. В 
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параграфе 3 определены весовые пространства Hp(p) и исследовано представле-

ние функции f G Lp(p) (p > 1) в виде f = f+ — f — где f + G H+ (p), f՜ G H— (p) 

f  — (ж) = 0, a H— (p) ֊ пространство Харди в D— = {z, \z\ > 1}. Также уста-

навлены проекционные теоремы и описаны сопряженные к H+ (p) (1 < p < ж) 

пространства. Отметим, что эти вопросы изучены полностью в случае, когда 

весовая функция удовлетворяет условию Макенхаупта (см. подробно в [15 ] ) . Ве-

H+ p (p) (1 < p < ж) p 

удовлетворяет этому условию, при неотрицательным порядке особенностей, ис-

следован ы К. С. Казаряном [16]. В параграфе 4 исследованы интерполяционные 

H+p ( p ) 

рациональных функций, порожденных последовательностью Z = {zk}^=-լ в Lp(p) 

(p > 1) 

2. З А Д А Ч А О С К А Ч К Е В Lp(p) 

2.1. Следуя [17], вещественную, неотрицательную и измеримую на (0, п) функ-

цию д(ф) будем называть медленно меняющейся в точке ф = 0 справа, если ее 

можно представить в виде 

(2.1) g (ф) = exp | gi (ф) + J^ ^ dtJ, ф G (0,п], 

где a G (0, п], д1(ф) - измеримая, ограниченная на (0, п] функция, а д2(ф) непре-

рывна на (0, п] и стремится к нулю при ф ^ +0 . Аналогично определяются 

функции, медленно меняющиеся слева в точке ф = 0. Функция д(ф) называется 

ф=0 

ф = 0 слева и справа и существуют положительные числа c < C такие, что 

сд(-ф) < Сд(ф) щит 0 < \ф\ < п. 

Пусть p(t) ֊ вес на единичной окружности T = {z : \z\ = 1}. Представ им p(t) в 

виде p(t) = \1 — t\ api(t), где функция p1 будет определена ниже. Далее, положив 

(а) = [(а + 1)p вде [x] ֊ целая часть числа x, продолжим функцию 

p( t) 

(t) = ( \1 — t\ p n ppp(t) если а > —1, 
prp (  ) = { \1 — rt\ p nppp(t) earn, а < —1, 

где pp(t) = \1 — t\ a — p n pp1(t). Число np будем называть "порядком особенности" 

весовой функции p(t) в L p(p).n՝p и p = 1 скажем, ч то p G Aa1, тел и p1(t) = p1 (e t v) 

медленно меняющаяся функция в точке ф = ^ и t = 1), p1, p—1 G L x(\t—1\ > S) 
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при любом 6 > 0 и дая максимальной функции Ыр1 от р1 

1 Г e+h 
(2.2) (Mp1)(t) = sup— p^W < Cp1(t), 

h>0 Je-h 

где t = e%e и C — постоянная, не зависящая от t. Если p > 1, то скажем, что 

р € Aap, если функция pp(t) удовлетворяет условию Макенхаупта (Ap) 

1 Г 1 Г 1 Г լ i p _ 
(2.3) P p ( t ) \ d t \ ^ i J i (pp(t))  P - 1 \dt\j <B< ж, 

для любого интервала I € T с длиною \I\ (см. [ 1 5 ] ) . Хорошо известно (см., напр., 

[15]), что если весовая функция р удовлетворяет условию (A p ) , то интеграл типа 

Коши ограничен в Lp(p) (1 <p < ж), т.е. если 

1 f f(т)dr 
K  ( f , z ) = 2n L 

то при некоторой постоянной C, не зависящей от r и f , 

(2-4) \\K(f,rt)\\LP(р) < C \ \ f \\LPM. 

2.2. В банаховом пространстве Lp(p) с нормой 

\LP(p) Վ Լ \f (t)\ p P(t)\dt\^j  P < Ж. 

рассмотрим граничную задачу Гильберта (задачу о скачке). 

З а д а ч а H. При f € Lp(p) найти аналитические в D+ и D_ функции Ф+^), 

Ф_ (z), Ф _ ( ж ) = 0 такие, чтобы имело место граничное условие 

(2.5) ш_0 | | Ф + И ) ֊ $ ֊ ( r - 1 t ) ֊ f VWLP^ =  0  

Здесь, наличие параметра r в prp обусловлено тем, что, вообще говоря, функ-

ция Ф+(тЬ) ֊ Ф _ ( Г _ " 4 ) не принадлежит Lp(p) щ и a < ֊1. В дальнейшем, для 

аналитических в D+ и D_ функций Փ + Z и $ _ ( z ) будем обозначать 

Ф+(z) есл и z € D+, 
&(z) = Л ж-, \ ո ֊ [_ Ф (z) тел и z € D . 

Далее, если функция Ф(z) аналитична в D+ U D_, то через Ф + ^ ) и Ф _ (z) будем 

обозначать сужения функции Ф ^ ) на D+ и D_ соответственно. Заметим, что 

при p(t) = 1, условие (2.5) принимает вид 

lim ЦФ+(Н) ֊ Ф_(r_ 11) ֊ f (t)lLp =0. r^1 _0" " L 

Предположим, что для заданной f € Lp(p) эта задача имеет решение. Тогда, 

положив 

Ф+(Н) ֊ Ф_(r_ 11) = f r ( t ) 

т — z 
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получим, что аналитические функции &+(z) = Ф+(тг) и §—(z) = Ф - ( Г - 1 z) 

(Ф-(то) = 0) являются решением граничной задачи Гильберта (с коэффици-

ентом, тождественно равным единице) в классе Гельдера. Хорошо известно, что 

последняя задача имеет единственное решение, и поэтому 

Переходя здесь к пределу при r ^ 1 — 0 и учитывая, что f r ( t ) ^ f (t) в L p(T), 

получаем 

заключаем, что функция ՝$(z) является единственным решением задачи H при 

p(t) = 1. Хорошо известно, что если p > 1, то Ф+ е H p(D+) и Փ՜ G H p(D՜), 

а при p = 1 это, вообще говоря, не верно. Поэтому постановка (2.5) является 

обобщением граничной задачи Гильберта для случая, когда граничные условия 
Lp 

p( t) = 1 H 

можно представить в виде (2.6). 

p( t) = 1 

смысле Гельдера коэффициентом исследована в [13]. 

2.3. Если n ֊ целое число աք е L1(\1 — t\n), то положим 

(2.6) 

Далее, из равенства 

(2.7) 

и докажем следующие четыре леммы. 

Л е м м а 1. Если p G Aa1, то имеет место оценка 

(2.8) K+ (f,rt) — K— ( f , r ֊ 1 t ) \ \ L l < C ք \\ւ4բ), 

где C ֊ постоянная, не зависящая от r и f . 
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Доказательство. Из определения функции K+(f,z) получаем 

(2.9) K + ( f , rt) ֊ Km ( f , r_  1t) = J1(r,t) + J2 (r, t), 

(2.10) 

Далее, 

n 

Mrt) = ( , \ ֊ ( 1 1 ) ) ± f  f  ( T ) ( 1 ֊  T r dr, 1K ' V(1 ֊ rt) n i (1 ֊ r_ 1 t) ni ) 2ni JT r ֊ z 
1 1 f 1 - r2  

J2(r, t) = f (r)(1 ֊ r)n i- = \dr \ . 
(1 ֊ rt) ni 2niJT ' \r ֊ rt\ 2՝ ՝ 

1 1 „ 1 ֊ r2  

< C1-\r ֊ rt\ n1+ 1 ' (1 ֊ rt) ni (1 ֊ r_  1t)ni 
C1 r 

jT\ J1 (r, t )\pr1 ( t ) \d t \<  C1 JT\ f  ( r ) ^ ( ֊ Լ \d t \ )\dr \ • 

При более общих предположениях на функцию р в работе [18] установлено, что 

1 F P1 (t)(1 ֊ r2)\ 1 ֊ t\. , . 
sup — ֊ '1 2 '՝ 1 \ dt\ < ж. 

0<r<1 p 1(r) JT \ 1 ֊ rt\2 \r ֊ rt\ 

Следовательно, \\J1(r,t)\\Li(Pri) < C 2 \ \ f в д е C2 ֊ постоянная, не зависящая 

от r и f . Далее, \\J2(r,t)\\Li(Pri) < C3\\f\LI(P), так как (см. [18]) 

1 F P1(t)(1 ֊ r 2)\dt\ „ Ч 
sup ֊ . . : -7: < ж Щ И P € Aa1. 

0<r<1 P1(r) JT \r ֊ rt\2  

pp € Ap ( p > 1) 

(2-11) K+p(f,rt) ֊ Knp(f,r_  1t) < C\\f \\L4P), 
P  P LP(Prp) 

где C ֊ постоянная, не зависящая от r и f . 

Kn + ( f , z) 

(2.9), (2.10), но с заменой n1 на np. Далее, аналогично доказательству преды-

дущей леммы 
Ր f (r)(1 ֊ r ) n p / \ J1(r,t)\ p prp(t)\dt\ < C1 / 

T T 
dr Pp(t) \ dt \. r ֊ rt 

Так как f (r)(1 ֊ r)np € L p(pp) и pp € Ap (p > 1), то в силу (2.4) 

/ \ J1(r,t)\ pprp(t)\dt\<C2\\f (r)(1 ֊ r) n p\\LP№p) = C2\\f \\LP(p). 
T 

Аналогично \\J2(r,t)\\Lp(PTp) < C3\\f\\LP(P). 

Л е м м а 3. Если a < ֊1 и P(z) = B0 + B1 (1 ֊ z) + ... + BN(1 ֊ z)N ֊ полином 

удовлетворяющий однородному условию (2.5), т.е. 

l i m \\P +(rt) ֊ P _ ( r _  1t)\Lp(Prp) = 0 . 
r—• 1 _ 0 

Тогда B1 = ... = B_np_ 1 = 0. 
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Доказательство. Заметим, что если P(z) = B0 + B-np(1 — z) - np +... + BN(1 — z)N, 

то P(z) удовлетворяет однородному условию (2.5). Пусть теперь Bk (k < —np) 

- первый ненулевой коэффициент среди B1,B2,... B-np — 1. Тогда при \1 — t\ > 

2k(1 — r) будем иметь \P(rt) — P(r - 11)\ > a(1 — r)\ 1 — rt\ k — 1, где a > 0 ֊ некоторая 

постоянная. Далее, 

1 / p 

IP ֊ P > a , B k , ( • " U ) l l LP/nrPA > a \ B k \ l I 
-r) 

где последний интеграл ограничен снизу некоторым положительным чилом. Это 

Bk = 0 

Л е м м а 4. Если f G L1(p) с p G Aa1, mo 

r \ K + 1 ( f r ) —  K - (f ,r— 1 t) — f (t \ L l ( p r l ) =  0. 

Доказательство. Поскольку множество M1 = {f : f G L 1(T), f (t) = 0, \1 —1\ < 

6, 6 > 0} всюду плотно в L 1(p), то в силу леммы 1 достаточно рассматривать 

случай f G М ь Пусть f (t) = ^ и \1 —1\ < 6. Тогда 

Kni (z) = ձ ի (Bo + B1 (1 — z) + ...), \1 — z\ <6 

K+ (f,rt) — K՜ ( )(f,r— 1t) <C1t 1 —  r , \1 — t\ <6, 
n l՝-1' > ni (a)y J > > ^ 1 1 _ г.\n 1 1 ' 

C1 r t 

I | K + (f,rt) — K ՜ (f,r- 1t)\pr1(t)\dt\ < c j ( 1 —  r ) p f \dt\^ 0 
J\1 ֊t\<S J\1 ֊t\<S \ 1 —  r t\ 

при r ^ 1 — 0. Для завершения доказательства остается заметить, что 

Ит f \K+i (f,rt) — K^i (f,r— 11) — f (t)\\dt\ =0. 
r^1—0 J\1֊t\>s 

Т е о р е м а 2. Если p = 1 и p G Aa1. Тогда: 

а) Если a > —1, m,о задача H имеет решение для любой функции f G L 1(p), 

и при a > 0 общее решение можно представить в виде 

n A 
(2.12) Ф(г)= Kn 1 (f,z) + J 2 ( 1 _ k z ) k , z G D+ U D -, 

k=1  (  z )  

Kn ( f , z) Ak 

плексные числа. Если же a G ( — 1, 0], то Ф ^ ) = Kn 1 (f,z). 
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Ь) Если а < ֊1, то задача H имеет решение тогда и только тогда, когда 

f удовлетворяет условиям 

(2.13) f =0, к = 0,1, 2,..., ֊Ո1 ֊ 1. 
JT - 1 ֊  Т  )k 

H 

мое в виде Փ-z) = Kni - f , z). 

Доказательство. Если а > ֊1, то (см. [18]) общее решение однородной задачи 

H можно представить в виде Փօ-z) = ^ n = 1 Ak-1 ֊ z) -k, где Ak - произвольные 

комплексные числа. Так как Kni - f , ж) = 0 при а > —1, то функция Kni -f,z) 

H а < ֊1 

функция Kni - f , z) меет наименьший порядок на бесконечности среди функций, 

удовлетворяющих условию (2.5). Поэтому задача H при а < ֊1 разрешима тогда 

и только тогда, когда Kni(a)-f, ж) = 0, А это возможно лишь когда выполнены 

условия (2.13). 

Л е м м а 5. Если f G Lp(p) и pp G Ap, mo 

rlun_o\\K+ - f , r t ) ֊ K n p - f , r ֊ 1 t ) ֊ f  -t)\\LP{prp) = 0 . 

Доказательство. Как и при доказательстве леммы 4 предположим, что f G M1. 

Если f -t) = ^ I 1 ֊ 11 < Տ, то 

K + p - f r ) ֊ K - p - f , r - 1 t ) | < C1 | 1 Լ ֊ Լ 0 ) , 11 ֊11 < Տ 

Поэтому 

K+p - f , rt) ֊ K-p-f,r- 1 t ) p prp-t) I dt i < c j - 1 ֊  r ) pppp { t ) I dt I - 0 
J\1 - t \ < s 1 1 ֊  r t 1  լ  •J\1 ֊t\<s 

при r — 1 ֊ 0. Для завершения доказательства остается заметить, что 

lim / |K+1 - f , rt) ֊ K-1 - f , r - 1t) ֊ f -t) |p I dt I = 0. 
J\1—t\>s r ^ 1 - 0 . ) \ 1-t\>s 

Л е м м а 6. Если а > 0 и p > 1, mo общее решение однородной задачи H можно 

представить в виде 
p A 

(2-14) Փօ-z) = ^ 7 ^ ,  

k = 1 ' 

Ak а < ֊ 1 H 

только тривиальное решение. 
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Доказательство. Полагая, что Փ(շ) - решение однородной задачи H и, применяя 

неравенство Гельдера, получаем 

ш_ 0 | | ф + Н — Ф - С г - ^ Ц ^ ) = 0 , 

где pi(t) = |1 — t\np. Следовательно, при a > 0 верно представление (2-14), где 

Ak (k = 1, 2,... np) ֊ некоторые комплексные числа. Если же a < —1, то полу-

чаем Ф(г) = 0. Далее, непосредственной проверкой устанавливается, что Ф(^) 

удовлетворяет однородному условию (2.5) для любых чисел Ak (k = 1,2,... np). 

Воспользовавшись леммами 3 и 6, аналогично теореме 2 доказывается 

Т е о р е м а 3. Пусть p > 1 и р G Aap. Тогда 

а) если a > —1, то задача H имеет решение для любой функции f G L p(p), 

a > 0 

n p A 
(2.15) Ф( * ) = Knp ( f , z ) + Y s r ^ 4 k ,  z G D+ U D_, 

k=i (  z )  

где K n p ( f , z) определяется формулой (2.7), a Ak ֊ произвольные ком-

плексные числа. Если же a G ( — 1, 0], то Ф ^ ) = Knp(f,z). 

a < —1 H 
f 

(2.16) ք =0, k = 0,1, 2,..., —np(a) — 1. 
JT ( 1 —  T )  

H 

можно представить в виде Ф ^ ) = Knp(f,z). 

3. О В Е С О В Ы Х П Р О С Т Р А Н С Т В А Х Х А Р Д И 

3.1. Аналитическая в D+ функция f принадлежит классу Харди H+ (р), если 

(3.1) \\f WH++ (р) = sup ( F \f (rt)\ pprp(t)\dt\] / P < ж. 

+ o < r < i V J T J 

Аналогично определяется пространство H_ (p) аналитических в D_ функций, 

равных нулю в бесконечности. Для доказательства следующей теоремы нам по-

надобятся две леммы. 

Л е м м а 7. Если f G H+ (р) при некоторых p > 1 и р G Aap, то 

a) f z) = T r \ ֊ ֆ , f  f  ( T ) ( 1  —  T ) n p ( a ) dr, (1 — z)np 2пг JT T — z 
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где f -т)-1 ֊ т)np G Lp-p) и 

np  k  f f -т)-1 ֊ т)npт kdT = 0 
JT 

к = 1, 2,... 

b ) \\f \\H+ ( p ) < C\\f \\Lp(p) при некоторой постоянной C , не зависящей от f . 

Доказательство. Пусть а > ֊1m fr-z) = f -rz)-1 ֊ r - 1z) n p. Так как семейство 

fr-t) = f -rt)-1 ֊ r - 1t) n p, t G T -0 < r < 1) равномерно ограничено в L p-pp) и 

L p-Pp) = -L q-p*))*, где 

P*-t) = (Pp-t) 
- q / p q = p -p ֊ ^ 1 

то из слабой компактности следует существование f G L p-pp) такой, что f r k — f 

в слабом смысле. Поэтому, переходя к пределу в равенстве 

и » , _ 1 f h М d T frk ֊ r - 1 z r ֊ = 
T т ֊ z 

получаем 

f -z)-1 ֊ z)np = — f dr. 
2ni JT т ֊ z 

Обозначив f-t) = f -t)-1 ֊ t)np придем к утверждению а) при а > ֊1. Если же 

а < —1, то f-z)-1 ֊ z)np G H+ -pP), и поэтому 

1 f f -T)-1 ֊ т)n  
-dr. f -z)- 1 ֊ z)np = , 

ճHi jT т — z 
Тем самым, утверждение b) следует из (2.4). 

Л е м м а 8. Если f G Lp-p) при p > 1 и p G Aap, mo K± -f,z) G H± -p) и 

\\K+ -f,rt)\\Lp{prp) < C\\f\\Lp{p). 

Доказательство. Пусть а > ֊1. Тогда, в силу I 1 ֊ 11 < 211 ֊ rt I и (2.7) 
11 _ tl pnp 

| K + -f,rt)l pp-t) < ' 11 ֊11 a - p npp1-t) 1 ֊ rt pnp 

f -T)-1 ֊ T ) n p 

т — rt 
dr 

< CPp-t) 
f -T)-1 ֊ т)np 

т — rt 
dr 

Далее, в силу включения f -т)-1 ֊ т)np G L p-pp) и (2.4) 

Pp-t) I dt I < C\\f -T )-1 ֊ T )np \\ LP (pp = C\\f \\LP(P), 

где C ֊ постоянная, не зависящая от r и f . Следовательно, K+p -f,z) G H+ -p). 

Аналогично K - -f,z) G H p-p). ՝Еспш же а < ֊1, то 

f ) - 1 ֊ т)np dTp  

т — rt 

|K+p-f,rt)l pprp-t) < Pp-t) 

И \\K+p - f , rt) \\ LP (prp) < C\\f \\LP (p). 

f -T)-1 ֊ T ) n p 

т — rt 
dr 

p 

p 

p 
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Т е о р е м а 4. Если f G Lp(p) np up > 1, a > — 1 и p G Aap, то функц ию f можно 

представить в виде 

(3.2) f (t) = f +(t) — f _(t), 

где f ± G Hp (p). Представление (3.2) не единственно, а именно 

(3-3) f ±(z)=  K±p ( f , z ) + ^  ,  

Ak 

Доказательство. Заметим, что (1 — z)_k G H±(p^i 0 < k < np. Действительно, 

1 = 1 1 Г (1 — t ) n p ( a ) dt 

(T—z^ = JT—zn^ 2ni J T H—W t — z, 

и по лемме 6 (1 — z)_k G H p(p). Остается применить теорему 2 и лемму 6. 

3.2. Пусть a < — 1 и 
(1 t ) _ n p 

(3.4) фн (t) = , k = 1, 2,..., —np 

и h ֊ линейная оболочка системы (3.4). Тогда имеет место 

Т е о р е м а 5. Если f G Lp(p) при p > 1, a < —1 и р G Aap. 

a) Имеет место представление 
_np 

(3.5) f (t) = f+(t) — f _(t) + J2 Ak<Pk(t), 
k=1 

где f ± G H± (p) и Ak (k = 1, 2,..., —np) ֊ комплексные числа, однозначно 

f 

b) При некоторых постоянных С и A, не зависящих от f u r , 

Ak ФН (t) <A\\f WLP (р). 
Lp(Prp ) 

\Lp(Prp) < С W f \\LP(P)  И  

k=1 

Доказательство. Функции ФН таковы, что 

[ - ф к(՝),,—-— = Akj, k = 1, 2,..., —nv, j = 0 , 1 , . . . , —nv — 1, 
J T ( 1 — t)_np (a )_j +  1  k j > > >  p J ' ' '  p  

где Akj = ^ и j < k и Akj = Ck^1 uprn j > k. Действительно, 

f T T ^ S P j = f ( j —  t ) T d t • = f  ( 1 — j 1 dt = 0, 
J T ( 1 — t ) _ n p _ j + 1 J T t k ( 1 — t ) _ n p J T t k  

j < k j > k 
f ( ф ^ + = ք  ( 1 — • dt = 

JT ( 1 — t ) _ n p _ j + 1 JT t k  j _ 1  
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Пусть теперь f G Lp(р) - произвольная функция. Тогда числа A1, A2,... A—n 

можно выбрать так, чтобы функция 
— Пр 

f ( t ) = f (t) - Е AkVk (t) 
k=1 

удовлетворяла условиям 

Г f(t)dt 
1 - 0 , j =0,1,..., -np - 1. 

T (1 - t ) j 

Применив теорему 3 получим f(t) = K+p(f,t) — K—p(f,t). Тем самым 

—np(a) 

f (t) = K+p(It) - K—p(f,t) + J2 AkVk(t). 
k=1 

Заметим, что 
K ( z) = I 0 если z G D+, 

—p ( V k , z ) = լ vk(z) если z G D—. 

Поэтому K+p ( f , z) = K+p ( f , z) и K—p ( f , z) = K+p ( f , z) - J 2 —=p Ak Vk(z). Отсюда 

——p 

f (t) = K+p(f,t) - K—p(f,t) + £ AkVk(t). 
k=1 

Теперь утверждение а) теоремы следует ввиду того, что K±p G H± ( р) по лемме 

8. Утверждение же Ь) следует из леммы 7. 

Т е о р е м а 6. При p > 1 и р G A, ар 

а) Еслиа > -1, то (H+ (р))* = H+ (р*) 0 h, где q = p(p-1)  —  1 и h- линеиная 

оболочка системы vk (к = 1, 2,.. .n. p 

b) Если а < -1, то (H+ (р))* = H+ (р*) Q h1, где h1 ֊ линейная оболочка 

системы (1 - z)—k (к = 1, 2,... - np). 

Доказательство. Заметим, что (L p(р))* = L q(р*), где р*(t) = (p(t))— q a / p, q = 

p(p - 1) — 1 и порядок особенности весовой функции р* ъ Lq (р*) равен -np. Пусть 

V G Lq (р*) - произвольная функция и 

կ ( f ) = f W)f(t)Idt| 
JT 

а > -1 
,——p 
;k=1 

Так как f G Hp (p), то 

функция v представима в виде v = V+ - V + ^k==p Akvk(t), где v± G Hq(p  1). 

T V—(t)f (t) I dt I = T v—( 1) f (t) J =0, 

p 
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поскольку ф (1/Z) аналитична в D+ и равна нулю при z = 0. Так как 

^АНФН (t) 
k=1 

А по лемме 5 \ \ Փ + \ \ Լ ( р * ) < A \ M \ L q ( р * ) , то 

< a M \ L Q (Р-I), 

LQ (Р - 1) 

ԿԱ) = Լ (v+(t) + Е Ak ՓԱ (t)^j f (t)\dt\, f G H p(p), 

Փ+(ք) + յ2 Ak ՓԱ (t) 
k=1 

<  A\W\\Lq.(p*). 
Lq(p*) 

Для доказательства утверждения а) покажем, что ф = 0, тел и ф G H+ (р*) ф հա 

(W)f(t)\dt\ =0, f G H+ (p). 
JT 

Пусть ф(t) = ф1(Ъ) + фշ(t), где Ф1 G H+ (р*), ф2 G h. Так как 

ք Փ^ՀՄՍ(t)\dt\ =0, k = 0,1,...np, 
•JT 

при f k (t) = (1 — t)_k G H+ (p) (k = 0 , 1 , . . .np), то те же равенства верны для ф2. 

Если теперь 
n pA 

ф2(Ь) = (1 — t) np£ ֆ , 
k = 1  t  

Ak 

(k = 1,2,... np). Эта система имеет только нулевое решение и поэтому Ak = 0 

(k = 1, 2,... np). Тем самым ф2(Ь) = 0, 

f ^ f (t)\dt\ =0, f G H+ (p) 
JT 

ф1 ( t) = 0 

I ՜(т—t^г кf(t)|dt| = 0, k = 1,2,... — np. 
JT 

4. С В О Б О Д Н А Я И Н Т Е Р П О Л Я Ц И Я И В А З И С Н О С Т Ь С И С Т Е М 

Р А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х Ф У Н К Ц И Й В В Е С О В Ы Х П Р О С Т Р А Н С Т В А Х 

Х А Р Д И 

4.1. Полагая, что последовательность {zk } ! = 1 , zk G D+ удовлетворяет усло-

вию Бляшке (1.3) и 
! 

B(z) = п z—z. Ы 
k=1 1 — Zk z zk 
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- произведение Бляшке в пространстве H++ (р) рассмотрим систему рациональ-

ных функций 

(4.1) rk(z)=(i  Z . f P _ , k = 1,2,.... 
(1 - z) n p(1 - _kz) 

Рассмотрим также системы функций 

(4-2) ton k(z)= } ) - Z )  P)n (  ВпВ ( ) , k =1,2,...n, 
z  p (1 - _k)np (z - zk)ВП(zk) 

(4.3) tok(z)= , , , , k =1,2,...., 
(1 - z)np B(z) 

z^HY—zk^ (z - zk)B'(zk) 

где Bn(z) ֊ конечное произведение Бляшке, составленное по отрезку последова-

тельности {zk\՝n=v Легко проверить, что функции tonk(z) и tok(z) удовлетворяют 

интерполяционным данным 

tonk (zj ) = Skj, k,j = 1, 2,...n, 

tok (zj ) = Skj, k, j = 1, 2,... 

Кроме того, системы {rk}՝է=1 и {tonk}՝է=1 таковы, что: a) rk е H++ (р), tonk е 

H\ (р*) ф h и Ь) они биортогональны на окружности T, т.е. 

rk (t)tonj (t)\dt\ = Skj, k,j = 1, 2,...n. 
JT 

Л е м м а 9. Справедливо равенство 

(AA^ (1 - С )np sr ( + (А-О-ВМВАЙ. 
Ъ )n~R _ = Ն k ( z ) t onk ( z ) + —T-, ^ . 

(1 - z)np (1 - z() (1 - z)np (1 - z() 

Доказательство. (4.4) непосредственно следует умножением равенства Bn(Z) \ , Bn(z)Bn(Z) 
(1 - z_)  K(Z - zk)B'n(zk)) (1 - z_) 

(CM. [3]) на (1 - Z)np (1 - z)- np. 

4.2. Для любой последовательности Z = {zk}'p°=1 С D + удовлетворяющей усло-

вию Бляшке, через L p(p,Zn) обозначим замыкание линейной оболочки системы 

{rk}n=1 по норме Hp(р). Соответственно, через H p(p,Z) обозначим замыкание 

линейной оболочки системы {rk }£= 1 . Тогда имеет место 

Т е о р е м а 7. Функция f е Hp (р) принадлежит подпространству H p(p,Z) то-

гда и только тогда, когда 

(4-5) f = 0, z е D+. 
JT  B ( Z ) ( Z  -  z )  

1 
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Доказательство. Для f G H+ (р), удовлетворяющей (4.5), применим леммы (2.4) 

и (2.6) и получим, что при любом z G D+ 

f ( ) ( ) +  Bn(z) 1 [ Մ Օ Օ — Օ ^ dz (4.6)  f  ( z ) = y Cnk  rk  ( z) + r1 n ^ ռ՜^Հ 7 
Հ-^ (1 — z)np 2ni JT Bn(Z) Z — z k=1 

� IT 

Положив 

(4.7) cnk = 2^ J f (Z)Qnk(Z)\dZ\. 

2ni JT Bn (Z) Z — z 

в силу (2.4) будем иметь Fn G H+ (p) и Fn ^ F в H+ (p), где 

F(z) = -1- ( f (Z)( 1 — Z ) n p J ^ z & D+ 
F  ( z )=2niJT B(Z) Z — z ,  z  G  D . 

Поэтому 

B J z ) -Fn(z) ^ ֊ Щ П . F (1 — z)np (1 — z)n  

в H+ (p) np и n ^ ж. Тем самым, второе слагаемое в правой части (4.6) стремится 
n 

к нулю в L p(р). Следовательно, Y1 cnkrk(z) ^ f (z) в L p(p), и f G H+ (p, Z). Для 
k=1 

завершения доказательства остается заметить, что функция rk удовлетворяет 
k 

4.3. Полагая, что f G H+ (р), обозначим 

B(z) 1 Г f(Z)(1 — Z)np dZ 
fB (z) = f (z) — (1 — z)np 2ni JT B(Z) Z — z • 

fB 

каждую функцию f G H+ (p) можно представлять в виде 

f (z) = fB (z)+ B(z)f(z), f G H+ (p). 

Следовательно, H+ (p) = H+ (p,Z) ф BH+ (p). Аналогично, 

(4.8) H+ (p) = H+ (p, Zn) Փ BnH+ (p). 

Т е о р е м а 8. Для того, чтобы система функции {rk } ! = 1 из (4.1) была замкнута 
! 

в H+ (р) необходимо и достаточно, чтобы имело место условие Y1 (1 — \zk D = 
k=1 

. 
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Доказательство. Полагая, что ф G (Hp(р))* и fT f (t)rk(t)\dt\ = 0 k = 1, 2,..., 

покажем, что Փ(է) = 0. Если a > 0, то Փ(է) = Փ1(է) + Փշ(է), где ф1 G Hq(р*), 

ф2 G h. Далее, так как 

ք Փշ(է)ոՏէա =0, k = 1,2,..., 
T 

то те же равенства верны и для фь Это означает, что ф1(гк) = 0 (k = 1, 2,...). 

Так как ф1 G H p(D+) для некоторого p > 0, то ф1(г) = 0. В случае a < 0 

доказательство аналогично. 
4.4. Перейдем к свободной интерполяции в весовых пространствах Hp (р). 

Л е м м а 10. Пусть р(€) = ^—^р^^^де р1 (է) ֊ медленно меняющаяся функция 

в точке է = 1. Тогда при a — pnp < 0 функция j } J p одновременно удовлетворяет 

условиям (2.2) и (2-3). 

Доказательство. Из (2.1), следует, что функция р1(е г в)\в\~г почти монотонно воз-

растает в [—п, 0) и почти монотонно убывает в (0, п] для любого 5 > 0. Поэтому 

(ыру р) (в) < C ^ — ^ \ ^ щ = сру р(д). 

Следовательно, функция fip / p удовлетворяет условию (2.2). Аналогично, функ-

ция рр / р удовлетворяет условию (2.3). Кроме того, справедлива 

Т е о р е м а 9. Пусть последовательность Z = {zk}'^=1 удовлетворяет условию 

(1.1) и, как прежде, р(€) = \1 — ^"р^), где քյ1(է) ֊ медленно меняющаяся функ-

ция в точке է = 1. Тогда: 

а) Если a — pnp < 0, то для любой функции f G Hp (р) (p > 1) 

] Г \ f ( z k ) \ p \ 1 — Zk\ p n- \F p (zk ) \ p (1 — \z\2) < C\\f \ \ 4 p , 
k=1 

где C ֊ постоянная, не зависящая от f и 

1 f (~Հ i P / Л т + z dr 
™ = " * { շ ե T L N ( ^ O R - Z R 

D . 

b) Если a — pnp > 0 и последовательность {wk}&=1 такова, что 
ж 

\wk\ p\1 — Zk\ p nP\Fp(zk)\p(1 — \z\2) < X, 
k=1 

то существует f G Hp(р) такая, что f (zk) = wk, k = 1, 2 , . . . 

z 
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Доказательство. Так как (1 — z)np f (z) G H p(pp), то в силу (2.6) 

sup f \f(rt)\ p\1 — H\ p n pPp(t)\dt\ < С\\(1 — t) n pf(t)WLp(pp). 
0<r<1JT 

Далее, заметим, что (1 — z) n pf(z)Fp(z) G H+ (D+). Действительно, применяя 

неравенство Йенсена, получим 

\f (rt)\ p\1 — rt\ p np ^(Н^Щ 

< T\f (rt)\ p\1 — rt\ p nՀ T (pp(T ))1 / p - 1 ֊ \ d T \J\dt\. 
1 — г2  

\т — 

Так как (см. [15j) 

J T p 1 p / p ( T ) ֊ \ d T \ < Վ Ա f / p )  ( t ), 

С г 

T P P / P ( t ) •Г—Гц d \ < c p p / p ( t ) . 

Следовательно, 

I'\f (rt)\ p\1 — rt\ p np F D r d ^ 
JT 

< С f \f(rt)\ p\1 — rt\ p n ppp(t)\dt\ = СWfWLP(P), 
JT 

и (1 — z)np f (z)Fp(z) G H+ (D+). Если последовательность Z удовлетворяет усло-

вию (1.1), то ввиду (1.2) 
! 

J2\f (zk )p\1 — zk\ p np\Fp(zk)\ p(1 — խ!2) 
k=1 

< C | | ( 1 — z)np f (z)Fp(z)\\H p < С Wf WLP(P), 

что доказывает утверждение а). Пусть теперь последовательность {wk}!°=1 удо-

влетворяет условию теоремы. Тогда {wk(1 — zk) n pFp(zk^^^ G l p(Z), и в силу 

(1.2) существует f G H p(D+) такая, что 

f (zk) = Wk (1 — zk )np Fp(zk), k =1, 2,... 

Применив лемму 10, получим F(z) = (1 — z)_ n pf (z)(Fp(z))_ 1 G H+ (p) и F(zk) = 

Wk (k =1, 2,...). 

Л е м м а 11. Пусть p(t) = \1 — t\ ap 1 (t), где p1 ֊ медленно меняющаяся функ-

ция в точке t = 1 и a — pnp = 0. Если t = 1 не является точкой сгущения 

последовательности Z и выполнено условие (1.1), то H+ (Z) = l p(Z). 
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Доказательство. Пусть a — pnp < 0 и {wk}!= G l p(Z). Тогда {wk(1 — zk)np}j^=1 G 

l p(Z) и функция 

f  ( z ) = f w k ( 1 - ֊ ֊ t ) n p 

такова, что f G H+p(pp) и f (zk) = wk(1 — zk)Пр (см. [5]). Следовательно, (1 — 

z) - n p f (z) G Hp(p) и (1—zk)-Пр f (zk) = wk (k = 1, 2,...). Тем самым, при a—pnp < 

0 

Пусть теперь a — pnp > 0. Тогда ввиду утверждения b) теоремы 2.6 достаточно 

показать, что для любой функции f G H++ (р) 

(4.9) J2\f(zk)lp(1 — |z|2) <CWf\\ьр(Р), 
k=1 

где С ֊ постоянная, не зависящая от f . Так как (1 — z)f(z) G Hp(pp), то no 

формуле (4.6) 

( 1 —  z f < z> = — z k ) n p '  z \ z — ̂  fa) 
k=1 

Bn(z) f f(w)(1 — w) npBn(w) , 
(4.10) + - ֊ / - , — = — ^ ^ l M -2n Jt 1 — wz 

Пусть {wk} !=1 G lq(Z) и £ lwklq(1 — lzl2) < 1. Тогда 
k=1 

! 

g(z) = T,wk z _ B n B , ) G  H+(Pp) 
k=1 

( z —  zk ) Bn  ( z k ) 

и \\g\\Lp(pP) < С где C ֊ постоянная, не зависящая от {wk}!=1. Умножив обе 

стороны равенства (4.9) на g(t)B(t) и проинтегрировав, получим 

F (1 — t) npBMldtl = f (1 — zk) n p f  ( z k ) g ( z k ) (1 — l z k l 2 ) + F g(t)Fn(t)ldtl, 
JT Bn (t) Ք-Հ nnk JT 

- l dt l = > II У.1. I II l У.1. '  2 ՝՝ 
IT  Bn( t) ~  nnk JT 

F ( ) 2 [ f (w)(1 — w) npBn(w). 
Fn(z) = 2n — ldwl. 

T 1 — wz 

Далее, так как infNnk > 0 то в силу (2.4) l £ F(Zk)Wk(1 — lZkl2)l < С\\F\\LP(P), 
k=1 

где С ֊ постоянная, не зависящая от {wk}!=1. 

Т е о р е м а 10. Пусть последовательность Z = {zk}!°=1 удовлетворяет условию 

(1.1), p(t) = l1 — tl ap1(t), где p1(t) медленно меняющаяся функция в точке t = 1. 

t = 1 Z 
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{rk(z)}^°=1 ( 4 . 1 ) является безусловным базисом в Hp(р, Z), т.е. при любом f G 

Hp (р,Z) 
Ж 

f (z) = J2 Ck (f )rk(z), 
k=1 

где ряд сходится в Hp(р) и c k ( f ) = -1 fT f (t)&k(t)\dt\. 

Доказательство. Для любой функции f G Hp (р) положим 

Bn(z) 1 Г f(Z)(1 — Z)np dZ 
Fn(z) = 

F(z) = 

(1 — z)np 2ni Jt Bn(Z) Z — z ' 
B(z) 1 Г f(Z)(1 — Z Ո dZ 

(1 — z)np 2ni JT B(Z) Z — z' 

Так как f (r)(1 — r)np G L p(fip) и р G Aap, то \\Fn — F\\Lp{p) ^ ^ и n ^ x . Если 

f G Hp(р,Z), то \\Fn\Lp(p) ^ ^ и n ^ x. В силу же (4.6) 

(4.11) lim 
n ^Cnk rk (z) — f (z) 

k=1 Lp(p) 

Далее, ввиду (4.2) и (4.3) 

C k ( f ) = ^ ( 1 — \zk\ 2), Cnk(f) = W ^ W (1 — \zk\ 2), 
fn(z)Bn(Zk ) 

nk nk 

Խ = ± [ ւ ա ւ — ւ ւ B( VI dt. 
2ni JT t np+ 1(t — z) \t 

ш = ± г f  ( 1 / Հ Հ — t ) n p Bn( 1) dt 
J n y ' 2ni JT tnp+ 1(t — z)  n V t j 

и Bn(z) = B(z)/Bn(z). Тем самым, 
(4.12) Ck ( f ) — Cmk ( f ) = _  1 \Zkk n [f(Zk ) — Bm(Zk )fm (Zk)], k =1, 2,... 

nk(1 — zk) np 

Далее, учитывая (4.12) будем иметь 
n n 

՝^2Cnk  ( f  ) r k ( z ) — E  C k ( f  ) rk  ( z )  

k=1 k=1 

sup 
\\Я\\ЬЭ(Р*) T 

Lp(p) 

Y,(Cnk ( f ) — Ck (f ))rk (t)g(t)\dt\ 
k=1 

<J2\f(Zk) — Bn(Zk )fn (Zk)\\G(zk )\(1 — \zk\ 2) 
k=1 

1/p / n 

k=1  |  (  
k=1 

(  n ~ ~ ~ \ 1 / p / n \1/я 

< { J 2 \ f ( Z k ) — Bn(Zk) fn (Zk)\ p(1 — \zk\ 2)) J2\°(zk )\q (1 — \zk\ 2) , 
՝՝k=1 ' ^k=1 ' 
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1 I' g(t)t np dt G(z) = — 2ni JT (1 — t)np է — z' 
В силу лемм 7 и 11, 

՝ ^ 2 C n k ( f  ) rk  ( z )  — E  C k ( f  ) rk  ( z )  

k=1 k=1 

где C ֊ постоянная, не зависящая от n. Так как 

<C\\f — Bnfn\\LP(p), 
Lp(p) 

lim II/ — Bmfm\\Tp( =0, 
m^TO 11 ՝՝Lp(p) 

то, учитывая (4.11), заключаем, что 

lim 
n— 

= 0. 
Lp(p) 

՝^2Ck ( f  ) rk— f  

k=1 

A b s t r a c t . The paper considers the free interpolation problem in the Hardy 

weighted space Hp (р). It is assumed that the weight р has unique singularity of the 

order aonly at the point 1. Particularly, for a — p[(a + 1)p - 1 ] > 0 the corresponding 

free interpolation problem is stated and its solvability is proved. 
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