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А н н о т л ц и я . В этой обзорной статье даны концепция, предыстория и ре-
зультаты, лежащие в основе исследований в области теории в факторизации 
М. М. Джрбашяна и прилежащих задачах анализа. Кроме того, отмечены 
некоторые приложения и приведены результаты, определяющие и выявля-
ющие направления дальнейших, современных исследований. 

Авторы статьи благодарны Ф. А. Шамояну и А. О. Карапетяну за ценные 

замечания по кругу рассмотренных ими задач. 

1. К О Н Ц Е П Ц И Я И П Р Е Д Ы С Т О Р И Я 

1.1. Общая концепция. Если дробный интеграл от регулярной функции (ко-

торый "лучше" начальной функции) достаточно "хорош", чтоб иметь инте-

гральное представление с ядром Пуассона или Коши по мере ограниченной вари-

ации, то представление первоначальной функции может быть получено при-

менением обратного оператора, т.е. дробного дифференцирования. Представ-

ление, получающееся в результате будет несколько "хуже", ибо будет содер-

жать производную ядра. 

Обратное рассуждение настолько же естественно и ведет к представле-

ниям функции, дробная производная которой достаточно "хороша", чтобы до-

пускать интегральное представление. Тогда, применение обратного оператора, 

т.е. дробного интегрирования приводит к "хорошему" представлению с дроб-

ным интегралом ядра. Функция, представимая в некоторой области интегра-

лом, особенность ядра которого интегрируема, может обладать "хорошими" 

граничными свойствами. 
5 

mailto:armen_jerbashian@yahoo.com
mailto:vzakarian@comcast.net


6 А. М. Д Ж Р Б А Ш Я Н , В. С. ЗАХАРЯН 

Это, по существу, основная концепция теории весовых классов и пространств 

функций, ассоциированных с дробным интегро-дифференцированием. Она, на-

чиная с 1945 г., лежала в основе многих работ М. М. Джрбашяна, которые в 

конечном итоге привели к теории факторизации и граничных свойств классов 

N т и п а Неванлинны в \z\ < 1, построенной им и одним из авторов дан-

ной статьи [23, 34]. Классы Nмогут быть произвольно широки и содержать 

неванлинновский класс N (случай представлений с "плохими" ядрами), или со-

держаться в N и иметь "хорошие" граничные свойства (благодаря представле-

ниям с "хорошими" ядрами). 

1.2. Первоначальные результаты. Первоначальные, основополагающие ре-

зультаты М. М. Джрбашяна 1945г. (см. [15], а также подробную, дополненную 

версию [16] этой работы от 1948г.), были посвящены исследованию весовых клас-

сов и пространств, определенных условием ограниченности дробного интеграла 

от интегрального среднего или неванлинновской характеристики рассматривае-

мой голоморфной или мероморфной функции в \z\ < 1. То есть классов 

(1.1) I (1 - r) a - 1T(r,f )dr = sup I (1 - t) a - 1T(rt,f )dt< TO (a> 0), 
J 0 0 < r < U 0 

где T(r, f ) - неванлинновская характеристика роста, и их естественных подмно-

жеств - пространств 

4 a (a > о ) • ( ( (1 ֊ 1 С \ ) a - 1 \ f (Z)\ pda(C) 
J J\c\< 1 

{՛ 1 {՛ 2n 
(1.2) = sup / (1 - t) a - 1tdt \f (trem)\ p dti < 

0 < r < U 0 J 0 

где a(Z) - мера Лебега по площади круга и p > 1.  1  

Работами [15, 16] была заложена основа для дальнейшего построения теории 

факторизации в \z\ < 1. Главной целью этих работ было усиление результата Р. 

Неванлинны (см. [11], раздел 216) о плотности множеств нулей и полюсов меро-

морфных классов (1.1), т.е. утверждения, о том, что если мероморфная функция 

1 Отметим, что пространства Aа (в другом обозначении, ( а ) , или Hр(а)) очевидно явля-
ются естественными подмножествами в неванлинновском весовом классе (1.1), ровно настоль-
ко, насколько пространства Харди Hp в классе Неванлинны N. К р о м е того, отметим, что для 
целостности изложения здесь и в дальнейшем а часто заменено на а — 1. 
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f (z) удовлетворяет условию (1.1), то последовательности ее нулей {ak} и по-

люсов {bn}, пронумерованных с учетом кратностей, таковы, что 

(1.3) £ (1 -\ak\) 1 + a < и £ (1 -\bn\) 1 + a < +Ю. 
\ak | < 1 \Ъп\<1 

В [15, 16] получена каноническая факторизация неванлинновского весового клас-

са (1.1), содержащая некоторые произведения типа Бляшке и, в экспоненте, ин-

теграл от log \F(z)\ по поверхности круга. А именно, установлена 

Теорема 1. Если мероморфная в \z\ < 1 функция F(z) удовлетворяет условию 

(1.1) при каком-либо .значении а > 0, то условие плотности (1.3), имеющее 

место для нулей и полюсов функции F(z), обеспечивает сходимость в \z\ < 1 

произведений типа Бляшке вида 

(1.4) ^ (z, {Zm})= П exp \ - f ՚ . ( 1 ՜ է ] " ֊ 

m { յ \ Z m \ 2 i 1 - zm Հ 

где {Cm} = {ak} или {Cm} = {bn}. Каждый фактор произведения - голоморфная 

в \z\ < 1 функция с единственным, простым нулем в точке z = Qm. Кроме 

того, имеет место каноническая факторизация 

П/ ч  ka Л  na ( z,  { ak } ) 

СЛ z na(z,{bn}) 

(1.5) х expJ ^ ք ՝ Ր (1 - p ^ - J O ^ L ^ | тт I I ՝ J (Հ m^ — iti} 1 + a ՚ 

Լ  n J 0 J 0  ( 1  zP e > 
где Сл - первый ненулевой коэффициент разложения Лорана функции F(z) в 
окрестности начала координат и 1 1 

ka = e x p | 4 Аа Լ (1 - t 2) a - 1t log t d t j . 

Это усиление результата Р. Неванлинны побудилс многих математиков назы-

вать классы мероморфных функций (1.1), а также другие, подобные (1.1) клас-

сы, исследованные М. М. Джрбашяном в дальнейшем, классами Неванлинны -

Джрбашяна. 

Отметим, что значительно позже произведения (1.4) были переоткрыты М. 

Цудзи (см. [157], глава IV), для натуральных значений а = 1 , 2,... 

Позже, Ф. А. Шамояном [56] было доказано некоторое неравенство для про-

изведений па, переходящее в неравенство, доказанное Цудзи для этих произве-

дений в случае, когда а = 0,1, 2,... На основе этого, в [56] было установлено, что 
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условие (1.3) полностью характеризует плотность нулей и полюсов мероморфных 

функций из неванлинновского класса (1.1). Более того, в [56] было доказано, что 

замена параметра а на в > а в правой части факторизации (1.5) превращает эту 

факторизацию в представление, где все факторы принадлежат тому же классу 

(1.1). 

Кроме упомянутого усиления результата Р. Неванлинны, в работах [15, 16] М. 

М. Джрбашяна содержится анализ пространств Apa (а > 0, 1 < p < + ж ) го-

ломорфных в единичном круге функций, удовлетворяющих условию (1.2). Там 

были найдены сразу два канонических представления для общих, весовых бана-

ховых пространств Apa. А именно, была установлена 

Теорема 2. Если f (z) G Aa (а > 0, 1 < p < + ж ) , то в \z\ < 1 справедливы 

интегральные представления: 

( ^ f (z) = а j X ( 1 - ^ (1 1+a PW 

( 1 7 ) ТМ+2а Ր է (Л 2 \ a—i Re f (pe* 
( 1 . 7 ) =  - f  ( 0 ) + — l 1 - P) Ъ -i* )1+a P dPM-n J o J o (1 - zpe )1+ a  

Работа [16] содержит также исследование плотности нулей функций f (z) G 

Aa, что приводит к теоремам единственности в этих классах.2 Далее, найден 

изометрический оператор между A^a и пространством Харди H2 в \z\ < 1, кото-

рый вместе со своим обратным задается в явном, интегральном виде Далее, в 

пространствах A^a установлены теоремы о полноте систем рациональных функ-

ций и интерполяции . Затем исследованы обобщения известных пространств Фока 

- гильбертовых пространств целых функций, вводимых условием 

(1 .8) М2(а,а): / e—ap"p a—1\f (pe™)\ 2dpdti < ж, 0 < а, а < ж. 
o o 

А именно, установлено, что любая целая функция f (z) G М2(а,а) (0 < а, а < 

+ ж ) допускает интегральное представление 
֊ I f x р2п 

(1.9) f (z) = 2n J J e—ap ap a—1f (pet*)Ea^(zpe—i*)dpd^, \z\ < ж , 

где ядро - целая функция типа Миттаг-Леффлера 
~ a2n/a 

( 1 1 0 )  Eu,a ( z) = а а П С Г (1 + 2п/а)  z n, z < 1 , 3 

2Некоторые результаты о плотности нулей функций классов AO, даны также в гл. 4 [127]. 
3здесь мы придерживаемся обозначения, примененного в [16] от 1948г. 
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порядка а/2 и типа а. Установлено также, что функции классов М2(а,а) об-

ладают порядком < а и типом < а/2, что формулой (1.9) с подынтеграль-

ной функцией F(z) из лебегова пространства La,a, определенного только усло-

вием (1.8), без требования о голомофности, задается ортогональный проектор 

L^ а -—> էձշ(Ծ, а). Затем исследована плотность нулей функций классов էձշ(Ծ, а) 
и доказаны теорема единственности и теорема о полноте в М2(а,а) некоторых 

ортогональных систем целых функций. 

2. Т Е О Р И Я Ф А К Т О Р И З А Ц И И И Г Р А Н И Ч Н Ы Х С В О Й С Т В 

ФУНКЦИЙ М Е Р О М О Р Ф Н Ы Х В \z\ < 1 

Применение нового подхода с дробным интегро-дифференцированием привело 

(см. [17], гл. IX, а также [18, 19, 23, 32, 33]) к теории факторизации и гранич-

ных свойств классов N{ш} неванлинновского типа, которые зависят от функции-

параметра ш(х), заданной в [0,1). Объединение этих классов совпадает уже со 
множеством всех функций, мероморфных в \z\ < 1, что и побудило применять 

в обозначениях последнюю букву греческого алфавита ш. Эта теория в закон-

ченной и дополненной форме дана в книге М. М. Джрбашяна и В. С. Захаряна 

[34]. 

2.1. Классы N{ш}. Введем обозначения, необходимые для изложения основных 

результатов, относящихся к классам N{ш}. В этом и последующем пунктах, если 

не будет оговорено иное, то будем полагать, что функция ш(х) > 0 непрерывна 

в [0,1), ш(0) = 1, а также, что 

/ ш(x)dx < и |ш(х) — 1| < Kx, 0 < х < S, 
0 

при некоторых K > 0 и S G (0,1). Далее, отметим, что 

kk kk  

(2.1) (z) = £ — Տ"ա ( z ) = 2 ^ (z) — (0) = 1 + 2 £ — (z) = ձ ^ д—, ( z ) = 2 C ^ (z 
k=0  k k=1 

где 

(2.2) Ak = —I xk dш(x) = kf х^ш^х, k = 0,1, 2 , . . . 
0 0 

- введенные в [18] ядра типа Коши и Щварца, которые голоморфны в խ1 < 1 

благодаря соотношению 

lim У Д = 1, 
k — ^ ^ 
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следующему из свойств функции w(x). Причем, в случае w(x) = 1 эти функции 

переходят в обычные ядра Коши и Шварца 

1 1 + — 
(2.3) С(—) = 1 , S(z) = - + - , \z\ < 1, 

1 — — 1 — — 

а если ш(х) не убывает в [0,1), то Re Сш(—) > 0 и Re Տա(—) > 0 в \—\ < 1. Обобщен-

ный оператор Римана-Лиувилля формально определяется следующим образом: 

(2.4) նաո(—) = —щ\} — \ Լ ,P(t)= t Լ ^Xxldx, p(0) = 1. 

В случае w(x) = (1 — x) a этот оператор переходит в интегро-дифференцирование 

Римана-Лиувилля: 

Г\z\ 
Ьш и(—) \ — \ — t) a - 1u(te i  a r g  z )dt = Г(1 + a)\—\ - aD - au(—) 4  

ы(т) = (1-т) а J0 

Как нетрудно убедиться, применение оператора Լա к какой-либо функции f (—), 

голоморфной в окрестности начала координат, означает умножение коэффици-

ентов степенного ряда f (—) = ak— k на величины Дk, что не меняет радиус 
k=0 

сходимости, т.е. 
ж 

Լա f (—) = ak Дk— k. 
k=0 

При этом, если w(x) = 1, то оператор Լա - тождественный, а в общем случае 

этот оператор является взаимооднозначным соответствием в классе голо-

морфных в \ — \ < 1 функций. Применение же обратного оператора суть деление 

коэффициентов степенного ряда функции на величины Дk, что опять же не ме-

няет радиус сходимости5. В частности, оператор Լա переводит ядра Сш (—) и Տա (—) 

в обычные ядра Коши и Шварца (2.3). 

На основании сказанного следует теорема типа Герглотца-Рисса о представ-

лении класса голоморфных в \—\ < 1 функций f (—), для которых ԼաRe f (—) > 0 

в \—\ < 1, посредством интегралов с ядром Re Տա (—) и неотрицательных, ограни-

ченных мер на [0, 2п]. Другой основной предпосылкой для факторизации клас-

сов Nявляются новые ^-произведения, не совпадающие с (1.4) при w(x) = 

(1 — x) a и переходящее в обычные произведения, Бляшке при w(x) = 1. 

= а 

4Здесь и далее обозначение заменено на L ^ . 
5Отметим, что теоремой 8 работы [18] установлено, что если &(x) ^ (т.е. монотонно не убы-

вает на [0, 1)), то обратный к L ^ оператор - суть интегральный оператор, по природе близкий 
к операторам L ^ с u>(x) \ (т.е. монотонно невозрастающими на [0, 1)). 
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Теорема 3. 1°. При любом Z таком, что |Z| < 1, функция 

(2.5) A^ (z,Z) = ( l — ̂  exp { — 2П Su (ze - i*)Lu log 
1 — T 

dS 
О i - » J 0 

голоморфна в խ1 < 1, где имеет единственный, простой нуль в точке 

z = Z • При этом 

A (z,z) | < А ш (z,z) | Z — z |Z| 

ш = 1 1 — Zz Z 
Izl < 1, 

если w(x) .монотонно не убывает на [0,1). 

2°. При любом Z таком, что |Z| < 1, функция Լա log (z,Z)| непрерывно 

продолжается во всю комплексную плоскость, кроме луча {tZ : 1 < t < 

и Լա log (re 1®, Z)| € L(0, 2п) при любом r > 0. 

3°. Если {zk} - последовательность точек из z < 1, то произведение 

(2.6) Бш (z, {zk})=П Аш (z,zk) 
к 

сходится в |z| < 1 и представляет там голоморфную функцию с нулями 

{zk} в том и только том случае, когда 

(2.7) 
dx 

J 2 w ( x ) — < 

Отщеплением нулей {ak} и полюсов {bn} мероморфной в |z| < 1 функции 

F(z) в круге |z| < р < 1 посредством приведенных произведений и, далее, при-

менением интегрального представления с ядром Տա (z) для логарифма от модуля 

функции без нулей и полюсов в круге |z| < р устанавливается формула типа 

Пуассона-Иенсена. Затем, подстановка z = 0 приводит к формуле типа Иенсена-

Неванлинны, порождающей характеристики типа Неванлинны и соотношение 

равновесия между ними. А именно, характеристики 

1 С  2п 
т и (р, F) = т и (р, ж) = — J L log F(ре^)|]+ dS, 

1 г  2п 
тш (р, 1/F) = тш (р, 0) = — J L log F(ре^)|] dS, 

где, как обычно x+ = max{x, 0}, x = x+ — x -, и 

N р F) = £ " < t F > — " < ° F > „ ( է ) dt + n(0, F ) { ln р — K } , 

(р, 1/F )= f 
J о 

p n(t, 1/F) — " ( 0 , 1 / F ) f t \ , , 
V ' ' t - ) dt + " ( 0 , 1 / F ){ln р — Кш}, 

1 
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где n(t, F) - количество полюсов функции F(—) в замкнутом круге \—\ < t, 

Кш = / (1 — u(x))x - 1dx, 
0 

и 

Тш(р, F) = mu(р, F) + N ( р , F), Тш(р, 1/F) = шш(р, 1/F) + N ( р , 1/F). 

Соотношение же равновесия имеет вид 

Тш (р, F ) = log \сА\ + Тш (р, 1/F), 0 <р< 1, 

где с\ - первый ненулевой коэффициент разложения Лорана функции F (—) в 

окрестности начала координат. 

Условием ограниченности характеристики Тш вводятся классы N{и} меро-

морфных в |—| < 1 функций: 

NМ : sup Тш (р, F) < 
0<р<1 

При этом 

N{и} С N, если u(x) Հ՝ (монотонно неубывающая функция), 

N{и} D N, если u(x) \ (монотонно невозрастающая функция). 

Устремлением р ^ 1 — 0 в формуле типа Пуассона-Иенсена доказывается 

Теорема 4. 1°. Класс N{и} совпадает со множеством функций, допуска-

ющих в |—| < 1 представление 

( շ .8)  F(—) = f f c ^ I £ , 

где Im յ = 0, A - целое число, Вш (—, {ak}) и Вш (—, { 6 n } ) - сходящиеся 

произведения типа Бляшке, а ф($) - функция ограниченной вариации на 

[0, 2п]. 

2°. Если F (—) € N {и}, то имеет место аналог формулы обращения Стиль-

тьеса - почти для всех 0 < $ < 2п 

1 Г* 1 г 
ф($)= Иш — Լա l o g \ F ( r e i t ) \ d t . 

p^1-0 2n J 0 

Отметим, что в отличие от факторизации (1.5) класса (1.1), все множите-

ли факторизации (2.8) принадлежат классу N { и } . Следует отметить, чти при 
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w(x) \ любая функция класса N{ш} представима в виде частного от двух го-

ломорфных функций f 1,2(z) таких, что Լա log |f 1,2(z)| < 0 в |z| < 1, а Լա ста-

новится, тождественным оператором, если w(x) = 1. В этом смысле функции 

класса N{ш} естественно называть функциями ш-ограниченного вида. 

Далее, нетрудно видеть, что при дополнительных, не существенных ограни-

чениях на W1(x), соотношение 

обеспечивает разложимость Լաշ = Լաւ L(1-ty = L(1-ty Լաւ, и, тем самым, вло-

жение N{^1} С N{աշ} для любых, сколь угодно широких классов. 

Однако, предполагалось [25, 26], что путь к решению проблемы вложения 

классов N{ш} пролегает через решение некоторой проблемы моментов Хаусдор-

фа, разрешимость которой обеспечивает как разложение оператора Լաշ в произ-

ведение подобных ему операторов, так и вложение N{Ш1} С N{աշ}. По выдви-

нутой гипотезе [25, 26], эта проблема моментов должна была быть разрешимой, 

если отношение Ш1/Ш2 монотонно не убывает. Позднее, отмеченная гипотеза 

была подтверждена И. В. Островским [165] при более сильных предположениях 

относительно поведения функций Ш1 и աշ. Там же было доказано, что замена 

этих предположений неубыванием отношения Ш1/Ш2 может привести к противо-

речию. Однако, результат [165] приводит лишь к теореме о вложении классов 

N{ш}, содержащихся в неванлинновском классе N, т.е. к частичному решению 

задачи. Отметим, что к тому же кругу задач относится работа [88]. 

В заключение этого пункта отметим, что М. М. Джрбашяном [24, 20] уста-

новлены также результаты о факторизации аналогичных N{ш} классов целых 

мероморфных функций, исчерпывающих множество всех целых мероморфных 

функций (см. также [26], стр. 522-526). 

2.2. Некоторые тонкие свойства функций классов N{ш}. В этом пунк-

те изложены результаты совместных работ М. М. Джрбашяна, В. С. Захаряна 

[29, 30, 31, 32, 33], а также В. С. Захаряна и его учеников [44] - [52], которые 

подытожены и дополнены в книге [34]. 

A. Для изложения результатов, относящихся к граничным свойствам классов 

N{ш} С N напомним определение ш-емкости [34], превращающейся в хорошо 

известную а-емкость О. Фростмана в специальном случае, когда ш ^ ) = (1 — x) a  

0 < x < 1, e > 0, 
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( — 1 < а < 0). Полагая, что функция w(x) монотонно не убывает в [0,1), говорит-

ся, что борелево множество E С [0, 2п] обладает положительной ш-емкостью, 

если существует неотрицательная .мера բ E (т.е. сосредоточенная на E), 

для которой 

1 - , — ֊ 

В противном случае (т.е. когда интеграл (2.9) не ограничен при любом բ E) 

говорится, что E обладает нулевой ш-емкостью. 

Теорема 5. [34] Пусть функция w(x) монотонно не убывает на [0,1), и, тем 

самым, N М С N. 

1°. Если F(—) G N{ш}, то для всех .значений 0 < $ < 2п, кроме, быть 

может, множества нулевой ш-емкости, существует конечное угловое 

предельное значение F(e i^) = limz^ei$ F(—). 

2°. Если функция F(—) G N{ш} голоморфна в \ — \ < 1 и F(e i^) = 0 для $ из 

множества положительной ш-емкости, то F(—) = 0. 

Кроме этого результата, в книге [34] дан анализ других тонких свойств функ-

ций классов N{ш}, в том числе, в случае, когда w(x) = (1 — x) a. Для таких 

классов используется обозначение Na, а для соответствующих произведений ти-

па Бляшке - Ba(—, {—k}). Отметим, что теория классов Na в менее полной форме 

дана в гл. IX монографии [17]. 

B. Пусть, в дополнение к ограничениям пункта 2.1, функция w(x) Հ՝ такова, 

что для любых 0 < x' < x" < Д < 1 

где K = K(Д) - постоянная. Тогда, если последовательность комплексных чисел 

{—k}f° из {\ — \ < 1} такова, что 

(2.9) 

ш^') — u(x'')\ < K \x' — x''\, 

и для данного <ք G [0, 2п] 

(2.10) 

то 

lim նա log\ВШ { r e * , {—k}) | = 0. 
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При этом, соотношение (2.10) имеет место для всех <ք € [0, 2п] кроме, быть может, 

множества нулевой ш = 1 - емкости Фростмана. Более того, доказано, что (2.10) 

имеет место для всех <ք € [0, 2п], кроме, быть может, множества E С [0,2п] 

нулевой h-меры Хаусдорфа, для любой функции меры h(r) (т.е. непрерывной, 

вещественной, неубывающей и такой, что r - 2 h(r) не убывает при r ^ + 0 и 

h(0) = 0), подчиненной условию 

՞1 h(r) <՝1 

^к — r ^ d r < Sk = ш ( x ) d x . 
s k < 1 ՝ ' Տ հ ֊ r I z-к I 

C. Говорят, что голоморфная в круге |z| < 1 функция имеет конечное ради-
альное изменение в точке e l L p, если радиус круга с концом в e l L p этой функцией 

отображается на спрямляемую кривую. Ясно, что конечность радиального изме-

нения функции в данной точке обеспечивает существование конечного радиаль-

ного предела функции в точке e l L p. 

В [34] установлено, что если для последовательности {zk^ из {|z| < 1} 

( 1 — \z՝k | А 1+а 

k = { խ* — zk | J < 

при каких-либо а € ( — 1,0) и <ք € [0, 2п], то произведение Ba(z, {zk}) имеет ко-

нечное радиальное изменение в точке в г р. Если же последовательность {zk ^ из 

|z| < 1 удовлетворяет условию 

k=1 

(1 — |zk | ) 1 + а < 

с а € ( — 1, 0), то произведение Ba(z, {zk}) имеет конечное радиальное изменение 

всюду на [0, 2п] кроме, быть может, множества нулевой 1 + а-емкости Фростмана. 

Отметим также работы [83, 84], выявляющие несколько иные граничные свой-

ства как произведений Ва, так и других, родственных функций. 

D. В книге [34] исследовано также распределение значений в подклассах клас-

сов Na С N ( — 1 < а < 0), состоящих из голоморфных, ограниченных функций. 

Доказано, что распределение любых значений а, кроме, быть может, множества 

нулевой емкости, характеризуется условием плотности 

] Г ( 1 — Ы а ) | ) 1 + в < в > а , 
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множества а-точек {rn(a)} функции из рассматриваемого подкласса, которое 

сколь угодно близко к плотности 

^ ( 1 — \—k\)1+а < + ж 
k 

ее нулей {—k}. Далее, установлены двусторонние оценки для модуля произведе-

ния Ва(—, {—k}). 

E. Оценка тейлоровских коэффициентов 

\an\< e x p j C n 1 / 2 (1 + 0 ( 1 ) ) } , n ^ ж, C = const, 

установленная С. Н. Мергеляном (см. [140]) для голоморфных функций ограни-

ченного вида в \ — \ < 1, уточнена в [34] для голоморфных функций из классов Na 

( — 1 < а < 0). А именно, установлено, что если f (—) = к ak— k - голоморфная 

функция класса Na, то имеет место неулучшаемая оценка 

С а + 1 ՝| 
\an\ < exp < Can а+ 2 f , n ^ ж, Ca = const. 

F. Далее, в [34] исследованы вопросы единственности в классах Na ( — 1 < 

а < + ж ) . Пусть дуга L, соединяющая начало координат с точкой единичной 

окружности, является образом отрезка [0,1) при отображении круговой дугой и 

пусть она пересекается с любой концентрической окружностью |—| = const < 1 

лишь в одной точке. Далее, пусть 0 < X(r) < 1 - непрерывная невозрастающая в 

(0,1) функция, подчиненная условию 

Г 1  X(r) л dr < . 
J о 1 — r 

Тогда для любой функции f (—) G Na ( — 1 < а < + ж ) 

L Л(\—\)(1 — \—\)а log\f (—)\d\ — \ > —ж. 

Причем, это неравенство не улучшаемо в том смысле, что при Л(Г) = 1 оно 

может быть неверно. Если же интеграл расходится, то f(—) = 0. 

Отметим, что в случае а = 0 этот результат содержит в себе теорему, установ-

ленную А. Л. Шагиняном [146] для обычного произведения Бляшке. Однако, во 

избежание совпадения с предыдущими обозначениями, вместо Ш(Г), применен-

ного в [146] и [34], здесь мы пишем Л(Г). 
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2.3. Предыстория пространств Aa в |z| < 1. Повидимому, интенсивные ис-

следования таких пространств были начаты Л. Бибербахом [1] в 1914г. Как эта 

работа Бибербаха, так и последующие работы Т. Карлемана [2] (1922г.), С. Та-

кенака [6] (1925г.), С. Бергмана [8] (1929г.), М. В. Келдыша [12] (1941г.), а также 

многочисленные работы Дж. Л. Уолша (см. в [14]) и других авторов, были по-

священы аппроксимациям рациональными функциями в пространстве функций 

с производными из простейшего, гильбертова, не весового пространства A0 (см. 

[14], стр. 44, 150, 322, там же, довольно полную библиографию старых работ по 

этой тематике). Г. Г. Харди и Дж. Е. Литтлвуд [10] (1932г.) исследовали вопросы 

вложения пространств типа Aa, при частных значениях p и а , после применения 

оператора дробного интегрирования. 

Каноническое представление и проекционную теорему в простейшем, не ве-

совом, гильбертовом A0 доказал У. Виртингер [7] (1932г., см. также [14], стр. 

150). В работах же М. М. Джрбашяна [15, 16] (1945, 1948гг.) были найдены сра-

зу два канонических представления для общих, весовых банаховых пространств 

A pa ( — 1 < а < 1 < p < (см. формулы (1.6), (1.7) теоремы 2). Первое 

из них при а = 0, p = 2 совпадает с представлением Виртингера, а второе -

(1.7), где под интегралом - вещественная часть голоморфной функции, в конеч-

ном итоге привела к теореме 1 о канонической факторизации (1.5) класса (1.1) 

Р. Неванлинны. 

Наиболее содержательное объяснение терминам "пространства Бергмана" и 

"ядро Бергмана" применительно к Aa можно найти в [128] (стр. 2): .. Стефан 

Бергман [126] развил элегантную теорию гильбертовых пространств аналити-

ческих функций в плоских областях и в многомерном комплексном простран-

стве, существенно опирающуюся на воспроизводящее ядро, которое стало из-

вестно как керн-функция Бергмана. Работа Бергмана сфокусирована на про-

странствах аналитических функций, которые суммируемы с квадратом в дан-

ной области по плоской или объемной мере Лебега. Позже, когда внимание было 

направлено на пространства Ap в единичном круге, их было естественно на-

звать пространствами Бергмана". 

Действительно, воспроизводящими ядрами в не весовом, гильбертовом A0 за-

нимались Н. Ароншайн [123, 125] и С. Бергман [9, 124]. Однако, пространства 

Aa функций, голоморфных в |z| < 1 функций с их метрикой были введены и 

их каноническое представление с воспроизводящим ядром и теорема проекции 
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были доказаны весьма известными математиками, раньше работы С. Бергмана 

[9]. Поэтому мы избегаем применения терминов "пространство Бергмана", "ядро 

Бергмана", "метрика Бергмана", "проекция Бергмана" в отношении пространств 

Aa в \—\ < 1. 

Создание М. М. Джрбашяном основополагающего аналитического аппарата, 

открывшего дорогу к современному анализу пространств Aa, Aw, иных, род-

ственных пространств и факторизациям, побудило многих специалистов назы-

вать отмеченные пространства его именем, а класс (1.1) мероморфных функций 

- классом Неванлинны-Джрбашяна. 

3. П Р О И З В О Л Ь Н О Ш И Р О К И Е К Л А С С Ы Nw 

^ ֊ С У Б Г А Р М О Н И Ч Е С К И Х ФУНКЦИЙ 

Дальнейшее развитие методов исследования привело [87] к расширению ча-

сти теории факторизации М. М. Джрбашяна, относящейся к широким классам 

N{w} D N, на множество всех функций ^-субгармонических в \—\ < 1. На этом 

множестве результаты обрели новую интерпретацию. А именно, при некоторых 

естественных условиях на функцию w(x) оператор Lw (см. (2.4)), использован-

ный в определении [19] классов N{w} D N, можно записать в упрощенной форме 

Lw log\f (—)\ = — f log\f (t—)\dw(t), \—\ < 1. 
о 

Далее, как известно, функция u(—) называется ^-субгармонической в области G 
и v называется ее ассоциированной мерой, если u(—) = Ա1(—) — սշ(—) и v = V1 — 
где функции ս^շ(—) субгармоничны в G и обладают риссовскими мерами v ^ . 

При этом, полагают, что две ^-субгармонические функции ս(—) = Ա1(—) — սշ(—) 
и v(—) = V1 (—) — ՚օշ(—) равны, т.е. u(—) = v(—), если Ա1(—) + ՚օշ(—) = սշ(—) + V1(—) 

везде в G. 

Замена log\f(—)\ произвольной ^-субгармонической в \—\ < 1 функции ս(—) 
привела к следующему пониманию классов Nw ^-субгармонических в \ — \ < 1 
функций. 

Характеристика Tw вводится аналогично пункту 2.1, заменив log \F(—)\ ^-суб-

гармонической функцией ս(—), а n(t,F) и n(t, 1/F) - соответственно на 

n±(t) = J J dvT(C), 
\<\<t 
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где v±(Z) - положительная и отрицательная вариации знакопеременной риссов-

ской меры v(Z) функции u(z). Тогда оказывается, что неванлинновская характе-

ристика Т - это случай, когда ш(х) = 1 в Tu, и для ^-субгармонических функций 

(3.1) Тш (r, u) = T (т,Ьш u), 0 <r < +ж.6  

Установлена также сходимость потенциала типа Грина 

f f log A(z,Z)dv(Z), 
с < 1 с < 1 

составленного посредством функций (2.5), а также его представление, после при-

менения оператора Lu, обычным гриновским потенциалом: 

Z - z log 
I CI < 1 JJ I CI < 1 

где 

(3.2) Luff log A (z,Z)^v (Z)= f f log 
J J I с I < i JJ\c\<i 1 - Zz 

dvu(Z), |z| < 1, 

vu (E) = Luv(E) = - f w'(t)v(tE)dt 
Jo 

для любого борелева множества E , компактно содержащегося в |z| < 1. При 

этом, имеет место также эквивалентность условий 

/ / I w(x)dx I dv(Z) < 
J J I с I <1\J ICI J 

(1 - |ZDdvu(Z ) < 
I с I < 1 

обеспечивающих как сходимость рассматриваемых потенциалов, так и справед-

ливость формулы (3.2). На основе (3.1), условием 

Luu(z) е N 

вводятся классы Nu функций u(z) ^-субгармонических в |z| < 1. Причем, эти 

классы произвольно широки в том смысле, что любая ^-субгармоническая в 

|z| < 1 функция принадлежит классу Nu при надлежащем выборе функции-

параметра ш(х). Кроме того, формула (3.2) позволяет точно описать то подмно-

жество класса N, с которым с применение оператора Lu отождествляется класс 

Nu. 

Далее, к представлениям функций u(z) е Nu приводит рассуждение, основан-

ное на взаимооднозначности оператора Lu в классе субгармонических функций. 

6Отметим, что связь между характеристическими функциями Р. Неванлинны и М. М. Джр-
башяна была задачей, интересовавшей многих специалистов. 
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А именно, установлено, что неванлинновское представление функции Լաu(—) эк-

вивалентно представлению u(—) в виде суммы потенциала типа Грина и инте-

грала с ядром Re Տա(—), что в частном случае переходит в факторизацию (2.8), 

когда u(—) = log IF(—)I, где F(—) мероморфна в I —I < 1. 

4. ОЦЕНКА w-ЯДЕР 

Ниже приведены резулататы работы [89], посвященной оценкам ядер Сш (и, 

тем самым Տա = 2СШ — 1), что, как часто отмечал М. М. Джрбашян - одна 

из наиболее важных задач, связанных с его теорией факторизации. Позже, при 

решении задач представимости в многомерных, трубчатых областях, А. О. Кара-

петян [96, 97] построил некоторое ядро, которое в одномерном случае переходит 

в аналог ядра (2.1) в полуплоскости G+ = {— : Im — > 0}: 

(4.1) Сш (—) . t  e _ d  , — G G+ , 7  

•J о t J о e  a tw(a)do՝ 

где функция u(t), задана уже при 0 < t < и такова, что Сш (—) голоморф-

на в G+. Ранее предполагалось, что некоторые дополнительные ограничения 

на поведение функций u(x), заданных в (0,1) и (0, + ж ) , должны обеспечивать 

справедливость оценок 
M 

(4.2) С(—)I < 2 , — = x + iy G G+, 

M 
I(1 — — ( I — I 

с некоторымы постоянными M, которые "почти" обобщают представления 

1 

(4.3) С(—)I < м , I—I < 1, 

Сш (—) 
ш(х)=ха  (-i— ) 1+ a' 

е G+, 

Сш (—) ..  1 I—I < 1, 
j(x) = (1֊x)° (1 — — ̂ « ՚ 

имеющие место при любых a G ( — 1, < 
В [89] оценки (4.2) и (4.3) установлены единым методом, при ограничениях, 

предполагающих, что производная от w(x) в (0,1) (или (0, + ж ) ) убывает при 

x ^ 1 — 0 (или x ^ +0) не быстрее, чем (1 — x) a (или x a). Полученные оценки 

точны на положительном радиусе — = r G (0,1) и на мнимой полуоси — = iy 
(0 < y < +гс>). "Модельным" случаем для этих оценок является оценка ядра 

7 В целях удобства изложения, для этого ядра будем использовать то же обозначение, что 
для ядра в круге. 

— 
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(4.1) в полуплоскости, и оценки (4.2), (4.3) получены с помощью следующего 

аналога теоремы Абеля. 

Лемма 1. Пусть функция <ք(է) > 0 задана на (0, Тогда: 

1°. Если y>(t) /՝, но t~ ap(t) \ в (0, +гс>) при каком-либо а> 0, то 

(4.4) f + 0°e- t xV(t) dt х , 0 < x < +ж.8  

Jo  x  

2°. Если p(t) /՝, но (1 — e - t) - a^(t) \ при каком-либо a> 0, то при доста-

точно малом v > 0 

(4.5) / e ~ t v ф ) d[t] х ^ , 
J+o  v  

где [t] - целая часть числа t. 

3°. Если y>(t) \ в (0, но t sy>(t) /՝ или (1 — e - t)гy>(t) /՝ при каком-либо 

S e (0,1), то соответственно верны (4.4) или (4.5). 

В итоге, в [89] справедливость и точность оценок (4.2) и (4.3) подтверждена 

для функций w(x) из некоторых подклассов функций регулярного поведения 

[158], которые в частности содержат те w(x), для которых при любых наперед 

заданных a e ( — 1, и в > 0 

(4.6) k ' ( x ) | x (1 — x ) a log^ — — при x ^ 1 — 0, или 
1 — x 

(4.7) | ^ ' ( x ) | x x a log^ 1 при x ^ +0 . 
x 

Однако, справедливость оценок (4.2) и (4.3) опровергнута в случае экспоненци-

ально убывающих параметр-функций. В частности, в случае, когда 

w(t) = шр a(t) = [ e - p / aa ada, 0 <t < 
o 

где р > 0 и a - любые фисированные действительные числа, для ядра (4.1) в 

полуплоскости доказано, что 

{ 1 + y при a > —1, 
(1 + y ) 2 + a при a < —1, 0 <y< +ж. 
(1 + y)log (e + y) при a = —1, 

И если a > 0, то доказано, что при некоторой положительной постоянной M = 

Mp}a > 0 

С ( z ) | < M 2 + y( ) , z = x + iy e G+. 

8f (x) x g(x) означает, что частное f (x)/g(x) лежит между двумя положительными 
постоянными. 
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Для ядер же Си (—) в круге и параметр-функций вида 

ш(х) = шра(х) = -K J ехр | - Y ՜ ^ (1 - t) adt, 0 < x < 1, 

где 

к = ( I ! 4 ՜ ( 1 ՜ t ) a d t  

установлено, что при любом вещественном а и любом р > 0 

Си (r) X * ( „ , 0 < r < 1. (1 — r) 3I^'(r)I 

А если и а > 0, то при некоторой постоянной М = Мра > 0 

М 
С ( — ) < \ l — - l Ч ^ — m ш m , I — I < 1 

5. Р А С Ш И Р Е Н И Е РАННИХ Р Е З У Л Ь Т А Т О В 

М. М. Д Ж Р Б А Ш Я Н А 

Результаты работ М. М. Джрбашяна [15, 16] 1945 и 1948гг. относятся к клас-

сам и пространствам более простой структуры, чем описанные выше классы 

N{w}. Поэтому, несмотря на общность теории классов N{w}, именно резуль-

таты работ [15, 16] находят развитие и применения в многочисленных современ-

ных исследованиях (см., например, книги А. Е. Джрбашяна - Ф. А. Шамояна 

[61] и Хеденмальма-Коренблюма-Зу [127], содержащие многочисленные ссылки, 

см. также [82, 70, 71, 72, 62]). Известно также множество работ по исследованию 

операторов Теплица, Хенкеля и др. в пространствах ЛРа, которые имеют приложе-

ния в математической физике. Однако, современное развитие тематики привело 

к исследованию более тонких и сложных классов и пространств, зависящих не 

от а € (0, + ж ) а от функции-параметра ш. Поэтому, мы опустим работы, от-
носящиеся к пространствам Aa и нацелимся, в основном, на описание тонких 
результатов с весом ш. 

В работах Ф. А. Шамояна [59, 57, 70] были введены классы Np (0 < p < 
+ ж ) голоморфных и мероморфных в круге I—I < 1 функций f (—), для которых 

характеристика Неванлинны T(r, f ) удовлетворяет условию 

I ш(1 - r)T p(r, f )dr < +ж>, 
J 0 

где ա(է) предполагается неотрицательной функцией класса S на отрезке (1,0], 

т.е. измеримой и такой, что при некоторых положительных постоянных т и , Ми 
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и Գս е (0,1] 

(5.1) тш < ^ ^ < Mu, 0 < x < 1, Л е [qu, 1). 
ш(х) 

Очевидно, что при ա(է) = t a (а > —1) и p = 1 класс Npp совпадает с классом 

Неванлинны-Джрбашяна (1.1). 

Отметим, что в случае полуоси R + классы типа (5.1) впервые появились в 

теории вероятностей, а на отрезке подобные классы были введены Ф. А. Шамоя-

ном в работах [60, 70]. Нетрудно заметить, что классы весов вида y>(t) = ш(1 — է) 

(0 < է < 1), y>(t) « ^(2է) (է > 0), или весов, для которых существуют числа 

е,к > 0 такие, что ^(է)/(1 — է ) ] и <£>(է)/(1 — է)հ Լ при է ^ 1 — 0, содержатся в S , 

который, таким образом, шире чем классы, рассмотренные в работе [154] А. Л. 

Шилдса и Д. Л. Вильямса. 

Используя произведение (1.4) М. М. Джрбашяна, в работе [70] установлены 

следующие результаты: 

Теорема 6. Класс Npp (0 < p < совпадает со множеством голоморфных 

в \z\ < 1 функций, допускающих представление 

f (z) = cxz xnp (z, [zk}) exp{h(z)} , \z\ < 1, 

где c е C, Л > 0 - целое число, {zk} - последовательность чисел из \z\ < 1, 

удовлетворяющая условию 

/ n p(r)(1 — r)pw(1 — r)dr < 
0 

h(z) - гармоническая функция, удовлетворяющая условию 

Լ u(1 — r)^J \h (re™) | d^J dr < +x> 

и в > (аш + 2)/p, где ap - константа, зависящая только от ш. 

В случае ա(է) = է а обозначим Np = N p\p=ta. Тогда справедлива 

Теорема 7. Класс Np (а > —1, 1 < p < совпадает со множеством голо-

морфных в \z\ < 1 функций, допускающих в \z\ < 1 представление 

f (z) = c.z'ne {zk}) exp | — ք _ ձ ( Y ֊ ^ ) ՝ H e - Պ м } , 

где Ф (в՜ 1՜ 9) - функция класса О. В. Бесова Л^—0° на \z\ = 1 и {zk} - последова-

тельность чисел из \z\ < 1, удовлетворяющая условию 

•r) a + pn p(r) I՝ (1 — r ) a + p n p ( r ) d r < 
0 
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Ф. А. Шамояном и его аспиранткой Е. Н. Шубабко установлено [73], что для 

любых последовательностей {—k} из единичного круга, удовлетворяющих усло-

вию (7), другое произведение Ер(—, {—k}) М. М. Джрбашяна (см. (2.5), (2.6)) 

принадлежит классу Np тогда и только тогда, когда 

а + 1 а + 1 
< в < + 2, если 0 <p < 1 и 

p p 
а а + 1 

Ւ 1 < в < Ւ 2, если 1 <p < 
p p 

Результаты, относящиеся к классам мероморфных функций из Np, непосред-

ственно следуют из теорем 6 и 7. 

Отметим, что аналоги теорем 6 и 7 и соответствующих результатов [90] для по-

луплоскости установлены в работах аспирантки Ф. А. Шамояна И. С. Курсиной 

в [69]. 

Произведения па(—, {—k}) сыграли существенную роль при исследовании во-

просов факторизации и корневых множеств классов мероморфных в круге |—| < 1 

функций конечного порядка и нормального типа, то есть функций f(—), для ко-

торых 

С 
( 5 . 2 )  T ( r , f ) <  , р >  0. 

Очевидно, что при р = 0 этот класс совпадает с неванлинновским классом N. 

Отметим, что первые исследования таких классов функций конечного порядка 

содержатся в работах М. Цудзи, однако примененные им методы (см. [157]) не 

позволили получить характеристику корневых множеств функций класса (5.2). 

В работах [71, 72] установлена 

Теорема 8. Пусть 0 < а < в < а + 2. Тогда класс (5.2) совпадает со множе-

ством мероморфных в круге функций, допускающих представление 

= jY+mk —m  Ев  (  — ,  { ak  } )  

f  ( — ) " ՜ Ев (—,{bk}) 

х Ч ^ £ ( ( 1 - е ֊ < * — ) в + 1 - 0 ф ^ м } , I — и 1 

где {ak} и {ak} - последовательности из — < 1, для которых 

c 
n(r) < — —— ֊, 0 <r < 1, 

՚ ՜ (1 - r) a+1  
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Ер - произведение (2.5)-(2.6), m - целое число, Y - вещественная постоянная, 

kp = ^Li[n(n + в)]՜ 1, а функция, Ф (е г^) принадлежит классу Л1—^ и 

1 Г1 
Ф ( e M ) = lim — ֊ (r - t)p - 1 In I f ( e ^ ) I dt, -n<d < n. 

v ' r^1-0 Г(в) Jo ՜ 

Отметим, что при в > а + 2 утверждение этой теоремы не верно. 

Хорошо известено, что класс Неванлинны N не инвариантен относительно 

операторов интегрирования и дифференцирования. В работе же [67] выяснен во-

прос об инвариантности класса Npp относительно операторов. А именно, доказана 

Теорема 9. Для инвариантности классов Np (0 < p < + ж ) относительно 

оператора дифференцирования необходимо и достаточно, чтобы 

1 ^ 
j u(t) ^ln dt < +ю. , < 

t 

В [67] аналогичный результат получен также относительно оператора инте-

грирования. 

В работе [76] описываются главные части в разложении Лорана функций из 

классов Неванлинны-Джрбашяна. Получен следующий результат. 

Теорема 10. Пусть {—k} - равномерно отделенная последовательность из I—I < 
1  ,  т . е . I I 

—j  —k inf т т 
k>1 

j = 1 ,  j=k  
1 - —j —k 

Тогда для того, чтобы рациональная функция вида 

S > 0. 

ak,n + ak,n-1 + + ak,1 
+ 7 Г + . . . + (— - —k ) n (— - —k ) n - 1 (— - —k) 

была главной частью разложения Лорана мероморфной функции из класса Не-
ванлинны-Джрбашяна, необходимо и достаточно, чтобы 

£ ( 1 -1—kI г + 2 Ь + < + ж , i = 1,2,...,n. 

Нетрудно видеть, что с введением метрики 

P(f,g) = f f (1 - I С I)a ln (1 + I f (—) - g(—)I) dm2(—) 
J յխ<1 

класс Неванлинны-Джрбашяна превращается в f-алгебру, т.е. в векторное про-

странство с полной, инвариантной метрикой, в котором оператор умножения 

непрерывен. Как установили Дж. Г. Шапиро и А. Шилдс (см. [156]), в классе N 

Неванлинны невозможно ввести метрику, относительно которой этот класс был 
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бы топологическим векторныме пространством. В работе [111] установлено, что, 

в отличие от алгебры Неванлинны-Смирнова N +, в алгебре Np все замкнутые 

идеалы определяются своими нулями. 

5.1. Пространства Ap в \z\ < 1. Общие пространства Ap введены в [91] как 

множества тех голоморфных в \z\ < 1 функций f (z), для которых 

(5.3) \\f\\p,p = ^ < 1 \f(Z)\ pWp(Z)|} < + ж , 0 <p< ж, 

где d^p(pe 1՜) = -dw(p 2)d,'& и ա(է) G QA, т.е. функция ա(է) задана в [0,1] и такова, 

что: 
1 

(i) V ш < ж, ш(1-0) = ш(1), и в (0,1) существует последовательность непере-
0 
секающихся интервалов, сгущающаяся к 1, такая, что вариация функции 

(ii) A n = Д п ( ш ) = - [ tndw(t) = 0, n = 1, 2 , . . . , 
J o 

(iii) l i m i n f n \ A n \ > 1. 

Через Lp обозначено лебегово пространство, определенное (5.3), без условия о 

голоморфности. В следующих теоремах даны результаты [91]. 

Теорема 11. 1°. При любомp G (0, ж ) объединение | J A p совпадает со 

множеством всех функций, голоморфных в \z\ < 1. 

2°. При любых p G [1, ж ) и ш G QA класс Ap является банаховым про-

странством с нормой (5.3), причем Ap совпадает с Aа когда ш(х) = 

(1 - х ) а (0 < а < ж ) . 

Теорема 12. Если f (z) G Ap с какими-либо ш G QA и Р G [1, ж ) , то в \z\ < 1 

верны представления 

(5.4) f (z) = — Д < < 1 f (Z )Cp (zl)dpp (Z) 

(5.5) = - f (0) + ! / / {Re f (Z)} C p ( z Z W p ( Z ) , 
n J J | С | < 1 

где 
ж 

Cp(z) = £ z k/Ak (Ao = 1). 
k = 0 

Замечание 1. При ш(х) = ( 1 - x ) a (0 < а < ж) формулы (5.4) и (5.5) совпадают 

с представлениями (1.6) и (1.7). 
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В следующей теореме устанавлено парамертическое представление некоторых 

пространств Ap, объединение которых опять же совпадает со множеством всех 

функций, голоморфных в — < 1. Одновременно, в явном виде интегральных опе-

раторов заданы некоторая изометрия между такими Ap и пространством Харди 

H2, а также обратная изометрия. 

Теорема 13. Пусть функция ш G QA непрерывно дифференцируема в [0.1] и 

такова, что ш \ , ш(1) = ш(1 - 0) = 0 и ш(0) = 1. Далее, пусть функция ш(х) -

квадрат Вольтерра от ш(х), т.е. 
„ 1 

ш(х) = - J ш (Խ(Ծ), 0 < х < 1. 

Тогда ш G QA и пространство A- совпадает со множеством всех функций, 

представимых в — < 1 в виде 

1 Г 2^ 
(5.6) f (—) = ֊ y(e i')Cp(—e - i')d&, где у(e i') G L2[0, 2п]. 

2 n J о 

При этом, для любой функции f (—) G A- существует единственная функция 

уо(—) of H2, такая, что (5.6) справедливо с уo(e i'), и эта функция задается 

формулой 

(5.7) уо(—) = Lpf (—) = - I f (t—)Mt), I — I < 1. 
о 

Кроме того, | | уо | | я 2 = \\f \\շ,ս, и У - Уо -— H2 для любых y(e i') G L2[0, 2п], при 

которых верно (5.6). Далее, оператор Lp : A- ^ H2 изометричен, а формулой 

(5.6) задается обратная изометрия, т.е. (Lp) -1 : H2 ^ A- . 

Замечание 2. При ш(х) = (1 - х) а / 2 (а > 0) теорема 13, переходит, по суще-

ству, в объединение теорем IV и V [16]. Как отмечено в [16], в A2 представле-

ние (5.6) с уо вида (5.7) было получено М. В. Келдышем. 

Несколько иное представление по границе круга верно при 1 < p < 

Теорема 14. Пусть 1 < p < ш(х) G QA и У 1 ш = 1. Тогда: 

1°. Любая функция f (—) G Ap представима в виде 

(5.8) f (—) = 2П J Cp1 (—e - i')y(e i')dd, I — I < 1, 

где ш1(х) = ш(х2) и у(—) = Lpi f (—) G Hp. 

2°. \\Lpi || < 1 в Ap, и (5.8) представляет L— на множестве Lpi Ap. 
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Замечание 3. Утверждение теоремы 14 остается верным при замене Ш1(х) 

самой ш(х). При ш(х) = (1 - х) а параметрические представления Ap интегра-

лами по единичной окружности были установлены Ф. А. Шамояном [65] при 

p = 1 . Развитие методов [65] привело в [133] к аналогичным представлениям 

Aa с p > 1, которые устанавливают взаимооднозначное соответствие между 

Aa и определенными классами Бесова. 

5.2. Пространства Ap С Hp. В [91] введены в рассмотрение новые простран-

ства типа Дирихле, которые естественно снова обозначать через Ap. Эти про-

странства содержатся в пространстве Харди Hp, и их граничные свойства ана-

логичны N{ш} С N из [34]. 

Через Q a обозначим множество тех ш(х) которые непрерывны, не убывают в 

[0,1) и таковы, что f^ ш(x)dx = 1 и \ш(х) - 1\ < Кх (0 < х < S) при некоторых 

К > 0 и S G (0,1). Заметим, что в отличие от определения множества QA, это 

определение позволяет функции ш(х) G Q a стремиться к + ж при х ^ +0 . Вве-

дем новое пространство Ap (0 < p < + ж ) как множество тех голоморфных в 

\z\ < 1 функций f (z), для которых 

f '(z) G Ap, где ш(х) = ա(է) dt и ш(х) G Q A . 
x 

Отметим, что это определение корректно, поскольку оно обеспечивает вложение 

ш(х) G QA. Кроме того, очевидно, что новые Ap (1 < p < + ж , ш(х) G QA) -

банаховы пространства с нормой \\f \\pp = \\f'\\Ppp. 

Теорема 15. Если 1 < p < + ж и ш(х) G Q a , то Ap С Hp, и любая функция 

f (z) G Ap обладает конечными угловыми граничными значениями f (e i 9) во всех 

точках $ G [0,2п] кроме, быть может, множества, E С [0,2п] нулевой ш-

емкости (см. (2.9)). 

5.3. Проекторы и пространство, сопряженное Ap. Как оказывается, фор-

мула представления (5.4) задает вид ортогональной проекции Pp : Lp ^ Ap. При 

ш(х) = 1 - х (т.е. для L0 ^ A0) это утверждение доказано У. Виртингером [7] 

(см. также [14], стр. 105), а при ш(х) = (1 - х) а (т.е. для L?a ^ A2a) - М. М. Джр-

башяном [16]. Отметим, что если ш G Qa является невозрастающей функцией, 

то 
zn 

(5.9) en(z) = n = 0,1, 2 , . . . , 
n ' V / A H ՚ ՚ ՚ ՚ 
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- ортонормальная система в Ap. Причем, это базис в Ар, поскольку полино-

мы плотны в Ар. Кроме того, для любых функций f (z) = 0О=0 anzn и g(z) = 

ЕГ=0 bnZn из АР 
о о о о 

l i ,p = £ K l 2 ^ n ( ^ ) и а,д)р =  an»n^n\ 
=0 n = 0 

£ | a n | 2 A n ( w ) и (f,g)p = £ anbnAn(u), 

где ( f , g ) p - скалярное произведение, индуцированное из Lp. 

Теорема 16. [91] Если ш e QA - невозрастающая функция и \J0 ш = 1, то 

оператор 

(5.10) Ppf (z) = n j j f (Z)Cp(zZ)dp(Z), |z| < 1, f e L2p, 

является ортогональным проектором из Lp на Ap. 

С использованием оценки (4.3) ядра Cp (z) в [91] (теорема 3.2) доказано так-

же утверждение об ограниченном проектировании Lp на Ap, при условиях в 

некотором смысле аналогичных условиям подобной теоремы А. Л. Шилдса и Д. 

Л. Вильямса [154]. Далее, опять же с использованием оценки (4.3) ядра Cp (z) 

установлено, что также сам оператор (5.10) осуществляет проекцию Lpp ^ Ap 

(1 < p < для некоторых классов непрерывно дифференцируемых ш(х), 

которые, в частности, содержат такие ш(х), что 

(5.11) |ш'(х)| = M(1 ֊ х ) а log7 — a—, 0 < х < 1, 
1 ֊ х 

где 
1 

M = ( I ( 1 ֊ t ) a l o g 7 i V ) 

a, Y > 0 - любые вещественные числа и a > e 7 / ( a - e ) при некотором выборе 

вв. Далее, установлено, что при некоторых дополнительных ограничениях все 

непрерывные линейные функционалы на Ap задаются формулой 

1 
(5.12) ՓԱ) = (f,g)p = — у ^ f(Z) g(Z) d^p(Z), f e Ap, g e Ap, 

и (Ap)* = Ap, (1/p + 1/q = 1 ) в смысле изоморфизма пространств. Доказанные 

в [91] утверждения в частном случае содержат в себе результаты [61], а также 

теорему 1.10 из [127]. 

Отметим, что все отмеченные теоремы о проекции и сопряженном простран-

стве доказаны с применением тэста Шура. Этот метод впервые был применен У. 



30 А. М. Д Ж Р Б А Ш Я Н , В. С. ЗАХАРЯН 

Рудином и Ф. Форелли в [130] в не весовом пространстве голоморфных функций 

Ap в единичном шаре из C n . 

Замечание 4. Хорошо известно, что при 1 < p < оператор гармониче-

ского сопряжения действует ограниченно из гармонических пространств hp в 

голоморфные пространства Харди Hp. Как установил Ньюман, при p = 1 и 

p = не существует даже линейный, ограниченый оператор, отображаю-

щий h1 на H1. В работе же [58] посредством ядер М. М. Джрбашяна 

впервые был построен линейный, ограниченный оператор, отображающий про-

странство гармонических функций из La (0 < p < 1) на пространство голо-

морфных функций Apa. В дальнейшем, этот метод был развит А. Э. Джрба-

шяном и А. О. Карпетяном (см. [61]), а затем Ф. А. Шамояном и его учени-

ками для доказательства подобных теорем в других классах гармонических и 

n-гармонических функций (см. [68, 74, 77]). В работе [62] получено другое пред-

ставление линейных, непрерывных функционалов на пространствах Ap, при-

годное для всех 0 < p < (см. также [68, 74, 77]). В работе же [134] переот-

крыты частные случаи результатов из [62]. 

5.4. Весовые классы функций ^-субгармонических в I—I < 1. Как и в па-

раграфе 3, в [91] предполагается, что мера Рисса v ^-субгармонической в I—I < 1 

функции u(—) минимально разложена в жордановом смысле, т.е. v = v+ - v ՜ , 

(supp v+)p|(supp v ՜ ) = 0, где v± - положительная и отрицательная вариации 

меры v. Предполагается также, что 0 G supp v, т.е. dо = inf{]AI : A G supp v} > 0, 

и используется обобщение неванлинновской характеристки 

которое, вместе с соотношением равновесия u(0) + T(r, -u) = T(r, u) (0 < r < R) 

порождается аналогом формулы Иенсена-Неванлинны для ^-субгармонических 

в I — I < R < функций. Это обобщение получается подстановкой — = 0 в 

представлении Рисса функции u(—) в I — I < r < R (т.е. в разности риссовских 

представлений функций u и u2 в I—I < r). Далее, предполагается, что ш(х) G Qn, 

т.е. в дополнение к условию ш(х) G Qa предполагается, что ш(1) = ш(1 - 0) = 0. 

Это дает возможность записать функцию ш(х) в виде разности ее положительной 

Da(Z,—) а (1 - IZ I 2 ) " ՜ 1 

* (1 - I z I 2 ) a + 1 , 
IZI, I—I < 1, 
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и отрицательной вариаций, т.е. u(x) = u+(x ) — w-(x) (0 < x < 1), причем 
t՛ 1 1 1 1 

u±(x ) = / (du(t))±, \J ш = \j + U- = u+(x ) + ш-(x). 
x x x x 

Определив N°° как класс тех ^-субгармонических в խ1 < 1 функций u(z), для 

которых 

/ T(r,u)|du(r2)| < 
J0 

в [91] доказывается, что объединение N° этих классов совпадает со мно-

жеством всех функций ^-субгармонических в խ1 < 1, а подкласс N ° , состоя-

щий из функций вида u(z) = log If (z)|, где f (z) мероморфна в խ1 < 1, при 

u(x) = (1 — x) a (0 < a < совпадает с неванлинновским весовым классом 

(1.1). Кроме того, доказана 

Теорема 17. Пусть u(x) G Qn • Тогда: 

1°. При любом фиксированном С (|СI < 1) функция 

' z A ш (t) 

1С I » " Ш ~ 

голоморфна во всем круге IzI < 1, где имеет единственный, простой 

нуль в точке z = С • 

2°. При любой борелевой мере v > 0 ограниченной внутри9 IzI < 1 и такой, 

что 0 G supp v и 

Ьш(z, С) = exp j — Լ շ Сш d^ , IzI < ICI, 

Ц I f 2 U(t)Idt\ dv(C) < 
I с I <1 \J I с 1 2  

потенциал типа Грина 

J u (z)= ff log к (z,C )Idv (C) 
с < 1 

сходится и представляет субгармоническую в IzI < 1 функцию• 

Отметим, что в частном случае, когда u(x) = (1 — x) a (0 < a < функция 

bu(z,C) совпадает с фактором Бляшке-Джрбашяна (1.4). 

Теорема 18. Если u(z) G N° с u(x) G Qn, то мера Рисса v функции u(z) 

удовлетворяет условию 

(5.13) Ա< ք Լ I 2 Iu(t)Idt\ dv±(C) < 

9Справедливость условия "внутри" области означает, что оно справедливо в любом компакте 
внутри этой области. 
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ив I — I < 1 имеет место представление типа Рисса: 

(5.14) u(—) = —u(0) + J J log К (—,Z )Idv (Z) + 1JJ Re {С ш (—Z)} u(Z) (Z). + к 
\C\<1 I Ci < 1 

Отметим, что при u(x) = (1 — x) a (a > 0) и u(—) = log If (—)I, где f (—) меро-

морфна в I — I < 1, представление (5.14) переходит в каноноческую факторизацию 

(1.5) М. М. Джрбашяна, а условие (5.14) - в неванлинновское условие (1.3). 

5.5. Ортогональное разложение функций, субгармонических в I—I < 1. 

В этом пункте приведены результаты недавней работы [95], где установлено орто-

гональное разложение для субгармонических в I — I < 1 функций, принадлежащих 

произвольно широким, весовым лебеговым пространствам L2 в I — I < 1. 

Будем полагать, что u(x) G Qn2, т.е. функция u(x) непрерывно дифференци-

руема в [0,1), строго убывает и такова, что и(0) = 1, w(1) = и(1 — 0) = 0 и I^'(x)I 

не возрастает в [0,1). Далее, определим класс N^ как множество тех функций 

u(—) субгармонических в I —I < 1, которые принадлежат лебеговому пространству 
L i , т . е . 

(5.15) \\ս\\կ = Լ յյ^ \ < [u(—)] 2d^(—) < 

где (re 1՜ 6) = —d&dju(r 2). Тогда объединение классов N2 по всем u(x) G Qn2 

совпадает со множеством всех субгармонических в I — I < 1 функций. 

Не нарушая общности дальнейших рассуждений, можно полагать, что носи-

тель риссовской меры функции u(—) отделен от нуля, т.е. inf {IZI : Z G supp v } > 

do > 0. Далее, u(—) G Lp С Lp, и поэтому, в силу теоремы 18 мера v — v -

удовлетворяет условию (5.13) и имеет место представление 

(5.16) u(—) = Ju(—) + U(—), I—I < 1, 

где J ш (—) - сходящийся потенциал типа Грина из теоремы 17, а функция 

u(0) ՜ 
U (—) = ֊ 

к յ յ \ С I < 1 
<Z) — 2 

R e { C u (—Z)} (Z) 

гармонична в I—I < 1. 

Теорема 19. 1°. Оба слагаемых Ju (—) и U(—) в представлении (5.16) функции 

u(—) G N2 (и G Qn2) принадлежат N2 . 

2°. Оператор 

Quu(—) =  1  

՚ 'I С I < 1 

' (Z) u(0) u ( Z ) — 

2 Re { С ш (—Z)} (Z), I—I < 1 



СОВРЕМЕННОЕ РАЗВИТИЕ В ТЕОРИИ ФАКТОРИЗАЦИИ М. Д Ж Р Б А Ш Я Н А 33 

- единичный на множестве гармонических функций из N2 и переводит потен-

циалы типа Грина J p (z) G N շ в тождественный нуль. 

3°. Если U(z) - гармоническая функция класса Np, то в пространстве Lp 

функция U(z) — U(0) ортогональна любому потенциалу типа Грина G(z) G N 2 . 

Теорема 20. Если v(Z) - неотрицательная борелева мера в IZI < 1, удовлетво-

ряющая условию (5.16) с w(x) G Qn2, то потенциал типа Грина J p (z) с мерой 

v(Z) принадлежит N 2 тогда и только тогда, когда существует предел 

(5.17) WGWlz = plm_0 J J ( log К (z,Z)I, log К (z ,C)I) p p dv(Z)dv (C) < rc, 

I С I , I С I < 1 

где ^p(x) = ^(x)x[o,p](x), а X[o,p](x) - характеристическая функция отрезка 

[0,Р]. 

Ввиду теорем 19 и 20 класс N 2 совпадает со множеством всех тех субгармо-

нических в IzI < 1 функций u(z), которые представимы в виде (5.16), где U(z) -

гармоническая функция класса N 2 , а J p (z) - сходящийся потенциал типа Гри-

на с конечной Lp-нормой. При этом, вычисление подынтегрального скалярного 

произведения в (5.17) приводит к условию плотности меры dv(Z)dv(Z'), где учи-

тываются также аргументы Z и Z'. 

5.6. Пространства Ap (C) целых функций. Произвольно широкие простран-

ства Ap (C) (1 < p < целых функций F(z) вводятся в [91] условием 

(5.18) W F = { ± j է I F ( Z Ж I d ^ p ( Z < 

где предполагается, что d p p ( p e = — dw(p2)d$ и ш G т.е. w(x) - строго 

убывающая функция на всей положительной полуоси [0, такая, что ш(0) = 1 

и 

4-Ո, Д°М = — tndu(t) < +<х> 
o 

при любом n = 0,1, 2 . . . Через Lp (C) обозначаются соответствующие лебеговы 

пространства. 

В [91] доказывается, что пространство Ap (1 < p < с нормой (5.18) 

- банахово, а при p = 2 - гильбертово, при любом p G [1, объединение 

U p eo ° ° Ap (C) совпадает со множеством всех целых функций. Также, верна 
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Теорема 21. [91] Если F(—) G Al (C) с и G Q™, то имеют место представле-

ния 

(5.19) F(—) = 2 ֊ 1 Լ F(Z)C~(—C)d^ (Z) 

(5.20) = —F(0) +  1 ( ( {Re F(Z)}C™(—C)d^(Z), — G C, 
к J JC 

где C™(—) = ZZo —П/Ап(и) - ядро из [20]. 

Отметим, что, как и в случае круга, система (5.9), с заменой Ап(и) на А™(и) 

(и G Q™), является ортонормальным базисом в Al (C). Кроме того, справедлива 

следующая проекционная теорема. 

Теорема 22. При и G Q™ формулой 

(5.21) Pf (—) = 2к Լ f (Z)C™(—Z)dци(Z), — G C, f G Ll(C), 

задается ортогональная проекция пространства L (C) на A (C). 

Теорема 23. Пусть функция и G Q™ непрерывно дифференцируема и ограни-

чена в [0, + ж ) . Далее, пусть и ( + ж ) = 0, и'(x) < 0 и 
Г + ™ 

0 > / г - 1(и(г) > —ж. 
o 

Тогда функция 
f +™ ( x \ 

и(x) = — J ^ytjdw(t), 0 <x< 

принадлежит Q™, и пространство A - (C) совпадает со множеством функций, 

допускающих представление вида 

1 С2п  

(5.22) F(—) = ֊ y(e i 6)C™(—e - i 6)d^, — G C, y(ew) G L 2[0,2к]. 
2к o 

Для любого F(—) G A- (C) в пространстве И2 (I — I < 1) существует единствен-

ная функция yo(—) такая, что (5.22) верно с yo(e i 6), и эта функция задается 

формулой 
I' + ™ 

yo(—) = L^F(—) = — F(t—)dw(t), I—I < 1. 
o 

Кроме того, \\y>o\\#2 = \ \ F и у — yo — И2 для любой функции y(e i 6) G 

L 2[0,2к], с которой верно представление (5.22). Оператор же L™ является 

изометрией между A- (C) и И2 (I—I < 1), а интегралом (5.22) задается опера-

тор (L™) - 1 на И2. 
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Доказан также аналог теоремы 14 о представлении интегралом по единич-

ной окружности (см. [91], теорему 5.5). Отметим, что представление теоремы 23 

остается в силе и в случае, когда 

J(x) = -C0 e  1 x PxMp—1, 0 < x < +<x>, 

Co = — r x P ™ M P - 1 dx 
1 

с любыми > 0, несмотря на то, что условия теоремы 23 на J'(x), обес-

печивающие включение j ( x ) G ОД, не удовлетворяются. Именно, имеет место 

следующее усиление теоремы XIVi из [16]. 

Теорема 24. Гильбертово пространство целых функций таких, что 

( 1 Г Г ՝| 1 / 2 

(5.23) \\F|| = | շ ^ J d# J \F(re i*)\ 2e—2Y^r 2Mp—p / 2—1dA < 

где դ, p, բ > 0 - любые числа, совпадает со множеством всех функций, пред-

ставимых в виде 

(5.24) F(z) = Լ Ер (у 1 / pze—*, ^ z G C, 
0 

где у(e—i*) G L2[0, 2п] и Ep(z,p) = zk [Г (^ + k/p)] 1 - хорошо известная 

функция типа Миттаг-Леффлера. 

Для любого F(z) из пространства (5.23) существует единственная функция 

уо(z) G H 2(\z\ < 1), такая, что (5.24) верно с уo(e i*) и 

I' + 
(5.25) yo(z) = F(tz)e—YttMp—1dt, \z\ < 1. 

0 
F (tz)e t ՛ 1 ' 

0 

T 2 n n ոոտ֊ւձՀտ-ճՈ՜՚ւ /-£/» т т/ччп t ո ։ / r\( УО Ъ* \ /•— 7 ~ 2 Г Кроме того, \\уо\\я2 = \\F\\ и у — уо H для любой функции у(е ) G L [0, 2п], 

с которой верно (5.24). 

5.7. Биортогональные системы функций в Ар и Ap (C). Изометрии между 

H2 и пространствами А?, и A?,(C), данные в теоремах 13, 23 и 24, позволяют 

в явной форме перевести любое утверждение аддитивного характера, извест-

ное в пространстве Харди H2 (\z\ < 1), в аналогичное утверждение в Ар или 

Ар (C). В частности, в А? и A? (C) переходят результаты работ [21, 22, 79] по 

биортогональным системам функций в H2. Мы ограничимся теми утверждени-

ями, которые получаются в А? (C). При этом, будем рассматривать сравнительно 

простой случай последовательности {ajпопарно различных точек в \z\ < 1, 

0 
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удовлетворяющей условию Бляшке 
™ 

(5.26) յշ(1 — a I) < 
j = 1 

Полагая, что { a j } ™ равномерно отделена, т.е. 

a j — ak 
inf 
k>1 

j = 1 ,  j = k  

= S > 0 
1 — aj ak 

или, короче, { a j } f G А, введем в рассмотрение произеведение Бляшке с нулями 
™ 

B(—) = П I j. 
- 1-- 1- 1 — aj — a^ j=1 

Далее, полагая, что функции U(X) и U(X) такие, как в теоремах 23, или 24, через 

1 Г 2п 
T f ( f (—)) = 2к J f (eM)Cf(—eM)d#, I—I < 1, (Ti = ( L f ) - 1 ) 

обозначим изометрию И2 ^ A- (C) этих теорем. Тогда хорошо известное нера-

венство Шапиро-Шилдса [150] запишется в следующем виде. 

Предложение 1. Если {ak}™ G А, то существует постоянная C такая, что 

для любой функции F(—) G A - (C) 
™ 

J 2 ( 1 — a I2) L f F ( a j ) I 2 < C\\F\\-,2. 
j=1 

Утверждениям, в основном следующим из [22] предварим обозначения 

( ) 1 Q ( )  в(—) 
rk(—) = z и Qk (—) = . 

1 — ak — — — ak 
Тогда, целые функции Tf(rk(—)) = rf(—) и Tf(Qk(—)) = Qf(—) допускают 

представления 

™ n n ™ 
(5.27) rfi(—) = Cf(a ֊k—), Qfi(—) = lim V — и £ a.^ pm+1bn+m+1, 

p^ 1 - 0 n=o  А п ( и ) m=o 

где bn - коэффициенты разложения Тейлора B(—) = ^ f=o bn—n. 

Предложение 2. Если последовательность {ak}f не удовлетворяет условию 

Бляшке (5.26), то обе системы (5.27) полны в A- (C). 

Далее, через Xf {ak} обозначено множество тех функций F (—) G A- (C), 

для которых существуют ф(—) G И2, ф(0) = 0 такие, что граничные значения 

ф(—)/В(1/—) и LfF(—) совпадают почти всюду на I — I = 1. 
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Предложение 3. Функции (5.27) принадлежат A"p{ak}, и системы (5.27) 

биортогональны в А? (C), т.е. 

( " , f i ' p ) . = [ [ r'p(O^pOdM?(Z)40 е а Л М " = k ? J Jc 10 если v = k. 

Предложение 4. Если F(z) G А? (C), то F(z) G A"p{ak} тогда и только 

тогда, когда 
Г L'F (Z) dZ 

^ Т Т Г ^ = 0, z G C. 
J | с | = 1  B  ( Z) Z — z 

Предложение 5. Любая функция f (z) G А? (C) представима в виде ортого-

нальной суммы: f (z) = A(z ) + f2(z), \\f \\2 = \\f 1 \2 + \\f2W' 2, где f1(z) G A " { a f c } , 

f2(z) = T p ( B ( z ) g ( z ) ) G А? (C), g(z) = ֊ j L ' f ( Z ) dz eH2 
՝ I с I=1 B(Z) Z — z 

Предложение 6. Если {a.k^ G А и {wk^ - последовательность комплексных 

чисел, для которой 
՚ £ ( 1 — \ak\)\wk\2 < 

k = 1 

то существует единственная функция F(z) G A " p {ak} такая, что 

(5.28) L'F(ak) = wk, k = 1, 2 , . . . 

Функция F(z) представима в виде 
՚ 

F(z) = £ w k ( z ) , z G C, 
k = 1 

где ряд сходится в норме пространства А? (C) , и F(z) является решением ин-

терполяционной задачи (5.28) с минимальной нормой. 

Предложение 7. Каждая из систем 

{(1 — \ ak \ 2 ) 1 / 2 r "p ( z ) } ' и { (1 — \ a k \ 2 ) - 1 / 2 П " ( z ) } ' 

является безусловным базисом в A"p {ak} тогда и только тогда, когда {ak } " G 
А. 

Предложение 8. Если {ak^ G А, то любая функция F(z) G A"p{ak} пред-

ставима в виде 

F (z) = £  ck (F)r"p (z) = £ L"F (ak)Q'p (z), z G C, ck (F ) = (F, Ո " ) . , 
k = 1 k = 1 

где оба ряда сходятся в норме пространства А? (C). 

и 
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Отметим, что отмеченные биортогональные системы отличны от биортого-

нальных систем, исследованных А. Ф. Леонтьевым [162]. 

5.8. Унитарные операторы в Ap (C). В этом пункте изложен результат рабо-

ты [94] о полном описании унитарных операторов, действующих в произвольно 

широких гильбертовых пространствах Ap (C) целых функций. 

Теорема 25. Для любого унитарного оператора U, действующего в простран-

стве Ap (C) (и G ) существует функция K(—,Z), принадлежащая Ap (C) по 

переменным — и Z и удовлетворяющая условиям 

(5.29) K(—,Z)=K (է,—), —,Z G C, 

(5.30) С ш ( й 2 ) = J [ K(—,Zi)K(—,Zi)d^(—), Zi,Z2 G C. 

При помощи этого ядра равенства g = Uf и f = U - 1g ( f , g G Ap ) записываются 

в виде 

(5.31) g(—)=JJc f (ZKZ^d^(Z), — G C, 

(5.32) f (—) = J J c g(Z)K (—,Z )dци (Z), — G C. 

Обратно, если функция K(—,Z) принадлежит Ap (C) по переменным — и Z и 

условия (5.29) и (5.30) соблюдены, то формулы (5.31) и (5.32) соответственно 

представляют унитарный оператор U и обратный оператор U ՜ 1 в Ap (C). 

6. Д А Л Ь Н Е Й Ш И Е О Б О Б Щ Е Н И Я 

И А С С О Ц И И Р О В А Н Н Ы Е Р Е З У Л Ь Т А Т Ы 

6.1. Представления весовых классов голоморфных и гладких функций 
в многомерных областях. Отметим, что каноническое представление (1.6) об-

ладает естественными обобщениями в многомерных областях из Cn. В единичном 

шаре из C n формула близкая к обобщению (1.6) установлена в [129] (см. также 

[130]) в частном случае, когда а = 1. В общем же случае пространств A^, обоб-

щение формулы (1.6) в единичном шаре из C n установлено в [27]. Далее, в связи 

с теорией пространств Ap в \—\ < 1 первым соавтором данной статьи была по-

ставлена задача о распространении некоторых результатов работы [91] на сколь 

угодно широкие, весовые пространства голоморфных и гармонических функций 

в единичном шаре из C n , которая была решена установлением в [120, 121, 122] 
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аналогичных формул представления в сколь угодно широких весовых простран-

ствах голоморфных и гармонических функций в единичных шарах пространств 

C n и R n . Особо отметим работу [122], в которой введены наиболее общие про-

странства Ap в единичном шаре из C n и установлены аналоги основополагающих 

представлений (5.4) и (5.5) в этих пространствах. 

Дальнейшие обобщения этих весовых пространств и их интегральных пред-

ставлений для матричного диска рассмотрены в работах [149, 159, 38, 39, 104]. 

Определив классы непрерывно дифференцируемых в |—| < 1 функций f(—) 

условиями (1.2) и 

переходящего в (1.6) при голоморфности f (—), поскольку df (Z)/dZ = 0 и по-

следний интеграл исчезает. Отметим, что формула (6.1) была приведена без до-

в I—I < 1. Там же установлен аналог формулы (6.1) в единичном шаре и по-

лидиске из C n . При этом, результат [135] для шара следует из более ранней 

работы [160], где аналогичные формулы получены в строго псевдовыпуклых об-

ластях. В [116, 118, 119] в полидиске и шаре из C n установлены отличные от 

[135] d-интегральные формулы. Подобные весовые d-интегральные представле-

ния в матричном диске установлены в [107, 109]. 

В работе [28] установлены весовые d-интегральные представления гладких в 

I—I < 1 функций с весами I — IY(1 — I — Ip) adm(—). Эти представления обобщены на 

случаи единичного шара и полидиска в [102, 117]. 

В области представлений весовых классов голоморфных и гладких функций 

в C n имеются следующие результаты. В [42] были установлены интегральные 

представления с ядрами типа Миттаг-Леффлера для целых функций из весовых 

пространств, определяемых условием 

Ф. А. Шамоян [58] доказал справедливость представления 

(6.1) I—I < 1, 

казательства в работе Ф. Шарпантье [135] при сильном ограничении f (—) G С1  
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(1 < p < ж, y > —2n, p,a > 0). В этих классах рассмотрены вопросы распре-

деления нулей, существования базиса и установлены теоремы единственности. 

Отметим, что при p = 2, y = 0 аналогичные представления были получены в 

[164] для гладких в Cn функций. 

В [28] при n = 1 установлены аналоги представлений [42] для гладких функций 

в конечной комплексной плоскости C. Эти же представления обобщены на случай 

C n (n > 1) в работах [117, 103, 106]. 

В [110] построены воспроизводящие ядра для весовых пространств целых 

функций f (z) со смешанной нормой 

f ( I \f (x + iy)\ pdx) \y\ ae— a I y I P dy< 
J R " V J R " ) 

где 1 < p < 2, p > 1, ծ > 0, a > —n и s > 2/p. 

6.2. Другие, родственные результаты. Согласно классической теореме И. И. 

Привалова, если плотность интеграла типа Коши K ( f ) на единичной окружно-

сти принадлежит классу Lip a (0 < a < 1), то сам интеграл K ( f ) принадлежит 

классу Lip a в замкнутом круге. Аналог этой теоремы в шаре из C n изложен в 

[130]. Однако, как было установлено в работе [163], на единичном торе можно 

построить функцию f из Lip a (0 < a < 1) такую, чтобы K ( f ) не принадлежал 

тому же классу в замкнутом полидиске. Отсюда возникла задача обобщения на 

многомерный случай классов Lip a - так, чтобы обобщенные классы оставались 

инвариантными относительно интеграла типа Коши. Указанная задача была ре-

шена в работе Ф. А. Шамояна и А. В. Арутюнян [66]. 

В работе Ф. А. Шамояна [62] были введены следующие анизотропные про-

странства голоморфных в полидиске функций. Полагая, что J = ( j , J2,..., J n ) , 

где все j G S и введя А р(сЗ) как множество голоморфных в полидиске функций, 

принадлежащих классу L p ( \ J \dm2), где \J(z)\ = Пп=1 J ( 1 — \zj\) , а m-2n - 2n-

мерная мера Лебега в полидиске, в работе [62] получено полное описание линей-

ных непрерывных функционалов в пространствах А р(сЗ) при всех 0 < p < 

При этом, многомерные пространства А р ( а ) М. М. Джрбашяна получаются из 

А р(и1), если положить J j (t) = t a j , a = ( a 1 , . . . , a n ) , и они введены в работе [58], 

где решены также другие задачи комплексного анализа. При исследовании Ар(ш) 

в случае 0 < p < 1 естественным образом возникают обобщения ЛP классов Бло-

ха в полуплоскости. 
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Описание сопряженных пространств играет существенную роль при исследо-

вании теплицевых и ганкелевых операторов в пространствах A P(LU). Исследова-

ние теплицевых операторов в пространствах Ap проводилось в совместной работе 

Ф. А. Шамояна и А. В. Арутюнян [63]. Подробное доказательство этих результа-

тов приведено в кандидатской диссертации А. В. Арутюнян [111]. В дальнейшем 

Ф. А. Шамоян со своими аспирантами исследовал более общие анизотропные 

пространства голоморфных в шаре и в полидиске функций со смешенными нор-

мами, а также теплицевы операторы в указанных пространствах. В частности, в 

работе [78] были исследованы пространства типа Ap (а) в односвязных областях 

с квазиконформными границами. 

Воспользовавшись аналитическим аппаратом, созданным в [111, 66], А. В. Ар-

утюнян описала липшицевы классы с весом ш регулярного поведения, где иссле-

довала ограниченность оператора Теплица [112]. Кроме того, она установила, 

что операторы Теплица ограничены во всех пространствах Ap(w) (0 < p < ж) с 

весом ш регулярного поведения и, при различных ограничениях на ш, получила 

соответствующие условия, которым должен удовлетворять символ h оператора 

[66, 113]. В тех же работах [66, 113] дано описание всех символов h, при которых 

оператор Теплица Th ограничен в пространстве Ap(ш) (0 < p < ж). 

Описание пространств (A p(a))* (0 < p < 1) неразрывно связано с определен-

ными классами Блоха голоморфных функций, и переход к общим пространствам 

A p(ш) с весом ш регулярного поведения привел к введению новых, ш-весовых 

классов Блоха, аналогичных рассмотренным в полидиске [114]. Кроме того, в 

[114] вместе с описанием пространств, сопряженных Ap(ш) (0 <p < 1), исследо-

вана ограниченность и обратимость некоторых интегральных операторов. Далее, 

в [115] рассмотрены некоторые классы одномерных голоморфных функций с sup-

нормой, где найдены необходимые и достаточные условия для ограниченности 

оператора дифференцирования. 

7. ОБ А Н А Л И З Е Р Е Г У Л Я Р Н Ы Х ФУНКЦИЙ 

В К А Н О Н И Ч Е С К И Х О Б Л А С Т Я Х 

Все вышеприведенные результаты относятся к построению универсальной тео-

рии факторизации мероморфных или представлений ^-субгармонических функ-

ций, а также анализу произвольно широких пространств регулярных функций в 

круге и в конечной комплексной плоскости. 
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Рис . 1. Глобальная задача в круге. Единичный круг на сфере Римана. 

Далее, в статье будут приведены результаты, относящиеся к теории весовых 

классов и пространств функций голоморфных, мероморфных и ծ-субгармони-

ческих в полуплоскости. Результаты этой теории относятся уже к другим клас-

сическим задачам комплексного анализа, которые естественно рассматривать в 

полуплоскости. Для изъяснения сути всех таких резулататов, сформулируем че-

тыре классические задачи в круге, в комплексной плоскости и полуплоскости, а 

также новую, пятую задачу, исследованную в [86]. 

Сначала заметим, что как круг, так и полуплоскость являются полусфера-

ми на римановой сферической модели комплексной плоскости, а комплексная 

плоскость - всей сферой. 

I-я задача. Исследовать функцию при наличии условия, ограничивающего ее 

рост в окрестности бесконечно удаленной точки и независимого от направле-

ния приближения к ж, т.е. инвариантного относительно вращения вокруг на-

чала координат. Это - локальная задача, поскольку анализ функции основан на 

локальном ее росте вблизи точки ж . Классическим примером является общеиз-

вестная теорема Адамара о факторизации целых функций конечного порядка. 

К решению этой задачи относятся факторизации произвольно широких классов 

целых мероморфных функций, установленные в [20], а также приведенные выше 

теоремы 21, 22, 23, 24 и утверждения пункта 5.7. 
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О 

с о 

Р и с . 2. Локальная задача в полуплоскости. Верхняя полуплос-
кость на сфере Римана. 

II-я задача. Рост функции в единичном круге комплексной плоскости ограни-

чен условием, инвариантным относительно вращения вокруг начала координат. 

Классическим примером являются пространства Харди Hp (0 < p < + ж ) , опре-

деленные условием 

sup If(reM)Ipd$ < +ж 
0<T<lJo 

Другой пример - класс Неванлины N мероморфных функций ограниченного ви-

да в круге IzI < 1. Решению этой задачи посвящены также все приведенные выше 

результаты по весовым классам в IzI < 1. 

III-я задача. Рассматриваемые функции подразумеваются в некотором смыс-

ле регулярными вплоть до границы области, за исключением точки ж . Рост же 

функций ограничен только вблизи ж . Классическим примером являются усло-

вия 
[ + x u+(x) 

֊, 1 + x 

1 

՜dx < +ж, 

1 ր 
hminf — u+(Re i^)sin-&d-& < +ж 
R^+x, R J0 

Р. Неванлинны (см., напр., [90], гл. 7), при которых функция, субгармоническая 

в некоторой области, содержащей замкнутую полуплоскость Im z > 0 имеет в 
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Р и с . 3. Глобальная задача в полуплоскости. Верхняя полуплос-
кость на сфере Римана. 

Im z > 0 неотрицательную гармоническую мажоранту. Другим примером явля-

ется принцип Фрагмена-Линделефа, подразумевающий, что обе эти величины 

равны нулю. 

IV-ая задача. Рост функций ограничен некоторым условием, инвариантным 

при параллельном сдвиге полуплоскости относительно ее границы. Таким усло-

вием "выделяется" только точка ж , остальные же, конечные граничные точки 

рассматриваются равнозначно, т.е. граница области рассматривается как две 

точки - ж и совокупность остальных, конечных граничных точек. Это - ана-

лог глобальной задачи II в полуплоскости. Классическим примером являются 

пространства Харди 

/

+ ТО 

\f(x + iy)\ pdx < + ж - т о 

Другой пример - классы N и N m В. И. Крылова [143] - Е. Д. Соломенцева [144] 

субгармонических в Im z > 0 функций u(z) с ограниченной характеристикой 

Цудзи: 
ր + т о 

/

+ т о 

u+(x + iy)dx < + ж , - т о 

/

+ т о 

\u(x + iy) \ dx < + ж . - т о 

(7.1) N m 

y>oJ-с 

Различны также технические аппараты, свойственные случаям конечной ком-

плексной плоскости, кругу и полуплоскости. В частности, аналогом разложения 
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Тейлора голоморфной в круге функции в полуплоскости является преобразова-

ние Лапласа. 

V-ая задача. Рост функции предполагается ограниченным двумя условиями -

"глобальным" (инвариантным относительно сдвига) и локальным. Установлено 

[85, 86] (см. также [90], гл. 7), что субгармоническая в полуплоскости Im z > 
0 функция u(z) обладает там неотрицательной гармонической мажорантой 
тогда и только тогда, когда 

+ dx 
u+ (x -lim liminf u+ (x + iy) 

l—+x y—+0J_R R—+x y—+0 J _ R 1 + x2  

и, одновременно, 
1 Г u+(Rei#) 1 Ր 

liminf — u+(Re i^)sin -&d-& < +oo. 
R—+x R J0 R—+x R j0 

В результате установлены теоремы, которые в частности в себе содержат класси-

ческую факторизацию Неванлинны [5] в полуплоскости (см. также [147]), и, в до-

бавок, усиления теоремы единственности Неванлинны и теоремы типа Фрагмена-

Линделефа, принадлежащей Л. Альфорсу - М. Хейнсу [13], где общепринятое 

условие 

limsup u(z) < 0, —ж <t < + ж , 
z—>t, Im z>0 

заменено менее ограничительным, интегральным условием 

Гь 
liminf / u(x + iy)dx = 0, V[a,b] С (—ж, + ж ) . 

У—+ 0 Ja 

Развитый метод приводит также к новому, эквивалентному определению клас-
сических пространств Харди в полуплоскости, а также к теореме о некоторых 
весовых классах Hp в полуплоскости (см. [90], гл. 7). 

8. ФУНКЦИИ « ֊ О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Г О ВИДА В П О Л У П Л О С К О С Т И 

Основы теории мероморфных функций «-ограниченного вида в полуплоско-

сти заложены в ряде работ одного из авторов данной статьи и подытожены в его 

монографии [90], часть основных результатов которой описана ниже. Эта тео-

рия, как, по существу, все известные результаты в полуплоскости, относится к 

решению задач III, IV и V, сформулированных в §7. 

1. Рассуждением, основанным на аналогиях, введены зависящие от непрерывно-

го параметра a G ( — 1, + ж ) функции типа Бляшке для нижней полуплоскости 
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О 

о о 

Р и с . 4. Глобально-локальная задача. Верхняя полуплоскость на 
сфере Римана. 

G = {w : Im w < 0}, с факторами вида 

w - Z 
(8.1) ba(w,C)=exJ - Г ( \ ^ - \ t \ ) a d + 
( ) , I J-\n\[i(w - О - t]1+ a  w - Z 

(w, Z = Հ + in G G -). Функция ba(w, Z) ( - 1 < a < + ж ) оказалась единственной, 

удовлетворяющей всем надлежащим условиям. В частности, она голоморфна в 

G -, где имеет единственный нуль, притом первого порядка, только в точке Z G 

G -. Далее, необходимыми свойствами обладает функция W - а log \ba(w,Z)\, где 

W - а - оператор дробного интегро-дифференцирования Лиувилля: 

1 Г+ т о 

W - au(w) — —— a a - 1u(w - ia)da, 0 < a < + ж , 
r(a) Jo 

W 0u(w) — u(w), 
dP 

W au(w) — W - ( p - a )—u(u + iv), 0 < a < + ж , p - 1 < a < p. 
՝ ֊ > dvP ՜ 

Условие же сходимости произведения 

(8.2) Ba(w, {wk })=П ba(w,wk), {wk} С G -, -1 < a < + ж , 
к 

имеет вид 

(8.3) £ \ Im wk \ 1 + a < + ж . 

a 
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2. Решая задачи III и IV для более широких, чем классические, множеств го-

ломорфных в полуплоскости функций, с привлечением оператора Лиувилля по-

строена теория факторизации граничных свойств весовых классов голоморфных 

в полуплоскостим функций, зависящих от непрерывного параметра a ( — 1 < a < 
+ ж ) . При этом, локальную задачу III оказалось целесообразно рассматривать 

для функций, мероморфных в нижней полуплоскости, в несколько ином виде -

переместив существенно особую точку из бесконечно удаленной в начало коор-

динат. Затем инверсией, переводящей существенно особую точку в бесконечно 

удаленную, а оператор Лиувилля - в оператор типа Римана-Лиувилля, с криво-

линейным контуром интегрирования, полученные результаты переведены в верх-

нюю полуплоскость. 

Таким образом, для решения задач III и IV введены новые характеристики 

типа Неванлинны для угла и типа Цудзи (см. [147, 153]). Ограниченностью но-

вой характеристики типа Неванлинны были введены некоторые классы функций 

голоморфных в замкнутой полуплоскости, включающие функции любого конеч-

ного порядка в ж. Доказанные для этих классов факторизационные теоремы 

при a = 0, по существу, переходят в факторизацию Неванлинны [5]. В свою оче-

редь, ограниченностью новых характеристик типа Цудзи введены классы Na и 

Nm ( — 1 < « < +ж) голоморфных в полуплоскости функций, и при a = 0 факто-

ризационные теоремы, установленные для этих классов, по существу, переходят 

в теоремы В. И. Крылова для классов N и N m [143] (т.е. (7.1) с u(z) = log If (z)I, 
где f (z) голоморфна в нижней полуплоскости). 

3. Для установления аналога факторизации (1.5) весовых классов функций в 

круге, путем отображения и последующего предельного перехода получены за-

висящие от a G ( — 1, + ж ) семейства формул типа Б. Я. Левина и характеристик 

типа Цудзи. Затем, тем же путем получены канонические факторизации для 

классов типа В. И. Крылова - мероморфных в полуплоскости функций, харак-

теристики Цудзи которых могут иметь степенной рост. В полученных канониче-

ских факторизациях участвуют произведения типа Бляшке, введенные в [81] по 

аналогии с (8.1). Далее, получены своеобразные аналоги результатов Ф. А. Ша-

мояна [56] в круге. А именно, оценка типа Цудзи (см. [157], теорема V.25) для 

произведений типа Бляшке из [81], с применением которой установлены парамет-

рические представления рассмотренных классов мероморфных в полуплоскости 

функций. 
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4. Обобщена общеизвестная теорема Герглотца-Рисса о параметрическом пред-

ставлении класса R голоморфных в полуплоскости функций с неотрицатель-

ными вещественными частями. А именно, установлены параметрические пред-

ставления зависящих от a G ( - 1 , + ж ) классов голоморфных в полуплоскости 

функций, вещественные части которых сохраняют знак после применения опе-

ратора Лиувилля. Эти представления, в случае a = 0 переходят в результаты Р. 

Неванлинны [4] (см. также [145], гл. II и [142], гл. III]) и И. С. Каца [148] (см. 

также [152], дополнение I]) о подклассах функций из класса R, представимых 

интегралом Коши. 

5. Изучены граничные свойства мероморфных функций a-ограниченного вида 

из наиболее общих классов Na{G -} ( - 1 < a < + ж ) . т.е. функций, допускающих 

в полуплоскости G - представление вида 

ր ( )  B a ( w ,  { а т } ) , , 
F ( w ) гТТТ e x P { с о + c i w } Ba(w, {bn}) 

^ f Г ( 1 + a ) - i * ( 1 + a ) [ + T O dp(t) (8.4) x exp Հ — e  г  2 ( 1 + a ) 1 + + iC , ^ J-то (w - t ) 1 + a 

где со, C1 и C - вещественные числа (со = C1 = 0 при a > 0), а բ(է) - функция 

ограниченной вариации на любом конечном отрезке из ( - ж , + ж ) , подчиненная 

условию 
Г+ т о \dp(t) \ 

гтл < + ж (p - целое, p - 1 < a < p). 
J-то 1 + \ է \  1 + a - p ՜ 

В формуле (8.4) 

Ba(w, {am}) — J J ba(w,am) и Ba(w, {bn}) — J J ba(w,bn) 
m n 

- сходящиеся произведения типа Бляшке (8.1)-(8.2), составленные по нулям {am} 

С G - и полюсам {bn} С G - функции F(w), плотность которых подчинена усло-

вию вида (8.3). При этом, основные результаты являются своеобразными анало-

гами известной теоремы Фростмана о граничных свойствах произведения Бляш-

ке с "редкими" нулями. Установлена также теорема, относящаяся к граничным 

свойствам произведений типа Бляшке-Джрбашяна в круге, усиливающая резуль-

таты работ [32, 33] и, в качестве частного случая содержащая результат работы 

[80]. 

6. Установлены теоремы о равномерной аппроксимации с произвольной точ-

ностью в классах мероморфных функций a-ограниченного вида в полуплоско-

сти. Аппроксимация произведена посредством конечных произведений факторов 
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(8.1). Эти теоремы являются своеобразными аналогами результатов М. М. Джр-

башяна и Н. У. Аракеляна (см. [19], теоремы 5.12, 5.13) о равномерной аппрокси-

мации функций классов N в круге. Одна из установленных теорем является 

аналогом известной теоремы Шура о том, что любую голоморфную и ограни-

ченную в единичном круге (либо в полуплоскости) функцию можно равномерно 

аппроксимировать последовательностью произведений Бляшке. 

7. Решение задачи V привело, по существу, к полному описанию классов суб-

гармонических в G_ функций a-ограниченного вида, т.е. разностей субгармо-

нических функций, имеющих неотрицательные гармонические мажоранты в G_ 
после применения оператора Лиувилля. 

8. В работе [82] выявлены новые пути применения факторизаций функций a-

ограниченного вида в круге и в полуплоскости в спектральной теории линейных 

операторов. Следует отметить, что применение такого рода результатов пред-

ставляет особый интерес для специалистов по теории операторов. В частности, 

М. Г. Крейном впервые была высказана необходимость нахождения применений 

результатов М. М. Джрбашяна еще на Московском математическом конгрессе 

1966г. В дальнейшем М. С. Лифшицу [155] и его ученикам (Л. Меграбяну, До 

Конг Хану и другим) удалась реализация мероморфных функций классов Na 

в виде передаточных функций некоторых специальных линейных систем. Од-

нако, применения, найденные в [82] (см. также [90], гл. 9), относящися к S p -

возмущениям самосопряженных операторов, повидимому, более естественны. 

9. П Р О С Т Р А Н С Т В А Лрл В П О Л У П Л О С К О С Т И 

В свете изложенной в §2 теории факторизации в круге, возникла задача по-

строения подобной общей теории в полуплоскости, в основе которого лежал бы 

аналитический аппарат преобразования Фурье-Лапласа - взамен аппарата рядов 

Фурье-Тейлора теории классов N в круге. 

В этом параграфе излагаются результаты работ [92, 93], где нужный подход 

найден и положены основы теории наиболее общих пространств Ap ^ и классов 

типа Крылова, совокупность которых охватывает голоморфные в верхней полу-

плоскости G+ = {z : Im z > 0} функции с любым ростом в конечных точках 

вещественной оси. Отметим, что рассмотренные здесь пространства Ap 7 совпа-

дают с введенными и исследованными в [161, 131, 36] пространствами Ap в очень 

частном случае. 
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9.1. Определение пространств Ap Y. Для определения пространств Ap Y (0 < 

p < + ж , —ж < y < 2) в верхней полуплоскости в общем случае необходимо 

наложение неванлинновского условия роста вблизи ж , при котором функция 

оказалась бы "достаточно хорошей" в любой полуплоскости, лежащей выше ве-

щественной оси. А именно, пространства Ap Y (0 < p < + ж , —ж < Y < 2) 

введены как множества тех голоморфных в G+ функций f (z) f (z), которые при 

достаточно малых р > 0 удовлетворяют неванлинновскому условию 

(9.1) liminf - log+ \f(ReM)\ (sin  1  P ) ) d ֊& = 0 R^+ж R Jթ \ п — 2р J 

где в = arcsin -R = П — к, вместе с условием 

Л f  ( z )  
(9.2) If\\'„„„-, = IG\f(z)Г{d'+p(Zp < +ж, 

где dpp(x + iy) = dxdw(2y) и предполагается, что u(t) G ( — 1 < a < + ж ) , т.е. 

функция w(t) задана на полуоси [0, + ж ) и такова, что 

(i) u(t) Հ՝ в (0, + ж ) , w(0) = w(+0) и w(Sk) I на какой-то последовательности 

4 I 0, 
(ii) ա(է) х t1+ a при До < t < + ж и некотором числе До > 0. 

Через Lp ^ обозначается лебегово пространство, определенное только условием 

(9.2), без требования о голоморфности. 

Установлено, что Ap Y = (i + z) l / vAp о. Кроме того, при p =2 пространство 

Ap ^ - банахово, а при p = 2 - Гильбертово. Причем, если w(t) = t a (a > 0) и 

Y = 0, то Ap ^ совпадает с пространством Aa, введенным и исследованным в [161, 

131, 36]. В этом частном случае (9.2) обеспечивает выполнение неванлинновского 

условия (9.1), что в общем случае не верно. 

Отметим, что в общем случае при выполнении (9.2) неванлинновское условие 

(9.1) равносильно выполнению при достаточно малых р > 0 любого из следую-

щих трех условий: 

liminf 1 f  в \f (Re\ p (sin  n ( l&  —  вЛ  1 dd < +ж, 
R^+ж R J в у п — 2р J 

1 է՝П 

l i m i n f - log+ \ f (Re^ + ip) \sin tidti = 0, 
R^+ж RJо 

1 Ր 
lim inf — \ f (Re^ + ip) \p sin M-& < +ж. 
R^+ж R Jо 
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9.2. Канонические представления. Следующие две теоремы дают канониче-

ские представления функций классов Al Y с ядрами Cl (z) вида (4.1) в существен-

но различных случаях, когда носитель меры dw, ограничен (т.е. w(t) = const, 

0 < Д < t < + ж , и когда интеграл (9.2) берется по всей полуплоскости. 

Теорема 26. Пусть f (z) G Al Y ( G + ) при каких-либо .значениях 1 < p < + ж , 

- ж < դ < 1 и функции w(x) удовлетворяющей условию (i) и такой, что w(t) = 

и(Д) < + ж (Д < t < + ж ) при каком-либо Д > 0. Тогда 

где оба интеграла абсолютно и равномерно сходятся внутри G+. 

Теорема 27. Если f (z) G Al Y при каких-либо значениях 1 < p < + ж и -ж < 

Y < 1 - (1 + а)(р - 1), то 

где оба интеграла абсолютно и равномерно сходятся внутри G+. 

Отметим, что в случае w(t) = t a представления (9.3) впервые были установ-

лены в работе [36] методом специального отображения круга на полуплоскость 

с последующим предельным переходом. Далее, первое из представлений (9.3) с 

1 < p < 2 и w(t), подчиненной иным условиям, впервые было установлено А. О. 

Карапетяном [96, 97] в пространствах со смешанной нормой в трубчатых обла-

стях из C n 

9.3. Ортогональная проекция, теорема типа Пэли-Винера, сопряжен-
ное пространство. 

Теорема 28. Если w G -1 < а < 0 и w(0) = 0, то ортогональная проекция 

лебегова пространства Ll 0 на Al 0 задается формулой 

(9.3) 

Следующее утверждение - аналог теоремы Пэли-Винера. 
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Теорема 29. Если ш € —1 < а < 0 и ш(0) = 0, то пространство Ap 0 

совпадает с множеством функций, допускающих представление в виде 

(9.4) f (z) = — Г՞՞ e i t z t ^ L d t , z € G+, Փ(է) € L 2 (0 , + ж ) . 

V2n Jo y / l J t ) y > y ' 
При справедливости такого представления \\f\\А2 о = | |Փ^լշ(օ ,+՞) и 

1 i-+ТО Փ(է) = ~гТ=т e - tV fv (t)dw(2v), 
V 1" (t) Jo 

где 
1 r R  

f v ( t ) = l.i.m. e - i t uf(u + iv)du. 
R^+то у/2n J - R 

Отметим, что при абсолютно непрерывной мере dw эта теорема следует из 

некоторых общих результатов [96, 97], в пространствах со смешанной нормой 

в произвольных трубчатых областях из C " . 1 0 Отметим также, что если S -

множество всех функций w(x) (ш(0) = 0), принадлежащих Qa при каких-либо 
A 2 

pes  Аш ,o 

которые представимы в виде 

а € [— 1, 0), то объединение e s Ap o совпадает со множеством тех функций 

Ր + ՞ 
f (z) = e i t zV(t)dt, z € G+, 

Jo 
(z) 

o 

где e - e t ^ ( t ) € L 2(0, + ж ) хотя бы при каком-либо е > 0. Следующей же теоремой 

дается дополнительная информация об отмеченной выше функции Փ(է). 

Теорема 30. Пусть w(t) € при каком-либо а € [—1, 0), пусть ш(0) = 0 и 

пусть w(x) - квадрат Волтерра функции w(t), т.е. 

f  x  
w(x) = w(x — t)dw(t), 0 <x< 

o 

Тогда w(x) € ^ i + 2 a , w(0) = 0. Кроме того, (x) = lp(x) (0 < x < + ж ) , и 

пространство Ap o совпадает с множеством функций, представимых в G+ в 

виде 
1 [ 

(9.5) f (z) = — I y(t)C ш(z — t)dt, где у € L 2(—^, +ж). 
J - ՞ 

Для любого f (z) € A? o функция Lpf = yo - единственная из класса Харди H2  

по G+, с которой верна формула (9.5). Кроме того, ||y>o\\#2 = \\f \\л2֊ 0 и У — 

yo—H 2 для любого у € L 2(—m, с которой верна формула (9.5). Оператор 
Ր + ՞ 

Lpf (z) = f (z + ia)dw(a) 
o 

1 0 Б о л е е подробно о работах по этой тематике будет сказано в §11 данной статьи. 
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изометрично отображает A~ о ^ H2, а интегралом (9.5) дается обратный 
оператор^ p )  —1 в H2. 

Таким образом, при условиях теоремы 30 функция 2nlp является пре-

образованием Фурье от Lpf (t). Кроме того, изометрия в явном виде (9.5) с 
уо (z) G H2 дает возможность перевести любой результат аддитивного ха-
рактера, известный в классе Харди в полуплоскости, в аналогичный резуль-
тат в A ֊ . В частности, это верно для аппроксимаций в H2 рациональными 
функциями, чьими образами в AW являются ядра Cp (z) для полуполоскости. 

При p = 2, с применением оценки (4.2) ядра Cp (z) для некоторого класса 

функций ш регулярного поведения доказаны проекционные теоремы, которые 

содержат результат, известный в Aa. На основе этих теорем доказано, что со-

пряженное пространство Ap идентифицируется посредством изоморфизма с Ap 

(1/p + 1/q = 1) в частности для функций ш, для которых 

Ր1 
\ш'(х)\ = M—1(1 — x) a l o g 1 - ^ , M = (1 — t) a log1 —^—dt, 

1 — x о 1 — t 

где a,Y > 0 любые числа, а a > eY / ( a—e ) при некотором выборе р. 

10. К Л А С С Ы ТИПА НЕВАНЛИННЫ-

Д Ж Р Б А Ш Я Н А В П О Л У П Л О С К О С Т И 

Полагая, что функция U(z) ծ-субгармонична в полуплоскости G+ и ее ас-

социированная мера v разложена в разность неотрицательных Борелевых мер 

v = v+ — v— с непересекающимися носителями, рассмотрим характеристику Цуд-

зи 
1 ր+ж ր+ж 

L(y, U) =— U +(х + iy)dx + n+(t)dt, 0 <y< + ж , 
2 п J J y 

где 

n+(t)= f f dv— (Z), G+ = {Z : Im Z>t}. 
J J G+ 

Определив L(y, —U) тем же способом, посредством U— и v+ отметим, что в об-

щем случае величины L(y, U) и L(y, —U) могут быть бесконечными. Однако, при 

некоторых условиях они ограничены и связаны формулой Б. Я. Левина 

L(y,U) = L(y, —U), 0 <y< +ж, 

являющейся аналогом равновесия между Неванлинновскими характеристиками, 

но эти условия весьма ограничительны. Тем самым, целесобразно весовые классы 

определять условием роста, налагаемым на обе характеристики одновременно. 
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Через Qа ( — 1 < а < + ж ) обозначим класс функций ш(х), ш(0) = 0, непрерыв-

ных, строго убывающих в [0, + ж ) , непрерывно дифференцируемых в (0, + ж ) 

и таковых, что ш'(х) х x a (А < x < + ж ) при любом А > 0. Класс 

(ш(x) G Qа, —1 < а < + ж ) определим как множество функций U(z), которые 

ծ-субгармоничны в G+ и удовлетворяют условию 

ւ՛ 
/ [L(y,U) + L(y, —U)] dw(2y) < 

•Jo 

Следующая теорема устанавливает каноническое представление ծ-субгармони-

ческого класса . 

Теорема 31. Если ш(х) G Qа ( — 1 < а < то: 

1°. Функция 
( Г 2 I m С ՝ | 

ЪР(z,Z) = exp j — J Cp(z — Z + it)u(t)dt>, Im z > Im Z, 

голоморфна во всей полуплоскости G+, где имеет единственный, про-
стой нуль в точке z = Z • 

2°. Для любой функции U(z) G 

Ц | U (z) | ժ,թա (z) < ж и Ц ( / u(t)dt) dv±(Z) < ж, 
J J G + J J G + \ Jo J 

кроме того, для любого р > 0 

Im Z dv±(Z) < 

3°. Потенциалы типа Грина 
G + 

P(± )(z) = J J log |Ъи(z ,Z)Idv±(Z), 

составленные по положительной и отрицательной вариациям ассоци-
ированной меры функции U(z) сходятся в G+, где 

U (z) = J J log 1ЪШ (z,Z )Idv(Z) + 1JJ U (w)Re {Cp (z — w)}d^ (w). 
G+ G+ 

11. П Р О С Т Р А Н С Т В А ТИПА Ap В М Н О Г О М Е Р Н Ы Х О Б Л А С Т Я Х 

ТИПА П О Л У П Л О С К О С Т И 

Как известно, С. Бохнер [139] установил многомерный аналог теоремы Пэли-

Винера для пространств Харди H2 в радиальных трубчатых областях из C n . 
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Позже С. Г. Гиндикин [151] распространил результат Бохнера на случай обла-

стей Зигеля второго рода, которые гораздо более общие по сравнению с ради-

альными трубчатыми областями. Более того, в §5 работы [151] была поставлена 

и решена задача несколько иного рода: получить интегральные представления 
типа Пэли-Винера для функций голоморфных в областях Зигеля второго рода и 
суммируемых с квадратом по этим областям. На основе этих представлений в 

явной форме были получены воспроизводящие ядра для соответствующих клас-

сов Ao. Позже, в работе [161] аналогичные результаты в областях Зигеля второго 

рода были получены для классов типа A^. 

Полагая, что B - область в R n и p, s > 0 - любые числа, через Hp Y (TB ) обо-

значим множество всех функций f (z) = f (x + iy) голоморфных в трубчатой 

области 

где Y(y) > 0 вообще говоря, произвольная непрерывная функция в B . Оказыва-

ется, что при 1 < p < 2 и определенных ограничениях на s для этих пространств 

имеют место теоремы типа Пэли-Винера. Невесовой случай Y(y) = 1 рассматри-

вался во множестве работ, из которых отметим [132, 35, 166]. 

В весовом же случае Y(y) = 1, когда B - острый, выпуклый конус, теоремы 

типа Пэли-Винера были установлены в [98, 99, 100, 101]. Там же, на основе этих 

теорем были построены воспроизводящие ядра Ф и получено представление 

д л я ф у н к ц и й  f €  НР,7 (TB ). 
Все отмеченные в этом параграфе результаты основаны на аппарате преоб-

разования Фурье, который порождает ограничение 1 < p < 2. Однако, как уже 

отмечалось, в [36] канонические представления пространств AP в полуплоско-

сти были получены с любым 1 < p < путем отображения с последующим 

предельным переходом. Применение такого метода перехода от ограниченных 

областей к неограниченным оказалось эффективным и в многомерном случае. 

В работах [37, 43] аналоги результатов [36] были получены в области Зигеля 

Q n , являющейся неограниченной реализацией единичного шара Bn. В [108] для 

TB = {z = x + iy € C n : x € R n , y € B} 

и удовлетворяющих условию 

f ( w ^ ( z , W)Y(V) du dv, z € TB (W = u + iv) 
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функций класса C 1 (O n ) были установлены 9-весовые интегральные представле-

ния. Далее, в [40, 41, 105] были получены дальнейшие аналоги результатов [36] -

уже в матричных областях Зигеля. 

Abstract. This survey gives the concept, the historical background and the 

results which lay ground for the investigations in the field of M. M. Djrbashian 

factorization theory and related problems of analysis. It gives some applications and 

results which reveal the fields of further, contemporary investigations. 
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