
Известия HAH Армении. Математика, том 44, и. 5, 2009, стр. 19-26. 

Т Е О Р Е М Ы И С П Р А В Л Е Н И Я И П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Я Д Л Я 
Ф У Н К Ц И Й С Ч Е Т Н О Г О М Н О Ж Е С Т В А П Е Р Е М Е Н Н Ы Х 

Н. Н. ХОЛТДЕВНИКОВА 

Московский государственный технологический университет "Станкин", Россия 1  

E-mail: kholshchevnikova@gmail.com 

А Н Н О Т А Ц И Я . В работе для функций счетного множества переменных полу-
чены аналоги известных теорем об исправлении и представлении функций 
одного и нескольких переменных. 

Рассмотрим функции счетного множества переменных, определенные на бес-

конечномерном торе T՝TO, являющемся декартовым произведением счетного мно-

жества одномерных торов T = R/Z : 

TTO = {x = (x1, ...,xn,...):0 < xn < 1,n e N}. 

Бесконечномерный тор TTO, снабженный тихоновской топологией, является мет-

ризуемым компактным пространством. На торе T՝TO определяется мера Лебега, 

как на пространстве-произведении пространств T с одномерной мерой Лебега. 

Таким образом, на торе T՝TO можно рассматривать пространства непрерывных 

функций, измеримых функций, функций из L p(T), p > 1, и другие. 

Следующая система функций, определенных на TTO, называется системой Йес-

сена или счтно-кратной тригонометрической системой 
p  

em ,...,np (x) = n  e 2 7 r i n r  X r, p e N, nr e Z, x = ( x i , . . . , x p , . . . ) e TTO. 
r=1 

Систематическое исследование этой системы проведено Б. Йессеном [1] в 1934. 

Система Йессена является полной ортонормированной системой на TTO. Мы бу-

дем рассматривать ряды по системе Йессена. Напомним результаты для функ-

ций одного и нескольких переменных, аналоги которых мы хотим получить в 

счетно-кратном случае. В 1942 Д. Е. Меньшов ([2], см.[3], п.12) доказал следую-

щую знаменитую теорему об исправлении. 
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Теорема А (Д. Е . М е н ь ш о в [2]) Для любой измеримой функции f (x), конеч-
ной почт,и всюду на сегменте [—п,п], и для любого положительного Ծ МОЖНО 

определить периодическую с периодом 2п функцию G(x) и измеримое множе-
ство Q, обладающие свойствами: 

1. mes Q > 2п — Ծ, Q С [—п, п]. 

2. G(x) = f (x), x e Q. 

3. Ряд Фурье функции G(x) равномерно сходится на R. 

В дальнейшем, тематика, связанная с этой теоремой, развивалась, изучались но-

вые системы функций, рассматривались функции нескольких переменных, зна-

чительно упростилось доказательство самой теоремы (Р. И. Овсепян, Ф. Г. Ар-

утюнян, С. В. Хрущев, А. М. Олевский, С. В. Кисляков, Б. С. Кашин. Подробно 

см. [4] или обзор А. А. Талаляна и Р. И. Овсепяна в [3]. Отметим также недавние 

результаты М. Г. Григоряна и А. А. Саргсяна). 

В 1941 Д. Е. Меньшов [5] (см. также [3], п. 11) решил проблему, поставленную 

f 
f 

В 1988 С. В. Конягин [6] доказал, что тригонометрический ряд не может схо-

диться к на множестве положительной меры. Таким образом, условие ко-

f 

А. А. Талалян получил много важных результатов в теории представления 

функций. Приведем один из них. 

Теорема В (А. А. Т а л а л я н [7]) Существует тригонометрический ряд 

^ R e ( c n z n ) , cn,z e C, \z\ = 1, где cn ^ 0, 
n=0 

который обладает следующим свойством: для любой действительной измери-
мой функции f существуют числа Xn e {0 ,1 } такие, что ряд ХП=о ^ n Re(c n z n ) 

сходится к f почти всюду на том множестве, где f конечна, и сходится к f 
по мере на том множестве, где f равна или —ж. 

Усиление одномерных результатов и перенесение их на кратный случай бы-

ло сделано Ф. Г. Арутюняном [8], [9]. На эти результаты мы будем существенно 

опираться. Обозначим через Z<TO множество бесконечномерных векторов n = 
(n1,..., np,...) с целочисленными координатами np e Z (p e N), лишь конечное 
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число которых отлично от нуля. Операции сложения векторов и умножения век-

тора на число выполняются в Z < ° покоординатно. Рассмотрим действительные 

ряды по системе Йессена: 

Sp,Ni ,...,Np ( x ) = . . . J 2 a p 2 n i ( n i X i + . . . + n p X p )  

(1) Հ ^ апвА п г п х, где а-ո = an, x £ nx = ՍԱXk, an £ C . 
n£Z<™ k=l 

Если для n £ Z<° координаты nk равны нулю для k > p, то для коэффициентов 

an будем пользоваться также обо значением an = ani,..,np. Хотя при этом каждый 

из коэффициентов an получает бесконечное число обозначений, по каждому из 

n an 

Прямоугольные частичные суммы ряда (1) имеют вид 

N i Np 

ani ,...,np e 

n i = — N i np = — Np 

где p,N1,...,Np £ N x £ . 

Ряд (1) называется сходящимся по прямоугольникам в точке x £ T ° к числу 

s, если для любого е > 0 существует номер P такой, что для всякого p > P 

N 

\Sp,Ni,..,Np(x) - s\ < е для N1,...,Np > N. 

p 

ряды np ani...,np e 2 n i ( n i X i+...+ n p  Xp ) в точке x = (x1,.. .,xp,...) и существует 

предел 

ь ™ \ a n i ,...,np p— 

(или, что тоже самое, если ряды 

l i m V a n . n p e 2 n i ( n i X i + . . . + n p x p ) = s — ° i  p  

ni ,...,np 

/ у  ani,...,np 
e2ni(nixi+ ...+npXp) 

ni ,...np,np=0 

сходятся по прмоугольникам в точке x = (x1,... ,xp,...) к числам ap и сходится 

ряд a0 + Y1 °°=1  ap = s), то назовем ряд (1) сходящимся по прямоугольникам в 

x s 

если ряд сходится в усиленном смысле, то он сходится. 

В [10] доказано, что из сходимости ряда (1) по прямоугольникам всюду на T ° 

к конечной функции f (x) следует, что ряд (1) сходится по прямоугольникам в 

усиленном смысле всюду на T ° . Заменить в этом утверждении сходимость всюду 

сходимостью почти всюду нельзя. 
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Заметим, что Т. И. Ахобадзе [11] рассматривал свойства счетно-кратных ря-

дов Фурье по различным системам функций на TTO для более сильного вида 

сходимости. 

Если имеются ряды 

S ( 0 ) = ас, S(m)= J 2 O n i , n 2 , . . . , n m e 2 n i ( n i X l + - + n m X m ) , m € N 
Ո1 ,Ոշ ,...,nm,nm = C 

то формальной суммой этих рядов S(0) + S(1) + S(2) + . . . + S(m) + . . . назовем 

ряд 

J2 an e 2 n i n x, 

коэффициенты an = ani ..,nm, nm = 0 которого совпадают с коэффициентами 

an i , . . . ,n m ряда S(m), a ac = S(0). При этом, для частичных сумм рядов выпол-

няется равенство: 

Sp,Nit...,Np (x) = ac + S ( 1 ) n (x) + S ( 2 ) n i , n 2 (x) + ... + S(p)Ni ,..,np (x). 

Назовем ряд (1) равномерно сходящимся по прямоугольникам в усиленном смыс-

ле на В С TTO, если равномерно сходятся ряды 

^ ani,...,npe 2 n i ( n i X i+...+ np xp՝> = fp(x), p € N, x € E, 
ni:...:np 

и равномерно сходится ряд f p ( x ) = f (x) на E. 

Если ряд (1) равномерно сходится по прямоугольникам в усиленном смысле к 

функции f на TTO, то это ее ряд Фурье: 

, „ ֊ f f ( x ) e - 2 n i ( n i X i + . . . + n p X p ) d բ , 
J 

где n = (n1,..., np, 0,..., 0 , . . . ) € Z<TO բ ֊ мера Лебега на TTO. Чере з обозна-

чим меру Лебега на Tm, m € N Под \\f || имеется в виду норма в пространствах 

C(Tm) или C(TTO). 

Сформулируем результаты Ф. Г. Арутюняна [8] в частном случае и в исполь-

зовшзных выше обозначениях. 

Т е о р е м а С ( Ф . Г. А р у т ю н я н [8]) Для любой f € C (Tm) и любо го е > 0, 

существует, функция g € C(Tm) такая, что /j,{f = g} < е и ряд Фурье S(g) = 

S n e a n e 2 n i n X функции, g равномерно сходится по прямоугольникам на T m . 

При, этом коэффициенты an = 0, если в номере n = (n1,..., nm) индекс nm = 0. 

Справедливо неравенство \\g\\ < C\\f \\/е. 
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З а м е ч а н и е 1. C не зависит от размерности m, и, как видно из доказатель-

ства теорем в [8], можно взять C = 29 . 

Т е о р е м а 1. Пусть f G C(T՝TO) и е > 0. Найдется функция g G C(TTO) с рав-

номерно сходящимся по прямоугольникам (в усиленном смысле) на T՝TO рядом 

Фурье такая, что թ{ք = g} < е. 

Доказательство: Положим f n ( x ) = f (xl7..., xn, 0 , . . . , 0 , . . . ) , x G TTO, n G N. 

Нетрудно видеть, что последовательность непрерывных функций равномерно 

сходится к f на TTO. Выберем из нее такую подпоследовательность f n k , что 
е 

f - fnk II < 2 W ) . k G N. 

Следовательно, Hfnk — fnm || < е / 2 2 ' + ^ и m > к. Заметим, что 
f n i ( x ) +  ( f n 2 ( x )  —  f n i ( x ) ) + ... +  ( fnk  ( x )  —  f n k ֊ i ( x ) ) + ... =  f  ( x )> 

причем сходимость ряда равномерна на TTO. 

Функции f n G C(T՝TO) можно считать также функциями из C(Tn), не меняя 

для удобства обозначения для них. При этом 

I I f n I I c ( T = IIfnIIc(Tn), Hn{x G T n : f n ( x ) < a } = բխ G T T O : f n ( x ) < a} 

для любого действительного a. 

В силу теоремы С для всякой функции fnk — fnk-1 G C(Tnk) найдется непре-

рывная функция gk G C(Tnk) с равномерно сходящимся по прямоугольникам 

рядом Фурье S(gk), такая, что 

е 
( 2 ) n { x G T n k : fnk — fnk-i ( x ) = gk ( x ) } < 2&+1' 

^2nivx 
av S(gk) = ave2 

где av = 0, если индекс vnk = 0 в номе ре v = (v1, ... , vnk), и 

C | | f ,, C 
S \\ fnk  f n k ֊ i \ \ < е и J n k J n k ֊ ^ e22(k-1) + 1 ' 

Тогда 

(3) J2IIgk I I < ^ 7 ^ < - • 
k=1 k=1 

7 • 2 2 k ֊ 1 7 

Положим gk(x) = gk(xb ...,xnk) для x G TTO. Так как IgkIcer^k) = IIgkIIc(T~), из 

(3) следует, что ряд g1 +... + gk +... равномерно сходится к функции g G C(TTO). 
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Из (2) следует, что функции / и д совпадают вне множества множества 

A — {x е TT O : fnk — fnk_! — gk для некоторого k > 2}, բ(ճ) < ^ — £. 
к=1 

Заметим, что формальная сумма рядов S(g1) + S(g2) + . . . + S(дк) + . . . пред-

ставляет собой ряд вида (1), который равномерно сходится по прямоугольникам 

в усиленном смысле к функции д и является рядом Фурье функции д. Теорема 

доказана. 

Для измеримых на TTO функций справедлива классическая теорема Лузина о 

С-свойстве (см. [12], глава 7). Поэтому в формулировке теоремы 1 в качестве f 

может быть взята произвольная измеримая почти всюду конечная на T՝TO функ-

ция. 

Сформулируем теперь теорему Ф. Г. Арутюняна о представлении, тоже в 

упрощенной форме. 

Теорема D ( Ф . Г. А р у т ю н я н [9]) Существует т-кратный тригонометриче-

ский ряд 

^ '  an e ?  a-n  an? 

n£Zm 

an — 0, если nm — 0 в n — (n1,... ,nm), который обладает свойством: для 
любой измеримой действительной функции f на Tm, конечной почт,и всюду или 
со значениями и —ж на множестве положительной меры, существуют 
числа \ n , Xn — X-n е {0,1} такие, что ряд ՝Yhn€Zm Xnane 2 n i n x сходится почти 

f f f 

на всем T m . 

С помощью теоремы D может быть доказана следующая теорема. 

Теорема 2. Существует счетно-кратный тригонометрический ряд 

Е 
c e 2 n i n x c — — 

f 
T՝T O существуют числа Xn, Xn — X-n е {0 ,1 } такие, что ряд 

Е \ п c.2ninx 
Xn an e  
X n a n e 

f 
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Доказательство: Для каждого m e N в силу теоремы D найдется ряд 

= Е cm)e 2 n i v x  

с указанными в теореме D свойствами. Формальную сумму рядов о\ + Ծ2 + . . . + 

an + ... рассмотрим как счетно-кратный ряд ՝%2necne 2 n i n x и покажем, что 

этот ряд искомый. 

Пусть / - измерима действительная функция на TTO. Заметим, что тогда 

существуют непрерывные функции / п на TTO такие, что /(x) = limn^T O /n(x) 

почти всюду на TTO. Например, для измеримой почти всюду конечной функции 
/ 

E = {x: \/(x) \ < ж], E + = {x: /(x) = + < } , E - = {x: /(x) = -ж] 

g ( x )  

g  ( x ) = 

/(x), x e E 
0, x e TTO \ E ' 

- ж , x e E -

0, x e TTO \ E -

g+ ( x )  

0, 
x e E+ 
x e TTO \ E+ 

Пусть 

g+ ( x )  
eE+ - ( x ) = ) 2 , x e E -

x e TTO \ E + '  g ° ( x ) Լ0, x e TTO \ E - . 

К почти всюду конечным измеримым функциям g(x), g+(x), g-(x) сходятся по-

следовательности непрерывных функций gn(x), g+(x), g-(x) соответственно. То-

гда последовательность непрерывных функций 

/ n ( x ) = g n ( x ) + ( g n ( x ) ) n  - ( g n ( x ) ) n  

почти всюду сходится к g(x) + g+(x) + g -(x) = /(x). Для каждого n последо-

вательность непрерывных функций /n,m = /n(x\,...,xm, 0,..., 0,...), m e N, 

равномерно сходится к / n на TTO. Найдется подпоследовательность /n,kni почти 

всюду сходящаяся к / на TTO. При этом функции /n,kn можно рассматривать как 

функции из C(Tkn). В силу теоремы D, можно выбрать такой подряд Sn ряда 
akn = ,2nivx ЧТО 

\ ՝ X(kn)c(kn)e2nivx 
Sn = 2 ^ W С ՜ " ' е  \ ( k n ) = \ ( k n ) e { 0 , 1 ] , 

сходится почти всюду на T k n по прямоугольникам к функции /n,kn — / n - i , k n ֊ i ПРИ 

n > 1 и к /i,k! при n = 1. Тогда счетно-кратный ряд, являющийся формальной 
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суммой рядов Si + S2 + . . . + Sn + ..., почти всюду сходится по прямоугольникам 

f 

В теореме 2, в отличии от кратного случая, устанавливается сходимость по-

чти всюду тригонометрического ряда к произвольной измеримой функции. Как 

и теоремы В и D, эта теорема устанавливает существование универсального от-

носительно подрядов тригонометрического счетно-кратного ряда. 

Abstrac t . Some similarities of the well-known theorems on correction and repre-

sentation of functions of one and several variables are proved for functions of countably 

many variables. 
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