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АННОТАЦИЯ. Пусть функция / непрерывна на закрытой полосе Sh = {z : 
\lmz\ < h} и голоморфна в ее внутренности. В работе исследуется задача 

/ 
циями g с наилучшей оценкой роста g в терминах неванлинновской харак-
теристики T(r, g). Этот рост зависит от роста / на Sh и дифференциальных 
свойств / на dSh. Предполагается, что возможные полюсы g лежат только 
на мнимой оси. 

1. В В Е Д Е Н И Е И П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Е СВЕДЕНИЯ 

Задача равномерного и касательного приближения функций, голоморфных в 
угле мероморфными функциями с оценкой их роста исследовалась в работах [1] и 
[2]. Аналогичные приближения на вещественной оси R непрерывно дифференци-
руемых функций рассматривались в [3]. В настоящей работе мы рассматриваем 
задачу равномерного и касательного приближения на закрытой полосе. Целью 
этой работы является конструировать мероморфные функции, аппроксимирую-
щие заданную функцию f на полосе и имеющие возможный медленный рост на 
комплексной плоскости в терминах их неванлинновской характеристики. Анало-
гичная задача равномерного и касательного приближения целыми функциями 
исследовалась в [4]. 

Работа состит из двух параграфов. Первый из них содержит введение и пред-
варительные сведения, а второй представляет основные результаты со своими 
доказательствами. 

1.1. Некототрые обозначения и определения. 1. Пусть N R и C ֊ соот-
ветстветственно множества натуральных, вещественных и комплексных чисел. 
Расширенную комплексную плоскость обозначим через C. Для множества E С C 

б 
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обозначим через Е, Е0 и дЕ соответственно замыкание, внутренность и границу 
Е в C. 

Пусть 0 - открытое множество в C и Е ֊ относительно закрытое множество 
в 0. Для класса C (Е) непрерывных функций f : Е ^ C введем равномерную 
норму 

\\f IE = sup\f (z)\, 
z£E 

и пусть 

сь (Е) := {f е C (Е): \\f\E < 

Пусть Cp (0) ֊ класс p раз непрерывно дифференцируемых в смысле R2 ком-
плексных функций в 0. Для жордановой области D с положительно ориентиро-
ванной кусочно гладкой границей и для функции и из класса C1 в окрестности 
D следующая формула является комплексной версией теоремы дивергенции: 

(1) u (z) dz = i 2duda, 
JdD J D 

где Ծ ֊ плоская мера Лебега на D и 

(2) 2ди = д1и + д2и. 

Обычно, класс функций, голоморфных в 0 обозначается через H(0). Таким об-
разом, условие f е H(0) означает, что f е C1 (0) и df = 0 в 0. Для 0 = C 

f 
Е с 0 возьмем A (Е) = C (Е) Ո H (Е0) и Аь (Е) = Cb (Е) Ո H (Е0). Обозначим 
через А (Е), А" (Е),... ,Ap (Е) ^^^^^ы функций Е ^ C соответственно один, 
два, ..., p р ^ непрерывно дифференцируемые на Е в смысле C. 

Положим также 

R+ := {x е R : x > 0}, 

Dr (a) := {z е C : \z — a\ < r}, a е C, a > 0 ( - открытый круг), 

Dr = Dr (0), 

Sh := R x [—h, h], h > 0 ( ֊ полоса), 

Д а := {С е C : |arg С\ < a/2}, a е (0, 2п) (- угол), 
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Да (в) := {С € C : |arg С ֊ в\ < а/2}, а, в € (0, 2п), 

Д а (в, a) := {С € C : (С ֊ a) € Да (в)}, a € C - угол с центром в a, 

^ := C\ (Дп-а ( ֊ п / 2 , ֊2ih)° U Д п - а (п/2, 2ih)°) U S2h, h> 0, 

na,r :=^a ո Dr, h,r> 0. 

Мы используем функцию Неванлинны log+ : R+ ^ R+, определенную следую-
щим образом 

+ I 0 при 0 < x < 1, 
l o g+ x Н , . 1 I log x при x > 1, 

которая является неотрицательной и неубывающей функцией на R+. T (r, g) обо-

значает неванлинновскую характеристику мероморфной функции g, g(0) = ж : 
/• 2п /• r 

T (r,g) = (2n) - 1 ln+ \g(re i e) \ dd + / n (t,g) t - 1dt, 
J 0 J 0 

где n (t, g) ֊ число полюсов g в Dt с учетом их кратностей. 

Пусть теперь f е C(E), где E С C ֊ закрытое неограниченное множество 
такое, что E Ո dDr = 0 для r > r0 > 0. Обозначим для r > r0 

Mf (r) = M ( f , E ) := \\f \\EnDr . 

2. Обозначим через B класс неубывающих C-'--функций q > 0 на R + , для которых 

существует конечный предел 
rq' ( r )  

l l m ՜ ՜ Ո ՜ = P• 

r—<x> q(r) 

3. Для неубывающих функций f > 0 on [r0, + ж ) , величина 

log+ f (r ) Рм := limsup— 
r — l o g r 

называется порядком թ. Если v > 0 ֊ другая неубывающая функция на [t0, + ж ) 

конечного порядка, то величина 
v у log+ f (r ) av := limsup —— 
м r—ж v (r) 

называется v-типом функции թ. 
Пусть теперь E С C ֊ закрытое ограниченное множеств о такое, что E Ո dDr = 

0 для r > Г0. Так же как и в [4] здесь тоже используем следующую терминологию 
фля функций f € C(E). df = df ( E) := 

Р м для ff = Mf f E 2. Ծ՚յ = af (E) := для f = Mf является v-типом f на E. 
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3. Для բ = log+ Mf порядоком и типом f на E соответственно будут вели-
чины pf = pf (E) := р Ծք = Ծք (E) := Ծբ. 

1.2. Аппроксимация на Sh функциями из класса A (0%). Следующая лемма 

аналогична лемме 1 из работы [3] для полосы. 

Л е м м а 1. Пусть f G A" (Sh) и ф G A (0%) для a G (0,п/2), тогда для любого 
£ > 0 существует функция F G A (0%) такая, что 

(3) f - F||Sfc < £, 

(4) Mf (r) < 3Mf (Ir + h) Mv (r) + c£ exp {ca2r } , 

где 
c 

(5) ar ( f , ф) = 1 + ֊ max \z\2 f (z)\ Mv (Ir + h) 
£ \z\<lr+h L J 

для l = 1 + tan (a/2) > 1, fд ֊ суженue f на dSh и c = c (h,a) > 0 ֊ константа, 
a h 

Доказательство. При доказательстве мы воспользуемся тем же методом, что ис-

пользовался при доказательстве леммы 5 из работы [4]. 

Заменяя f на £ -1 f и F на £ - 1F, можно свести доказательство леммы к случаю, 

когда £ = 1. Продолжим f как в лемме 5 работы [4], взяв f (Z) = f (Z) для Z G S\, 
и 

(6) f (Z) := if (С + n - hav + ihav) + (1 - i) f (С + ihav) 

для Z = С + in G C\Sh, где Ծպ знаковая функция, т.е. Ծ0 = 0 и av = n/ \n\ Д л я 

Ո = 0. Тогда из (6) следует, что f G C1 (C) и оценка 

(7) Mu (r, 0%) < 3Mf (Ir + h, Sh), r > 0, 

для роста f t на 0%. Очевидно, что из (6) следует df (Z) = 0 для Z G Sh. При 

этом из (2) и (6) следует 

(8) 23Ա (Z) = (1 - i) [f1 (С + n - hav + ihav) - f (С + ihav)] 

для Z = С + in G C\Sh. Очевидно, что f G A" (0%) и ՛ следовательно, из (8) 

приходим к оценке 

(9) \0MZ)|< (\n\- h) Mf, (l \С\ + h,dSh), Z G oa\Sh. 

Из (5) и (9) следует 

(10) \ ( f (Z)\< 2(\n\- h) am+h/\Z\2 , Z = С + in G 0%. 



10 С . А Л Е К С А Н Я Н 

Чтобы конструировать аппроксимирующую функцию F мы должны реализовать 

для любого фиксированного полюса Z е 0a\S0 конструктивную аппроксимацию 

ядра Коши ՕՀ (z) = (Z — z) \ z е Sh функциями no z, голоморфными и ограни-

ченными в 0a , при этом аппроксимацию необходимо реализовать не только для 

z е Sh, но и для любого компактного под множества 0 a при достаточно больших 

|Z|. Очевидно, что аппроксимация данного вида эквивалентна аппроксимации 

нуль-функции функциями, голоморфными в 0a , которые равны 1 при Z е 0a . 

Пусть Z ^ n (|Z\) е N Z е д0a - кусочно постоянная функция, зафиксируем 

(однозначно) n (|Z|), удовлетворяющую следующему условию 

(11) 0 < a,C|— n (Z|) < 1, Z е d0a . 

Для (Z,z) е (0a) 2 определим функцию Qz (z) = Q (Z,z) е H (0a) так, что 

Qz (Z) = 1 дая Z е 0a , 

» ( I Z I ) 
(12) Q (Z, z) :=  1  Z  Zo  

,z — Zo, 

где ReZo = ReZ для любого Z е 0a\Sh и 2d(Z,dSh) = d(Z0,dSh) дая Z е д0a. 
Отсюда по теореме Коши 

(13) f Qz (z) Cz (z) dz = 
JdD 

—2ni при Z е D, 
10 при Z е 0 a — D 

для любой жордановой области D с 0 a с кусочно гладкой, положительно ори-

ентированной границей. Теперь для r > 0 рассмотрим следующие интегралы 

(14) Ir (z)= п - 1 f Gz (z) daz, z е 0ar, 
J n i r \ s h 

с поынтегральной функцией 

Gz (z)= կքՑԱ) (Z) Qz (z) Cz (z). 

Введем новые функции Fr е C (pa следующим образом 

(15) Fr (z) = ( f ) ( z ) + Ir (z), z е 0Լ r • 

Из (1), условия дф = 0 и теоремы Морера можем сказать, что 

Fr (z) е H ((0atr) o). 

Таким образом, очевидно, что Fr е A (0a r ) для всех r > 0. 
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Докажем, что Ir локально-равномерно сходится на 0% щ и r ^ ж к следую-

щему интегралу 

(16) Ix, (z) = 1 

Ո1Հ\Sh 

Gz (z) dac, z G 0%. 

Ввиду (15) искомая функция F G A (0%) может быть определена формулой 

(17) F ( z ) : = ( f )(z) + 1Ж (z), z G 0 

откуда следует, что 

(18) IMf - FIS = IIUIsh 

(19) \F (z)\ < \ ( f ) (z)\ + \1Ж (z)\ for z G 0%. 

Итак, при помощи этой схемы аппроксимация Mf на Sh функция ми F G A (0%) 
и оценка роста F на 0% сведены к оценке 1Ж. 

Из (12) для z G 0% и Z G 0%\Sh имеем 

(20) G (z)\< 
\фди (Z)\ 

\Z - z\ 
2h + 2 \С\ t&n(a./2) - \n\ + h Վւա + h) 

2h + 2 \С\ tan (a/2) 
Для компактного множества K С 0% существует r0 > 2h так, что K С Dr0 и 
пусть r" > r' > 3r0. Получая, что 

2h+\£| t a n ( o / 2 ) 

(21) 
3h + 2 \С\ tan (a/2) - \n\ 

2h + 2 \С\tan (a/2) 

վւա + h) 
dn < 

1 
n (l \С\ + h) + 1 

(22) \Ir" (z) - Ir՛ (z)\ < 4 Լ С՜ 2dС< 4 ^ 1 - _ L ) ^ ^ И r',r'' ^ +ж 

и учитывая, что \n\ - h < \Z - z\ для z = x + iy G K and Z G 0% r՛՛\0% r ՛ , получим 

1 1 

zGK 

сходимость (z) дая z G 0%, а также то, что G C (0%). 
Для доказательства (3) мы должны оценить I x ( z ) , z G Sh, которое следует 

из (18): 

(23) \Ix (z)\< ֊ / 
n J ո 

Mdfփ (Z)\ 3h + 2 \С\t&n(a./2) - \n\ 
2h + 2 \С\ tan(a/2) n յո^\Տհ \Z  -  z\ 

\ n\ - h < \Z - z\ 

\MBU (Z)\ < (\n\- h) n (\Z\) / \Z\2 , z G Sh, 

из (20), (21) и (23) получим 

(24) 

վւա + h) 
daz. 

\Ix (z)\< ֊ f \С\-2 d = П-. 
nJlfl>h  nh  
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Таким образом, из (16), (17) и (24) мы приходим к (3). 
Пусть теперь z е 0a\Sh = E. Представим 1Ж (z) в виде суммы двух интегра-

лов: 

(25) I ( z ) = f Gc (z) daz + / Gz (z) dac = Ii (z) + 1շ (z), 
JB JE\B 

B = 0 a Ո Dp (z), p = 2 |z| sin(a/2) + 4h. 

I1 (z) 

|Ii (z) < ci exp{2n (2l |z| + 2h)} f (|Z| |Z — z | ) - 1 daz < 
B 

(26) <C2 exp{2n (2l z + 2h)}, 

где константы c1,c2 > 0 зависят от а и h. Второй интеграл можно оценить как 
в (24), т.е. I2 (z) < 2/(nh). Таким образом, из (17), (19) и (25), (26) мы перейдем 
к (4), что завершает доказательство леммы. 

2. М Е Р О М О Р Ф Н А Я АППРОКСИМАЦИЯ 

НА ПОЛОСЕ 

Процесс оптимально равномерного приближения на полосе мероморфными 
функциями реализуется в два шага, первый из которых ֊ это лемма 1. Второй 
шаг - это аппроксимация функции f е A (0a) на Sh мероморфными функциями. 

2.1. Мероморфная аппроксимация Sh. В этом параграфе мы аппроксими-
руем функцию F е A (0a) на Sh мероморфными функциями. Потом, используя 
лемму 1, получим мероморфную аппроксимацию f е A" (Sh) на Sh. Мы восполь-
зуемся следующей леммой (см. [2], стр. 548-549). 

Л е м м а 2 . Для голоморфной функции z ^ ^fz, հ/Г = 1, однозначной в области 

С\(—ж, 0], и для чиела 5 е [0,1} существует мероморфная функция и = ^g с 

полюсами на (—ж, —1) такая, что 

(27) Ա (z) — (1/2)^М, |argz| < п — 5, |z| > 5, 

и 

(28) T (r, и) = O (log2 r) при r ^ ж. 

Докажем следующую теорему. 
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Т е о р е м а 1 . Для функции F G A (&0,)>  а G (0, п/2) и чисел p > 1 и е > 0 

существует, мероморфная функция G с полюсами на мнимой оси такая, что 

(29) \F (z) - G(z)\ < е, z G S\, 

(30) T (r,e - 1G) <cF F log+  M f ( t ) ^ + clog+ (r + h), r > h, 
Jh Jh  е  T t  

где c = c (h,p,a) > 0 ֊ константа, звисящая только от h, a up. 

Доказательство. Заменяя F на e - 1F и G на е - 1 G, можно свести доказатель-
ство к случаю е = 1. Возьмем ш (z) = ш (2hiz) из леммы 2 с 3 = min{2h, 1} так, 
что 

\ш(()\> (2h \Z\) 1 / 2, Z G dS2h (a) , 
1 / 2 

\ш (z)\ < c1 + c2 \z\ , z G Sh, 

где через cj > 0 j = 1, 2, ••• обозначаем константы, зависящие только от a, p и h. 

Из включения Sh с следует, что существует константа c3 G (0,1) такая, что 
(32) \Z - z\ >c3 (\Z\ + \z\), Z G дna, z G Sh. 

Теперь рассмотрим рациональную no z и кусочно гладкую по Z G dna функцию 

Q такую, что Q (Z, Z) = 1 для Z G 

Q « ' z ) = ( М ) " • 

где n' и Z' выберем позднее. Зафиксируем 

q = min {y^p, (p + h) /p} > 1 

и рассмотрим последовательность (nk) (j^=^ nk G N U {0}. Пусть 

Г = dna, Го = r\dS2h, 

Г+ = {Z G Г :ImZ> 0}, Г - = {Z G Г :ImZ < 0}, Г± = Г± Ո Dr (±i2h). 

Обозначим Z' = (qk + 2h)i и для Z G Y+ = Г+ \ Г+ _ рассмотрим соответствую-
щий полюс (qk + 2h)i, где qk = qk sin (a/2) и Z' = -(qk + 2h)i дая Z G Y- = Г - \ 
Г -к_^ Каждому Z G Г соответствует полюс на мнимой оси, так как y% Ո Yj = 0 
для i = j и Г = U Yk и Yi = Y+ U y- • Для Z G Yk, Z G Г/yA, возьмем n' = nk, k = 1 

к = 1,2, • • •. Теперь, eели z G Sh , то при выборе полюсов Z' получаем 

\Z - Z'\/\z - Z'\< q/ (q + h) дая Z G Y1, 
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Z - Z' 
z - Z ՚ 

< cos2 (a/2) + (1 - q - 1) sin2 (a/2) 
1 / 2 

di < 1. 

Существует j = j (q, h, a) G (0,1) такое, что 

Z - Z' 
z - Z' 

< d2 < 1, z G D^\z\, 

где d2 = (1 + d1) /2. Таким образом, для d = max{d2, q/ (q + h) получим 

(33) \Q (Z,z)\< dnk, Z G lk, z G Sh U D^\C\. 

Эта оценка выполняется также для Z G Г\^ и \z\ = jpk, к = 1, 2,..., где pk ՜ 
расстояние от Yk+1 до 0. В самом деле, если \Z \ > qk, то мы приходим к преды-
дущему случаю, когда \z\ < j\Z\. Если же \Z\ < qk-1, то тогда qm- i sin (a/2) < 
\Z\ < qm sin (a/2) для некоторого m < к - 1. Так что \z - Z'\ > qm (jq k - m - 1), и 

мы получим 
Z - Z' 
z - Z' 

d. 

Теперь определим последовательность (nk)(j^=1, удовлетворяющую условию 

(34) 0 < nk - С4 [A + log+ M (qk,F)] < 1, к = 1, 2, • • •, 

где c4 = (log (1/d)) \ ^^тстанту A > 0 выберем ниже так, чтобы 

(35) \F(Z)Q (Z,z)\< e ֊ A 

если a) Z G Г и z G Sh U или b) Z G r\Yk, \z\ = jpk дая к G N. Интеграл 

(36) 'М = Л ( Դ < * • • z G С\Г 2ni J г и (Z) Z - z 

локально-равномерно сходится на С\Г, поэтому I G H (С\Г). Положим 

F (z) = [ F  ( z ) ПРИ z G  Ոհ ,  

0 է0 при z G C\ (Ո%), 

Аппроксимирующую мероморфную функцию G можно определить для z G С\Г 
формулой 

(37) G (z) = Fo (z) - I (z) и (z). 

Полюсы G лежат на мнимой оси, так же как полюсы и. Убедимся, что G дей-

С 

формулы Коши для F/и дая z G Dr\Г^ r > h получим 

G (z) 1 Г F (Z) 1 - Q (Z,z) 
и (z) 2ni J г u(Z) Z - z 

dZ 
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f HZ) Q dZ + f  F (С)  dc 
Jт\тг  и ( Z ) С - z JLr  и ( Z ) С - z ' 

где Lr = 0,՝а Ո dDr. Можно видеть, что последние два интеграла справа до-
пускают голоморфное продолжение на Dr, а первый интеграл - мероморфное 
продолжение с полюсами на (С') С Dr, так как Q (С, С) = 1 для С € Г. 

Для доказательства (29) оценим I (z) и (z) на Sh. Из (36), (31), (32) и (35) 

следует, что 

\I (z)\eA < - f (\С\ + \z\) - 1 |С\ -1 էՂ \dС\, z € Sh. 
c3 JT 

Последний интеграл ограничен интегралом 
f ТО Հ — 1 

c5 (t + \z\) - 1t - 1 / 2dt < C6 (l + \z\ 1 / 2) . 
J 2h V 7 

Следовательно, из (31) получим, что 

\I (z) и ( z ) \ < c^e - A, z € S\. 

Для (29) с е = 1 возьмем A = log+ c7. 

Теперь оценим характеристику T (r,G). Из (37) имеем 

m (r, G) < log+ M (r, F) + m (r, I) + m (r,u) + 1. 

Поскольку N (r, G) < N (r, G/и) + N (r, и), то из (28) получим, что для r > h 

(38) T (r, G) < N (r, G/и) + m (r, I) + log+ M (r, F) + c8 log2 (r + 1). 

Полюсы G/и лежат на множестве (С')• Следовательно, учитывая (34), получим, 
r > h 

N (rG/и) < J2 Ո log — < о £ nk log r 

I C I < r С \ qk<r  q k  

< cwYl [1 + log+ M (qk, F )] log ֊ 
qk qk < r 

r > h 
r q r ֊ ֊ qrdt q qr dt 

N (r, G/и) < cn [1 + log+ M (t, F)] log ^ ֊ 
Jh ֊ ֊ 

r q r r t drdt 
(39) < c n / log+ M (t,F) — + c12 log2 (r + h) 

h h 
log+ 

h h 

поскольку 
r 1 f q qk qr dt 

[1 + log+ M (qk, F)] log ֊ < - [1+log+ M (t,F) log 
qk log q qk t t 
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Оценим теперь m(r,I) дая r = rk = jpk, к = 1, 2, • • •. Разобьем интеграл I (z) 
на сумму двух интегралов Ik (z) и Jk (z) соответственно по контурам Г ^ к и Yk-
Если Z G ^ Y k и \z\ = Г/, то \Z - z\ > (1 - j) \Z\, и из (32) и (35) получим 

(40) \Ik (z)\ < ֊ f \Z\ - 3 / 2 \dZ\ < e c 13, \z\ = rk. 
1  - J J г 

Если Z G Yk и \z\ = rk, то 

Z - Z' 
z - Z' 

< 1, \Q (Z,z)\ 

и из (32) \ш (Z)\ > 2h?. Поэтому, согласно (34) имеем 

(41) I Jk {rke i v) \ < exp {c14 + c14 log+ M (p/ , f ) } a/ (<p), 

Полагая 

a/ (?)= \Z - rke^I \dZ\ . 

1 f2^ 
c15 ^ ^ log+ a1 (<f) dtp 

2 n J о 
ak (t ) < a1 (t ) к = 1, 2, • • • 

m (rk, I) < c13 + c14 [1 + log+ M (p/, f)] + c15 + 1. 

r1 > h 
rqrk pt 

T (rk, G) <c13 / log+ M (T,F) 
h h 

dTdt 
~rt~ 

+ c16 log+ M (qk, F) + c16 log2 (rk + h), к = 1, 2,... 

Имеем 
f q r k , qrk dt 1 ] 2 J  g ~ j ՜ = 2 l o g ( j q ) = 

откуда следует, что 

log+ M (qk, F) < — I'"Гк log+ M (T, F) log Դ ֊ 
c 1 7 Jqk  t  t  

1 f q r k f ^ + ^ dTdt = — log+ M ( T , F ) — . 
c17 J qk Jqk  T t  

Таким образом, приходим к оценке 

гq rk ր t dTdt 
(42) T ( r / , G) <c18 log+ M (T,F) — + cw log2 (r/ + h), к > 1 

h h Tt 

n 



Р А В Н О М Е Р Н А Я И К А С А Т Е Л Ь Н А Я А П П Р О К С И М А Ц И Я НА П О Л О С Е 17 

Теперь пусть r > h. Тогда существует к > 1 такое, что r < rk < qr, так как rk = 
q&krk-i, оде &k ^ ^ и к ^ ж дая к = 2, 3 , . . . Поскольку T (r, G) < T (rk, G), 
то из (42) получим 

Г q 2 r I՝ ։ dTdt 
T (r, G) <€20 log+ M (T, F) d— + C2! log2 (r + h) r > n . 

Jh Jh  T t  

Учитывая, что q2 < p и ri > h, получим (30). 

Следствие 1. Из теоремы 1 u (29), (30) следует, что функцию F G A поряд-
ка pF < можно равномерно приблизить на Sh мероморфными функциями 
G так, что T (r, G) = O (rPF) при r ^ + ж . 

Следующая теорема является основным результатом этой работы. Для ее до-
казательстве используем следующую лемму (см. [3], стр. 542). 

Лемма 3. Для q G Вив G (0, п/2) существует мероморфная функция у такая, 
что 

(43) q (|z|) < у (z)\ <biq (|z|) , z G S3h U Д^ U Д^(п) , 

(44) T (r, у) <b2 (1 + log+ q (r)) log2 (r + 1 ) , r > h, 

где bi = bi (в, q,h) > 0 и b2 = b2 (в, q,h) > 0 - некоторые константы. 

Теорема 2. Пусть f G A" (Sh), тогда для q G В, q > 1, e > 0 и p > 1 суще-
ствует мероморфная функция g такая, что 

e 
(45) \f (z) — g (z)\ < ֊ ^ , z G Sh, 

q ( | z | ) 

fP r ր 
T(r,e- ig)<k / 

h h 

aT ( f ) ( + M (T, f ) 
q (T) + log+ e 

2 

dTdt 
Tt 

(46) +k [1 + log q (r)]log (pr), r > h, 

где ar (r > 0) определена из (5) с у = 1 и к = к (p,q,h) > 0 ֊ константа. 

Доказательство. Выберем l = l (p) > 0 так, чтобы l < min {p, 2}, и положим 
a := 2arctan(l — 1). Пусть у - мероморфная функция, удовлетворяющая усло-
виям леммы 3. Очевидно, можно выбрать в = в (a) так, чтобы С S3h U Др U 
Др (п). Шз леммы 1 следует, что для f у существует функция F G A удовле-
творяющая (3). Согласно (4) и (44) рост функции F дая т = lr + h оценивается 
следующим неравенством 
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(47) log+ 
MF (r) 

< ki 1 + «г ( f ) Т\л , Հ , + Mf (T) q (T) T K J -q (T) + log+ 

Применяя теорему 1 к F , из (3) и (29) получим 

(48) \f (z)p (z) - G (z)\ <e, z e Sh, 

и, согласно (4) и (2.21) рост функции G дая r > h будет оцениваться следующим 
образом 

,-pr րէ 
T(r,e - 1G)<k2 / 

h h 
1 + q (T) + log+ Mf (T) q (T) 

e e 

r>h 

dTdt 
Tt ՝ 

/•p r ի 
T(r,e - 1G)<k3 / 

h h h h 

«T ( f ) ( )+l + Mf (T) q (T) + log+ — 
dTdt 

Tt 
(49) + k3 [1 + log q (r)] log2 (pr) . 

Положим теперь g = G/p. Из (29) и (43) следует, что полюсы g лежат на 
(п/2) U (-п/2). Неравенство (45) следует из (48) с учетом (43). При 

этом, поскольку |p(0)| > q(0) > 1, то получим 

T (r,e - 1g) < T (r,e - 1G) + T (r, 1/գ>) = T (r,e - 1G) + T (r,p) - l o g ( 0 ) \ 

<T (r, e - 1G) + T (r,p). 

Следовательно, ввиду (49) и (44) доказательство завершено. 
Из теоремы 2 (с q = 1) следует следующая теорема для равномерного прибли-

жения. 

Теорема 3. Пусть f e A" (Sh), тогда для любого e > 0 и p > 1 существует 
g 

(50) \f (z) - g (z)\ <e, z e Sh, 
( )  p r  է  

T r, e - 1g < k 
h h 

«T ( f ) + l o g + M (T,f) 
e e 

для r > h, где k = k (p,h) > 0 ֊ константа. 

dTdt 
Tt 

+ k log 2 (pr) 

e 

2.2. Представление классов Mp. В работе [4j доказано, что если функция 
f e A'b (Sh) равномерно непрерывна на dSh, то ее можно приблизить 
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1 
f 

аппроксимацию на Sh мероморфными функциями порядка р G (0,1). 

g 
оси принадлежит, классу Mр, если g ограничена на Sh и 

T (r,g) = O (rp) при r ^ ж. 

Теорема 4. Пусть v0 (r) = rp / 2, v выбрано на R так, чтобы v (r) = —v (—r), 
определим 

j (z) = jo (x) + iy, z = x + iy G Sh, 

где j0 = v - i on R . Если все функции f G A'b (Sh), (f • j)' и (f • j)" ограничены 

на dSh, то f допускает равномерное приближение на Sh функциями из класса 

M  р. 

e>0 
g 

Из условия теоремы следует, что |(f о j)'| < M и |(f о jj)"\ < M на dSh. 
Учитывая, что j (r) = 1/v' (r), получим խք9 (z)| < M ^ ' ՚ . Из определения 

j следует, что f (z) j" (z)| < M0, ^^^^да получим | z 2 f " (z)| < Mi . Таким 
образом, из (51) для у = 1 получим T (r,g) = O ( r p ^ i r ^ ж, что завершает 
доказательство. 

В заключение автор считает своим приятным долгом выразить благодарность 
своему научному руководителю проф. И. У. Аракеляну за постановку задачи и 
помощь при ее решении. 

Abstract . The paper discusses the problem of approximation of functions conti-
nuous on a closed stripe Sh = {z : |lmz| < h} and holomorphic in its interior. The 

f 
g 

T( r, g) f Sh 

ties of f on dSh. It is assumed that the possible poles of g are restricted to the 
imaginary axis. 
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