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А Н Н О Т А Ц И Я . В 1956 году А . Плейелем было найдено семейство тождеств, 
непосредственно связанных с изопериметрическими неравенствами для плос-
ких выпуклых областей. Будем называть их классическими тождествами 
Плейеля. Р. В. Амбарцумян дал комбинаторное доказательство этих тож-
деств и указал, что они могут быть использованы для нахождения функ-
ции распределения длины хорды для выпуклых областей. В классических 
тождествах Плейеля интегрирование проводится по мере в пространстве G 
прямых, инвариантной относительно группы всех евклидовых движений. В 
настоящей статье эти тождества обобщаются на любую локально-конечную 
меру в пространстве G. Эти тождества применяются для нахождения зави-
сящей от ориентации функции распределения (или плотности) длины хорды 
ограниченных выпуклых областей. 

Выпуклые области; распределения длины хорды; комбинаторный алгоритм; 
функции ширины. 

I. В В Е Д Е Н И Е 

Обозначим через G пространство всех прямых g в евклидовой плоскости R 2 , 
(p, գ>) = полярные координаты основания перпендикуляра, опущенного на пря-
мую g из начала координат O (стандартные координаты прямой g G G). Пусть 
[P] - пучок прямых, проходящих через точку P, т.е. 

[P] = {g G G : P G g}. 

Мера m(-) в пространстве G называется беспучковой, если 

m([P]) = 0 для любой точки P G R 2 . 

Все меры, которые рассматриваются в настоящей статье суть локально-конеч-
ные, т.е. термин мера всегда означает локально-конечную меру. Обозначим через 

меру в пространстве G, инвариантную относительно группы M всех евкли-
довых движений (параллельных переносов и вращений). Также мы используем 
обозначение dg для этой меры. Известно, что (см.[7]) 

p(dg) = dg = dp d<p, 
з 
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где dp ֊ одномерная лебегова мера, а ձգ> ֊ равномерная мера на единичной 

окружности S i с центром в начале координат. 

Для ограниченной выпуклой области D через [D] будем обозначать множество 

прямых, пересекающих D : 

[D] = {g е G g Ո D = 0} . 

Имеем (см. [5J, [7]): 

K[D}) = \dD\, 

где dD ֊ граница области D, a \dD\ обозначает GG ДЛИНу. 

В настоящей статье получены обобщения классических тождеств Плейеля для 

любой беспучковой меры в пространстве G. Последние используются для нахож-

дения зависящей от ориентации функции распределения (или плотности) длины 

хорды ограниченных выпуклых областей. 

2. К О М Б И Н А Т О Р Н А Я Ф О Р М У Л А А М Б А Р Ц У М Я Н А 

Этот параграф содержит описание конкретного комбинаторного разложения, 

версии которого были использованы в работах [2]-[4] и [5], [7]. М ы применяем 

это разложение в следующем параграфе. Д л я полноты, начнем с общего комби-

наторного алгоритма, впервые представленного (без доказательства) в [8]. 

Предположим, что на плоскости задано конечное множество точек {Pi} (неко-

торые тройки точек могут быть коллинеарными). Обозначим через pij отрезок 

с концами P i и P j , а терез \pij \ его длину. Положим [pij] = {g е G g Ո pij = 0} . 

Пусть B r { P i } минимальное (конечное) кольцо (кольцо Б ю ф ф о н а ) подмножеств 

G, содержащее все множества [pij]. Две точки Pi и Pj называются соседними, 

если отрезок pij не содержит других точек из множества { P i } . К а ж д о й паре 

Pi,Pj соответствует прямая 

gij = Pi Pj 

G 

1 = {g е G все точки из {Pi} gj в правой от g полуплоскости}, 

2 = {g е G все точки из {Pi} ^ gij в левой от g полуплоскости}, 

3 = {g е G ^отка Pi лежит в правой, a Pj в левой от g полуплоскости } . 

4 = {g е G т о ч к а P i лежит в левой, a Pj в правой от g пгауплоскости} . 

g е G 

g е G 

прямой gj мы приписываем направление, скажем от Pi к P j , тел и i < j . По 
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непрерывности, оно однозначно определяет направление прямых g из окрестно-

сти прямой gij. 

К а к обычно կ(ց) = 1, если g G A и 0, в противном случае. 

Т е о р е м а 1. (Р.В. Амбарцумян [3], [7] and Щ).Для произвольной беспучковой 

меры в пространстве G значение меры m(C) для каждого подмножества C G 

Br{Рг} представимо в виде линейной комбинации величин т([ргj]) между со-

седними точками Рг и P j , с целочисленными коэффициентами: 

(2.1) m(C) = £ сц(C) т([рц]), 
i<j 

где сумма Y1 берется по всем парам соседних точек из множества { Р г } . Целые 
i<j 

числа сг] вычисляются по формуле: 

( 2 . 2 ) Cij(C) = IC(+ j ) + IC(i 3 ) - IC(i 3 ) - IC(+ 3 )• 

В (2.2) 

IC(i,3 ) = IcM(g), IC(i ,j ) = Icra(g), IC(i ,3 ) = 1спз(д), IC(i ,3 ) = IcM(g)-

З а м е ч а н и е 1. Отметим, что в случае наличия коллинеарных троек в {Рг} 

разложение (2.1) не единственно. Пример различных представлений (2.1) - (2-2) 

можно найти в статье [10] -

3. О Б О Б Щ Е Н Н О Е Т О Ж Д Е С Т В О П Л Е Й Е Л Я 

В 1956 году А. Плейелем было найдено (см. [1]) семейство тождеств, непо-

средственно связанных с изопериметрическими неравенствами для плоских вы-

пуклых областей. Будем называть их классическими тождествами Плейеля. Р. В. 

Амбарцумян дал комбинаторное доказательство этих тождеств и указал, что они 

могут быть использованы для нахождения функции распределения длины хор-

ды для выпуклых областей. В случае многоугольников функция распределения 

длины хорды представляется в терминах элементарных функций. В классиче-

ских тождествах Плейеля интегрирование проводится по мере в пространстве 

G прямых, инвариантной относительно группы всех евклидовых движений (па-

раллельных переносов и вращений). В настоящей статье получены обобщения 

классических тождеств Плейеля для любой беспучковой меры в G. 

Пусть D есть ограниченная выпуклая область на плоскости с кусочно-гладкой 

границей 3 D (т.е. 3 D ֊ объединение счетного числа дуг с непрерывно меняю-

щейся касательной). 
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Пусть gi,..., gn, gi G [D] - n прямых, пересекающих D . Обозначим через xi = 

gi Ո D , i = 1 ,•••, n хорды области D , порожденные прямыми g1,..., gn. Рассмотрим 

беспучковую меру m(-) в пространстве G. 
n 

Разложение (2.1)-(2.2) используем в следующей постановке. Пусть C = Ո [\i]-
i=1 

Рассмотрим множество 

{ P j } = множество концов хорд xi. 

Можно доказать, что 

C G B r { { P j } } 

и разложение (2.1)-(2.2) принимает следующий вид: 

(3.1) 
n 1 1 

m ( C ) = 5 3 / n ֊ i ( x ( g i ) ) ՝ m ( [ x ( g i ) ] ) + 2  I n - 2 ( d k ) ' m ( [ d k ] ) - շ in-2 (sk )-m ( [sk]), 

i = 1 dk sk 

где Ik (v) = 1, тел и v пересекает точно k хорд из множества {x(g1), •••,x(gn)}j и О 

- в противном случае. Здесь мы предполагаем, что в случае v = x(gi) Д л я неко-

торого i, хорда x(gi) н е учитывается. Отрезок является типом d (типом в), если 

он соединяет две различные хорды x(gi)  и x ( g j ) такие, что x(gi) и x ( g j ) лежат в 

р а з н ы х п о л у п л о с к о с т я х (в о д н о й и т о й ж е п о л у п л о с к о с т и ) относительно 

отрезка d (отрезка в). 

Проинтегрируем (3.1) по всем реализациям n прямых (g1, •••,gn) по мере про-

изведения dg1...dgn. Так как 

m(^n=1[x(gi)]) = In(g) m(dg), 
G 

где In(g) = IC и (см. [5j) 

(3.2) f dg = 2 • \ x ( g ) \ , 

то по теореме Фубини, получаем 

(3.3) f ... f m(^n=1[x(gi)]) dg^.dgn = 2N I \x(g)\ n m(dg). 
G G G 

Проинтегрируем первую сумму в (3.1). По симметрии имеем: 

(3.4) f ... f £ In-1(x(gi)) • m([x(gi)]) dg1 ...dgn = n2N-1 [ x n - 1(g) m([x(g)]) dg. 
G G i=1 G 

Отметим, что при n = 1 не существуют слагаемые типа sk и dk. Поэтому полу-

чаем 

(3.5) I x (g՝)  m ( d g ) =  1 I  m ( [ x ( g ) } )  dg• 
J[D]  2 J[D] 
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Если число прямых n > 1, то возникают слагаемые типа s k и dk. Рассуждениями 

аналогичными [7] стр.156-157, по симметрии получаем 

՝^2ln-2(dk) • m([dk]) - 2 In-2(sk) • m([sk]) 
. dk sk 

dgi...dgn = 

(3.6) = n(n - 1 ) 2 n - 2 f f | x i 2 | n - 2 m( [x i2 ] ) • [Id - Is]dgi dg2, 

JG JG 

где Xi2 обозначает отрезок, соединяющий "концы" отрезков x(g1) и x(g2)  а Id и 

I s суть индикаторы событий {х12 ՜ тип a d} и { \ 1 2 ՜ тип a s } , соответственно. 

Используя представление 

dgi = sin фг dli dфi, i = 1, 2, 

можно проинтегрировать по Փւ и ф2 в правой части (3.6). Для фиксированных 

l1,l2 G 3D имеем (см. [5] или [7]): 

/ / sin ф1 sin ф2 [Id - I s ] dф1 dф2 = - 4 cos a1 cos a2, 
J 0 J 0 

где углы a1 и a2 суть углы между Х12 и 3D в лотках l1 и l2 соответственно, 
D 

Следовательно, получаем тождество 

f l x ( g ) l n m(dg) = n f l x ( g ) l n - 1 m([x(g)]) dg 
JG  2 JG 

n( n 1) 
(3.7) хП—2m([x12]) cos a1 cos a2 dl1 dl2, 

4 J(dD)2  

которое называется обобщенным тождеством Плейеля. 

В частности, если m(dg) = dg, т.е. m([x(g)]) = 2 • |x(g)|j мы получаем класси-

ческое тождество Плейеля: 

(3.8) x^)^ dg = — xn—1 c o s a 1 cos a2 dl1 dl2. 
JG  2 J(dD)2  

Рассуждениями аналогичными [5] или [7], получаем 

I' f d x m m(dg) =  1 I' f'dx(g)|) m([x(g)]) dg 
JG  2 JG 

(3.9) - f " ( | x 1 2 1 ) m([x12]) cosa1 cos a2 dl1 dh 
4 J(dD)2  

для любой функции f (x) два раза дифференцируемой и удовлетворяющей усло-

f ( 0 ) = 0 D 

не обладает прямолинейными частями. 
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Используя якобиан (см. [5] или [7]) 

x(g) dg 
dl1 d/շ : 

sin a1 sin a2 

получаем 

I' f (\x(g)\) m(dg) = 2 I' f '(\x(g)\) m([x(g)]) dg 
J G  2 J G 

(3.10) - I f f"(\x(g)\) x(g)m([x(g)]) cot a1 cot a2 dg. 
2 [D] 

Последняя формула есть обобщенное тождество Плейеля в общем виде. Отме-

тим, что тождество Плейеля из |7| имеет вид: 

(3.11) f f (\x(g)\) dg = [ f'(\x(g)\) x(g)cot a.1 cot a.2 dg 
G [D] 

4. П Р О В Е Р К А 

Проверим формулу (3.10) для меры m() сосредоточенной на прямой g0 G [D], 

т.е. 

I 1, если g0 G A, 
m o ( A ) = < п , . I 0, если g0 G A. 

В этом случае имеем 

/ f (\x(g)\) mo(dg) = f (\x(go)\) 
G 

и формула (3.10) принимает вид: 

(4.1) f (\x(go)\) = 2 ! f'(\x(g)\) dg - ֊ / f"(\x(g)\) x(g) cot a1 cot a2 dg. 
2 J[x(go)]  2 J[x(go)] 

Отметим, что формула (4.1) при f (x) = xn совпадает с формулой (1.8) из [10]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о (4.1). Запишем классическое тождество Плейеля для функ-

ции f'(x) и прямоугольника D0 с двумя параллельными сторонами равными 

x (g 0 ) , а другими двумя ֊ бесконечно малыми сторонами равными е: 

(4.2) f f'(\x(g)\) dg = f f "(\x(g)\) x(g)cot a1 cot a2 dg + ^ f ՝ f'(u) du 
J[D o] J[Do] i=^'0 

Так как 

a՝ V / f '(u) du = 2 [f ( \x(g0)\ ) - е] 
i = 1 j 0  

то при е ^ 0 получаем (4.1). 
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5. С Л У Ч А Й Т - И Н В А Р И А Н Т Н О Й М Е Р Ы В П Р И С Т Р А Н С Т В Е G 

Меры в пространстве G, инвариантные относительно группы Т всех парал-
лельных переносов плоскости М2), имеют следующий вид (см. [7]): 

(5.1) m(dg) = dp^(d^), 

где dp ֊ одномерная мера Лебега, а դ^ֆ) ֊ некоторая мера в S^. Мера դ(^) 
называется розой направлений Т-инвариантной меры в пространстве G. 

Рассмотрим меру, роза направлений которой, сконцентрирована в точке ф0. В 
этом случае формула (5.1) принимает вид: 

(5.2) m(dg) = с!р6ф0 (с!ф), 

где 5ф0(•) ֊ мера, сконцентрированная в точке ф0, т.е. 

, , , Հ ) 1 если Ф0 G A, 
6Фо (A ) = \ п АИЛ I 0 если ф0 G A. 

Так как в этом частном случае 

m([x(pA)}) = | sin^ - ф0)| • Мр,ф)1 

то получаем 
։• Р2 (фо ) 1 ր 

f Ыр,ф0)|) dp = - f'(\x(g)D l x ( g ) l l sin(ф - ф0)| dg-
Jpւ(Փօ) 2 J[D] 

(5.3) - \ f f " ( l x ( g ) l ) • l x ( g ) l 2 l sin(ф - ф0 )| cot a1 cot a2 dg, 
2 [D] 

где p1^0) и p2 (ф0) суть значения p для двух параллельных касательных к гра-

3D ф0 

Подставляя в формулу (5.3) 
0 если u < y, 

f y ( u ) = . Հ . 
1 если u > y 

получаем 

Ь(ф0) • [1 - Բփօ (y)] = 2 ! S(lx(g)l - y) l x ( g ) l l sin(ф - dg-
2 [D] [D] 

(5.4) - 1 [ ^'(lx(g)l - y) • l x ( g ) l 2 l sin(ф - ф0)| cot a1 cot a2 dg, 
2 [D] 

где Ь(ф) ֊ функция ширины (ф - направление), а Բփ(ց) ֊ зависящая от направ-
ф 

Рфо  (y) = Ьф0)  L1 {p :  lx (p ,M l <y }> 
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где L1 - одномерная мера Лебега. В формуле (5.4) производную функции f y (u) 
должны заменить на ^ ^ у н к ц и ю Дирака, сосредоточенную в точке у. 

Проверим формулу (5.4) в случае круга радиуса R. В этом случае Ь(ф) = 2R 
для любого направления ф. Также имеем 

t t /4R2 - x2  

cot a1 = cot a2 = , 
x  

/ \ տ1ո(Փ - ф0)\ dф = 4, 
J0 

1 шт2 2 1 x dx P = о V4R 2 - x2 и dp 
2 2^4R 2 - x2 ' 

Используя формулы (см. [6]) 

J S(x - у) f (x) dx = f (y), 

J S'(x - y) f (x) dx = -f '(y), 

получаем 

2R [1 - ԲՓ0 (у)] = R2 - 2 - {x V4R 2 - x 2 )'x=y, 

или 

2R [1 - Բփօ (y)] = л / 4R 2 - у2. 

Следовательно, 

{0 если у < 0, 

1 e a r n у G (0, 2R). 
1 если у > 2R Соответствующая плотность распределения 

(0 если у G (0, 2R), 
Խ ( у ) = { y е с д и у G (0, 2R) 

f( y) 

6. С Л У Ч А Й М Н О Г О У Г О Л Ь Н И К О В НА П Л О С К О С Т И 

D 
гаемые вида 

/ / f ''(\x12\) \x12\ cos a1 cos a2 dh dh, 
J J a՝x a՝ 

где ^ - сторона многоугольника D, i = 1, 2 , n . 
cos a1 cos a2 = 1 
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/ dh f"(lh - hl) lh - 1 dl2 = V | sin(ф - фс)| 
0 0 i=1 Г f H d U - f 1 

Следовательно, формула (5.3) для многоугольника принимает вид: 

гР2(фо) 1 Ր 

f (МР,Ф0)|) dp = - f'(lx(g)l) x(g) l sin(ф - dg-
•հւ(Փօ)  2 J[D] 

- 2 / [D]f " ( l x ( g ) l ) • x2(g) l sin^ - ф0)| cot a1 cot a2 dg+ 

(6.1) + ^ | s i n ^ - ф0)| 
С f (Ա) du - f 1  

i=1 

Отметим, что здесь условие f (0) = 0 не необходимо. Если f (x) = 1, то получаем 
1 n 

Ъ(ф0) = 2 l sin(Ф - ф0)| օՎ, 
2 i=1 

Ъ(ф) ф0 

Если в формулу (6.1) подставить 

. . . I 0 если u < у, 
f y ( u ) = < ֊ , I 1 если u > у, 

то получим формулу для зависящей от ориентации функции распределения дли-

ны хорды для многоугольников: 

1 
Ъ(ф0) • [1 - Բփօ(у)] = \ W S(lx(g)l - у) x(g) l Мф - ф0)| dg-

2 i < j J [ai]n[aj] 

- 2 [ ai] ո [aj]S'(lx(g)l - y) • x2(g) l SIN^ - ф0)| cot a1 cot a2 dg+ 

(6.2) + ^ | s i n ^ - ф0)| 
+ ai I (ai > y) 

(ai - y)+ - ֊ 
2 

i = 1 

Если предположим, что многоугольник D не имеет параллельных сторон, то в 

каждом из интегралов в сумме Y1 можно провести одно интегрирование, пере-

х с ^ к координатам ( | x | , , ^ M j c M . [7]): 

sin a 1 sin a 2 
dg = Y ֊ ^ ֊ , ту d^ d^, l sin(a1 + a2)| 

где a1 ֊ угол между ai и хордой x(g) = g Ո D, a a2 ֊ угол между aj и хордой 

x(g) (g € [a,,] Ո [aj]). Следовательно, получаем 

Ъ(ф0) • [1 - Բփօ(y)] = 

a „- a 
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у V՝ —— I \ sin^ - ф0) \ (cos фcos(Yij - ф) +2 sin фsin(Yij - ф)) dф+ 
2 К  S l n Hj Jփ՝յ(y) i<j  J  ф՝з 

ai I(ai > у) 
+ J2 \ SIN^ - ф0)\ ( ai  - у ) +  -

2 

где Yij - угол между непараллельными сторонами a i и aj, и 

Фij (у) = {ф : существует хорда с направлением ф и ротной у, 

соединяющая a i и aj}. 

Автор благодарит профессора В. К. Оганяна за полезные советы. 

A b s t r a c t . A family of identities primarily associated with isoperimetric inequali-
ties for planar convex domains was discovered by Pleijel in 1956. We call these 
identities classical Pleijel identities. R. V. Ambartzumian gave combinatorial proof 
of these identities and pointed out that they can be applied to find chord length 
distribution functions for convex domains. In the classical Pleijel identities integration 
is over the measure in the space G of lines which is invariant with respect to the 
all Euclidean motions. In the present paper they are considered for any locally-
finite measure in the space G. These identities are applied to find the so-called 
orientation-dependent chord length distribution (or density) functions for bounded 
convex domains. 
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