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А Н Н О Т А Ц И Я . В работе изучаются вопросы сходимости гриди алгоритма по 
системе Уолша в пространстве C(0, 1). Приведены достаточные условия для 
равномерной сходимости гриди алгоритма по системе Уолша. Доказано су-
ществование функции, удовлетворяющей более сильным условиям, для ко-
торой последовательность частных сумм ряда Фурье-Уолша расходится в 

0 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Пусть F = { f n } - полная, минимальная, нормированная система в Банаховом 

пространстве X и G = {gn} - ее сопряженная система. Слабый гриди алгоритм 

по системе F определяется следующим образом. Пусть է е (0,1] фиксировано и 

функция f е X . Обозначим через Л т (է ) множество из m индексов, для которого 

справедливо неравенство: 

, min \ck ( f ) | > է max \ck ( f ^ 

где ck ( f ) = (gk , f ) , и определим 

GUf ) : = G t„Xf,F ) : = ^ ck (f )wk, 
keAm(t) 

f F 
t = 1 

Gm(f) = Gm(f,F) := G lm(f, F) 
f 

ритма по тригонометрической системе изучались Корнером [1, 2], Темляковым 

и Конягином [3, 4, 5]. В работе автора [6] эти вопросы рассмотрены для системы 

Уолша W = {wn}™=0 в пространствах Lp(0,1). 
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В настоящей работе мы приводим аналоги некоторых результатов Коняги-

на и Темлякова [5] для системы Уолта в пространстве непрерывных функций 

C(0,1). Для любой функции f G L1(0,1) обозначим через {an(f^^^ убываю-

щую перестановку последовательности { | c k ( f ) | } k e N j где с к ( f ) ֊ коэффициенты 

f 

Т е о р е м а 1. Пусть убывающая последовательность {An}^° удовлетворяет ус-

ловию 

У՜^ An = o(1) при M ^ ж. 
M<n<eM  

Тогда для каждой функции f G C(0,1) такой, что a n ( f ) < An, n = 1, 2 , . . . 

имеем 

lim | f ֊ GUf, W)||то = 0 . 

m — ^ 

{An} 

1 и не быть суммируемой. Из следующей теоремы, в частности, следует, что 

существует непрерывная функция, гриди алгоритм которой по системе Уолша 

равномерно сходится, а ряд Фурье-Уолша расходится в некоторой точке. 
An 

n = 1, 2,... не суммируема. Тогда существует непрерывная функция f такая, 

что a n ( f ) < An, для которой последовательность частных сумм ряда Фурье-

0 

Теорема 1 доказывается аналогично случаю тригонометрической системы (см. 

[5]), в обосновании нуждается только доказанная в следующем параграфе лемма 

2. 

Ниже мы докажем теорему 2. 

2. О Б О З Н А Ч Е Н И Я И В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н Ы Е Р Е З У Л Ь Т А Т Ы 

Напомним, что система Уолша {wn}™=0 в нумерации Пэли определяется ра-

венствами 
к к 

w0(x) = 1, wn(x) = JJ^ ( r i ( x ) ) £ г если n = ^ ^ e i 2 i (ei = 0 и л и 1 ) , 
i=0 i=0 

где {ri(x)} ֊ система Радемахера. Ядро Дирихле для системы Уолша определя-
ется следующим образом: n ֊ 1 

Dn(x) = ^2 wi(x). 
i=0 
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Для функции f (ж) определим w(f) следующим образом: 

^(f,x) = lim sup \f (x) — f (y)\, 
\ x ֊ y \ < S 

u(f) = sup w(f,x). 
x 

Рассмотрим поле F2 := {0; 1}, где сложение и умножение определяются по моду-

лю 2. 

Л е м м а 1. Пусть ej е F2 (i = 1 , 2 , . . . , n , j = 1,...,m), n > m и bj е F2 

(j = 1,... ,m). Тогда, если система линейных уравнений 
n 

xi =  b j ,  j =  1,...,m, 
i=i 

имеет хотя бы одно решение в поле F2, то она имеет как минимум 2n -m  

разных решений. 

Доказательство. Так как система линейных уравнений имеет хотя бы одно 

решение, то из переменных xi , x i , . . . , x n , как минимум, n — m независимы. Сле-

0 1 

системы линейных уравнений. Таким образом, будем иметь 2n -m разных реше-

ний. 

Л е м м а 2. Пусть функция f , \\f ||то = 1 имеет вид 

f = 5 3 ckwk(x), \ Л \ < m. 

keA 

Тогда для всякой функции g такой, что \\ց\\շ < 2 - m / 2 - i справедливо неравен-

ство 
\\f + g\U > 1/2. 

Доказательство. Пусть x0 е [0,1] и y0 = f (x0), докажем, что 

m{x : f (x) = y 0 } > 2 - m . 

Пусть {x^} ֊ последовательность коэффициентов двоичного разложения числа 

x x 

x = ^^ xi2 i i , xi = 0 или 1. 

Воспользуемся следующим представлением функции Уолша (см. [7], 1.2.12): 

wn(x) = ( —1)^=0 ^ , 
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где n =  k=0 ei2 i и ei = 0 или 1. 

Пусть 
m m 

f = Е jwnj ( * ) = Е Cj ( - 1 ) E t o e j X i • 
j=1 j=1 

Значение f в точке x зависит от четности числа Yli=0 Հxi- Положим 

k 

bj (х) := ^^ e j xi mod 2, bj (x) = 0 или 1, j = 1, 2, • • • 
0 

Так как y0 = f (x0), то равенство f (x) = y0 будет выполняеться во всех точках 

x 
k 

(2.1) xi = bj (x0) mod 2, j = 1, 2,...,m. 
i=0 

Можно считать, что к > m, в противном случае можно добавить нулевые коэф-

фициенты: e j =0, i > к Систему уравнений (2.1) можно рассмотреть в поле F2. 

Согласно лемме 1 имеем 2 k + 1 - m разных решений уравнений (2.1), а каждому 

решению x0,x1,... ,xk соответствует множество 
k k \ 

x 2  1 , x -  i -  1 -  k -  1  
i i J 2 x i 2 - i - 1 , J ^ x i 2 - i - 1 + 2 -

i=0 i=0 

2 - k - 1 f(x) = y0 

пересекаются. Таким образом, имеем множество меры 2 k + 1 - m 2 - k - 1 = 2 -m „ Н а 

котором f ( x ) = y0. Пусть y0 = 1 = \\f||то и A = {x : f(x) = 1}. Тогда 

mA > 2 -m, 

mA A 

\\f + д\\ж < 1/2• 

Тогда на множестве A будем иметь, что g(x) < - 1 / 2 . Следовательно, 

\\ց\\շ Վ Լ \g(x)\ 2dx) 7 Վ Լ 4dx^  / > 2 - m / 2 - 1. 

Что противоречит условию леммы. Лемма доказана. 

Через 
N 

SN(f,x) = Е cn(f )wn(x) 
n=0 

f 
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Л е м м а 3. Пусть убывающая последовательность {An}^=1 \ 0 не суммируе-

ма. Тогда для произвольного к e N существует полином Уолша q и натуральное 

число N такие, что 

(2.2) an(q) < An, n > 1, 

(2.3) \к\\то ^ 0 щи к ^ ж, 

(2.4) SN(q, 0) ^ ж при к ^ ж^ 

Доказательство. Константы Лебега для системы Уолша 
1 

:= n Ln := I \Dn(t)\dt 
0 0 

удовлетворяют неравенству 

Lnk > C ln nk 
nk 

Pk(x) := sgn(Dnk ('x))^ 

Тогда 

(2.5) \pk(x)\ < 1 и Pk(x)Dnk (x) = \Dnk (x)\, x e [0, !]• 

Pk 2nk 
имеем 

r-1 ր 1 

\ ..«4 }dt 
0 0 

(2.6) Snk (Pk, 0)= F Pk (t)Dnk (t)dt = F \Dnk (t)\dt = Lnk • 
0 0 

Откуда получим 

(2.7) \cn(pk)\ < 1 

Можно считать, что An ^ 0. Имеем 

J^A2in = ж, l e N 
n 

Поэтому для l = nk можно найти числа m2 > m1 такие что 

(2.8) ( l n l ) - 1 / 2 < £ A2in < 2(lnl) - 1 / 2. 
mi <n<m2 

Пусть pk = J2k=0 ajwj, где k0 < 2l. Положим j=0  j  j  

ko 

a j  w ' 2 s j ( ( 2 . 9 ) p s k a j  w 2 s j ( x ) • 
j=0 
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Если рассматривать функции Уолша на всей числовой оси как периодические 

функции с периодом 1, то справедливы равенства (см. [7], 1.1.9) 

w2sj (x) = wj (2 s x) 

(2.10) 

Определим 

(2.11) 

где 2 s > m 2 . Возьмем 

p sk (x) = pk (2 s x). 

qn(x) := A2inwn(x)pk(x), 

q ( x )  := XI qn ( x )  

mi <n<m2 

qn 

n < 2 s, слагаемыe в qn будут иметь вид 

wnw2 sj = wn®2 sj = wn+2 sj. 

q 

\cn+2sj(q)| = \cj(pk)A2in\ < A2in < A 2 i n ֊ j , 0 < j < ко, 

Заметим, что индексы 2ln — j при mi < n < m2 и 0 < j < k0 различны и больше 

2mi. Это доказывает (2.2). Из (2.5), (2.8), (2.10) и (2.11) получим 

< X \\qn\\~ < Е A2in < 2(lnl) - 1 / 2, 
mi<n<m2 mi<n<m2 

откуда следует (2.3). Пусть N = 2 snk + m2. Тогда 

SN (qn, 0 ) = A2inSN (wn(x)pk ( x ) , 0 ) = A2inSN (pk ( x ) , 0). 

Используя (2.9) получим, что 
nk 

SN (qn, 0) = A 2 i n ^ aj = A^Snk (pk, 0) = A2inLnk > CA2in ln l. 
j=0 

Следовательно, 

SN (q, 0) ] T SN (q, 0) >C A2in l n l > C ( l n l ) 1 / 2  

mi <n<m2 mi <n<m2 

(cm. (2.8)), откуда следует (2.4). 
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3. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Т Е О Р Е М Ы 2 

Пусть {An}^=1 \ не суммируемая последовательность. По индукции постро-

им последовательности полиномов Уолша {pk} и {qk}. Возьмем последователь-

ности {ai} и { Կ } : 

2 = а0 < а1 < • • • < а < 1 и ei = 2 - i • 

q1 

( 3 . 1 ) an(q1) < 1 An, n > 1, 

(3.2) \\q1 \\^o < £ 0 , 

( 3 . 3 ) S N I (q1,0) > ւ 

q1 

c q1 

[a, c) [c, b) 

интервалов 

I j = [a j , c), j = 0, 1, • • • ,l, a = a0 < a1 < • • • < c, 

таких, что 
\Ij \ = 2 \ I j - 1 \, j = 1,2,---,l, 

к>0 

(3.4) \ j \ = ֊ , j = {••• 

Обозначим через Xi ֊ характеристическую функцию интервала I и построим 

функцию вида 
I 

p1 =  b j  X i j 

j=1 

так, чтобы выполнялись соотношения: 

(3.5) u(q1 + p1,x)[a,b) <61^ 

( 3 . 6 ) \\p1\\x < u(q1), 

(3.7) an(q1 + p1) < aAn, 

(3.8) Sni (q1 + p1,0) > ւ 

Для выполнения (3.5) и (3.6) достаточно, чтобы {bj }j=1 удовлетворяли условиям: 

(i) bj имеет тот же знак, что и q1(c + 0) — q1(c — 0), 

(ii) \bj\ <61, j = 



О С Х О Д И М О С Т И ГРИДИ А Л Г О Р И Т М А ПО С И С Т Е М Е У О Л Ш А 25 

i 

(iii) u(qi,c) — 61 <^2 \bj\ <u(qi,c). 
j=i 

А условия (3.7) и (3.8) будут выполнены, если при достаточно маленьком в (0 < 

в < ai — а0) мы будем иметь, что 

( 3 . 9 ) an(pi) < eAni+n, n > 0 , 

ni = max{n : an(qi) = 0}. 

Действительно, тогда (3.8) будет следовать из (3.3), а (3.7) из (3.1), так как в 
ni 

an(qi + pi) < an(qi) + a i (pi) при n < ni 

и 

an(qi + pi) < an-ni ( p i ) п р и n > ni. 
bj 

в 
(3.10) \bj \ = 2 Ani+2k+j, j = 1, 2,...,l 

(см. также (i)), и проверим выполнение условий (ii), (iii) и (3.9). 

в 

l 

что ряд J2 (j=i Ani +2k+j расходится. Действительно, в силу монотонности An 

ж i j 

YsAni+2 k+j > 2k  Aj = 

j = i j=ni+2 k  

pi 

(3.11) Cn(pi)= / wn(x)pi(x)dx = / wn(x)pi(x)dx. 

Jo JI i 

Если n < 2k, то (cm. (3.10), (3.11)) 
i 

I Cn (pi) I = pi (x) dx 
'Ii 

^ \ b j \\Ij \ < в A ni+2 k+ i <  e Ani+n+i. 
j=i 

Пусть ai(pi) = \cki(pi)\. Так как kj при 0 < i < n неотрицательны и различны, 

то для некоторого j < n справедливо kj > n — 1. Учитывая монотонность ai(pi) 

имеем 

an(pi) < aj (pi) = \Ckj (pi)\ < eAni+n. 
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Пусть теперь 2k l < n < 2 k i + 1. Тогда 

1 l l 

cn(pi ) = / wn(x)pi(x)dx = I wn(x)\ bj XI. (x)dx = > bj wn(x)dx 
J o  J o j = 1 j = ki 

при 1 < k1 <l. Следовательно, 

\cn(pi)\ < 
/ pi(x)dx 

hk i 

l 

= Y . I bj I1 j I <вА n1 + 2ki + i < вА ni+n+1 
j=ki 

откуда, как и в случае n < 2к С Л G Д у G Т (3.9). Таким образам, мы построили поли-

p1 

Если повторить этот процесс для каждой точки разрыва функции q1y то можно 

получить 

(3.12) u{q1 + p1,x)[o,1] <e1 

вместе с условиями (3.6)-(3.8). 

Допустим полиномы pk и qk построены. Применив лемму 3 для последова-

тельности An+mk+i, n = 1, 2,..., найдем полином qk+1 такой, что: 

(а) любой коэффициент полинома qk+1 по модулю меньше, чем коэффици-

енты полинома 

fk + pi), 
i=1 

(b) спектры у qk+1 и f k не пересекаются, т.е. 

min{n : Cn(qk+1) = 0} > max{n : Cn(fk) = 0}, 

(c) выполняются условия: 

(3.13) an(qk+1) < a k A n + m k + i , n> 0, 
(3.14) <  ek, 

(3.15) SNk+i (qk+1, 0) > 2k, 

mk+1 = max{n : an(fk) = 0}. 
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Затем, аналогично случаю к = 1, построим полином pk+i так, чтобы выполня-

лись следующие условия: 

(3.16) u(fk+i,x)[o,i] <6k+i, 

(3.17) \\pk+i\\j < u(fk + qk+i) < 26k, 

(3.18) an(fk+i) < ak+iAn, 

(3.19) SN fc+i (qk+i + pk+i, 0) > 2k. 

{ pk } {qk } 

j (3.20) f :=Y՝(qj + pi)=lim f j . 
Հ—' i—>oo 
i=i 

Равномерная сходимость этого ряда следует из (3.14) и (3.17). Докажем непре-

рывность функции f . Пусть x0 е [0,1]. Из (3.16) следует, что существует число 

3 > 0 такое, что 

\fk(x) — fk(xo) \ < 6k при \x — xo\ < 3. 

Следовательно (см. (3.14) и (3.17)) 

\f (x) — f (xo)\ < \fk(x) — fk (xo) \ + 2 - k+ 3 <6k + 2 - k+ 3, \x — xo\ <3. 

Непрерывность доказана. 

Из ((3.18) и (3.20) следует, что a n ( f ) < An. Остается увидеть, что последо-

f 0 

Это следует из (3.19), если учесть, что 

min(n : Cn(qk+i + pk+i) = 0) > max(n : Cn(fk) = 0). 

A b s t r a c t . The paper studies convergence of the greedy algorithm by the Walsh 

C(0, 1) 

given. It is proved that there exists a function satisfying more restrictive conditions, 

for which the sequence of the partial sums of the Fourier-Walsh series diverges at the 

0 
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