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АННОТАЦИЯ. В статье устанавливаются порядки ошибок при интеграль-
ных предельных аппроксимациях следов произведений усеченных операто-
ров Теплица, порожденных интегрируемыми вещественными четными функ-
циями, определенными на вещественной прямой. Эти аппроксимации и оцен-
ки соответствующих ошибок имеют большое значение в статистическом ана-
лизе стационарных процессов с непрерывным временем (асимптотические 
распределения и большие отклонения квадратичных Теплицевых функци-
оналов, оценка спектра, и т.д.). Результаты улучшают оценки, полученные 
авторами в предыдущих статьях . 
Найдено асимптотическое разложение второго порядка в явном виде д л я 
следа произведения двух усеченных Теплицевых операторов, порожденных 
спектральными плотностями стационарных дробных движений Рисса-Бессе-
л я с непрерывным временем. Показано, что порядок величины второго чле-
на в этом разложении зависит от параметров долговременной памяти этих 
процессов. Показано также , что особенность первого члена компенсируется 
вторым членом разложении, что гарантирует существенно лучшшее прибли-
жение исходного функционала. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Усеченные Теплнцевы операторы (соотв. матрицы) обычно возникают в стати-

стическом анализе стационарных процессов с непрерывным (соотв. дискретным) 

временем: асимптотические распределения и большие отклонения Теплицевых 

квадратичных функционалов, оценка спектральных функционалов и прогнози-

рование проверки гипотезы, основанное на прошлых наблюдениях за процессом 

и т.д., (см., например, [4, 8, 10] - [16], [18] - [23], и библиографии там же). 

Настоящая статья посвящена задаче аппроксимации следов произведений усе-

Ч6ННЫХ Теплицевых операторов и оцениванию соответствующих ошибок. Эта 

задача представляет интерес, в частности, в случаях, когда основной моделью 
з 
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является стационарный процесс с непрерывным временем с возможно неогра-

ниченной или обращающейся в нуль спектральной плотностью. Такие случаи 

возникают при изучении стационарных процессов с непрерывным временем дол-

говременной памяти (спектральная плотность не ограничена) а также противо-

устойчивых (спектральная плотность имеет нули). 

Пусть f (X) и g(X) - интегрируемые вещественные четные функции на R = 

(—то, го). Пусть B T ( f ) и BT(g) ֊ усеченные Теплицевы операторы, порожденные 

функциями f (X) и g(X) сответственно (см. [15, 18, 20]): при u(X) G L 2[0,T] 

(1.1) [BT (f )u](X)= f f(X — 
J о 

(1.2) [BT (g)u](X)= I g(X — 
о 

Ր + Ж Ր + Ж 

(1.3) f (t)= e iM f (X) dX и g(t)= e i X t g(X) dX 
I —oo J —oo 

f( X) g(X) 
Пусть v ֊ произвольное фиксированное натуральное число. Определим 

(1.4) ST,V := ST,V(f, g) = ֊tr[BT(f )BT(g)]V, 

/

+ТО 

[f (X)g(X)]V dX - ж 

и положим 

(1.6) AT,V :=AT,V(f,g) = \ST,V — MV\. 

Зс1Дс1Чс1 аппроксимации ST V величиной MV и оценки порядка ошибки AT,V для 

Теплицевых матриц рассматривалась еще в классической монографии Гренадера 

и Сеге [18], и была широко изучена в литературе (см., например, Ибрагимов [20], 

Розенблатт [23], Аврам [4], Фокс и Такку [8], Гиратис и Сургалис [16], Гиновян 

[10], Гиновян и Саакян [14], Либерман и Филипс [22], и библиографии там же). 

Для Теплицевых операторов вышеупомянутая задача частично исследована 

Ибрагимовым [20], Гиновяном [11, 13], а также Гиновяном и Саакяном в работе 

[15]. В этих работах получены достаточные условия (в терминах порождающих 
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функций f (A) и g(X)) для 

(1.7) At,շ = \ST,2 - M2I = о ( 1 ^ р и T ^ ж. 

В частности, в работе Гиновяна и Саакяна [15] доказаны следующие результаты. 

Теорема 1. Если функция 
/ + ТО 

f (X)g(X - ui)f (X - u2)g(X - ԱՅ) dX 
-ж 

принадлежит, L 2 (R 3 ) и непрерывна в 0 = (0,0,0), тогда имеет место (1.7). 

Теорема 2. Пусть f (X) е L1(R) Ո Lp(R) (p > 1) и, g(X) е L1(R) Ո Lq(R) (q > 1), 
1/p + 1/q = 1/2- Тогда имеет место (1.7). 

Теорема 3. Пусть f е L1(R) Ո L 2(R), g е L1(R) Ո L 2(R), fg e L2(R) и 
/ + Т О I- + TO 

f 2(X)g 2(X - բ) dX f 2(X)g 2(X) dX при բ ^ 0. 
-ж J -ж 

Тогда имеет место (1.7). 

Пусть SV(R) ֊ класс медленно изменяющихся в нуле функций u(X), X е R, 

удовлетворяющих условиям 

u(X) е Lж(R), lim u(X) = 0 
л^о 

и 

u(X) = u(-X), 0 < u(X) < Ա(^) при 0 < X < թ. 

Теорема 4. Пусть функции f и g интегрируемы на R и ограничены на R \ 

(-п, п) и 

(1.10) f(X) <\X\- aL1(X), \ g ( X ) \ < \ X \ - e L 2 X ) , X е [-п,п], 

L1 (X) L2 (X) 

(1.11) а < 1, в < 1, а + в < 1/2 и Li е SV, X - ( a+ e )Li(X) е L 2(T), i = 1, 2. 

Тогда выполняется (1.7). 

f(X) g(X) 
печивающие асимптотическое сотношение 

(1.12) AT = AT,2 = \ST,2 - M2\ = O(T - a), а> 0 ^ и T ^ ж. 

Результаты улучшают порядок о(1), полученный в теоремах 1 и 2. Мы получаем 

также точное асимптотическое разложение второго порядка в явном виде для 
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ST,1(f, g), в случае, тогда функции f и g являются спектральными плотностями 

стационарных дробных движений Риса-Бесселя с непрерывным временем. 

Статья построена следующим образом. В параграфе 2 устанавливаются оценки 

для ошибок AT,2> в параграфе 3 содержатся некоторые предварительные ре-

зультаты, параграф 4 посвящен доказательствам результатов, установленных в 

параграфе 2, а параграф 5 содержит разложение второго порядка для STj1. 

2. О Ц Е Н К И Д Л Я AT,շ 

Для ф G L p(R), 1 < p < го обозначим через шр(ф, 3) Lp ֊MOflyiib непрерывности 

ф: 

шр(ф,3) := sup \\ф(х + h) — ф(х)\\р, 3> 0. 
0<h<S 

Для заданного 0 < а < 1 и 1 < p < го, обозначим через Lip(p, а) = Lip(R; p, а) 

L p -raacc Липшица функций, определенных на R (см., например, [1], [6]): 

Lip(p,a) = {ф(\) G L p(R); Шр(ф; 3) = O(S a), 3 ^ 0}. 

Заметим, что если ф G Lip(p, а ) , тогда существует постоянная C такая, что 

^р(ф; 3) < C 3 а для всех 3 > 0. 

Т е о р е м а 5. Пуст,ъ функция y>(u) = <ք(սւ,սշ,ստ) G LX(R 3) такая, как в (1.8). 

Предположим, что для некоторых постоянных L > 0 и а G (0,1] имеем 

(2.1) И и ) — у(0)| < L\u\ a, u =(սւ ,սշ ,ստ ) G R 3 , 

где 0 = (0, 0,0) и \u\ = \ս1\ + \ս2 \ + \ստ\. Тогда для любого е> 0 имеет место 

(2.2) A t = օ ( ֊ ) при T ^ го. 

Т е о р е м а 6. Пусть f (X) G Lip^p^) и g(X) G Lip^^), а G (0,1] и p,q > 1 так, 

что 1/p + 1/q = 1/2. Тогда для любого е > 0 имеет место (2.2). 

3. П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Е Р Е З У Л Ь Т А Т Ы 

Докажем следующие леммы. 

Л е м м а 1. Пусть DT(ս) ֊ ядро Дирихле: 

(3.1) DT (ս) = ՚. 
ս/2 
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Тогда для любого 6 е (0,1) существует постоянная Cg > 0 такая, что имеет 
место 

T о 

'Ul1 
(3 .2 ) \DT(Ա)\ < , Ա е R . 

Доказательство. Для фиксированного T > 0 и Ա е К и з (3.1) имеем 

\DT (и)\< m i n j T, А } . 

С другой стороны, так как функция 

T 0 1 
1 (6) : = м ^ = м (T\u\)g 

\Ա \1  0 \Ա\ 

монотонна относительно 6, то 

I(6) > min{I(0), I(1)} = min I T , Ա J > 2\DT(U)\, 

откуда получаем (3.2). 

Л е м м а 2. Пусть 0 < в < 1 0 < а < 1, причем а + в > 1- Тогда для любого 

У е R, y = 0, 

, , I՝ 1 м 
(3-3) , ,„, , в dx < \x\ a\x + у\ в ՜ \у\ а+ в - 1' 

где M ֊ постоянная, зависящая от а и в-

Доказательство. Имеем 

Г 1 f 2 f 2 ax< : :—r-̂ dx + -—: : r֊7 dx 
' ' < \ x \ < 2 \ y \ I y I a  1 • ՝ Я  \x\ a\x + y\ e ~J\x | < M \x\ a\y\ e JM < | x | <2 | y | \y\ a\x + y\ e  

2 M1 + dx < 1 
+ J\x| >2 | y| \x\ a+ e < \y\ a+ e - 1  

M1 Г 1 M1 M 
+ -Tadt + , , „ , 1 , < \y\ a Jo<t<3Mt e [y\ a + e - 1՜ \y\ a+ e - 1' 

откуда следует (3.3). 

Обозначим E = {(Ա1,Ա2,Ա3) е R 3 : \щ\ < 1, i = 1,2, 3} и EC = R 3 \ E. 

Л е м м а 3. Пусть 0 < а < 1 и | < в < Тогда имеет место оценка 

( \ щ \ а 

(3.4) Bi := - i —в du1du2du3 < ж, i = 1, 2, 3. 
JE \u1 и2из(и1 + U2 + из)\ в  
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Доказательство. Используя лемму 2, можем записать 

С 1 г 1 г 1 
Bi < I -—ei—г I —в I 1—'/ duտduշdul 

Л|«1|<1| \ u i \ e a\-JR  u 2 y JR | ստ ( սւ + ս2 +  u s W 
r 1 г 1 

< M I -. t֊s г I ւ՜ռ՜ո гттгз—rdu2dui 
՜ J u m K i } \սւ\ բ-*\Լ Ы в \ ( u i + ս2)\ 2 Բ՜ 1  2  

< M2 / г—т ֊ 1 2 dui < го, 
J{\ui |<i} \ u i Г ՜ 0 " ՜ 2 

откуда получаем формулу (3.4) при i = 1. Величины B2 и Bs можно оценить 

аналогично. 

Л е м м а 4. Пусть | < в < 1. Тогда имеет место оценка 

г 1 
(3.5) I := -. -. - в duidu2dus < го. 

JEC \uiu2us(ui + u2 + us)\e 

Доказательство. Имеем 

(3.6) 

I < + + 1 -, ; ; гтг duidu2dus = : I i + I2 + Is. 

J \u i>i J\u2>i J\u3>i \ u i u 2 u s ( u i + u2 + u s ) l e 

Используя лемму 2, получим 

f 1 f 1 f 1 Ii < I 1 — e l 1 — в I 1—/ r e dus du2 dui J\ui|>i \uiy JR \u2 \  e JR | u s ( u i + u2 + u s W 

f 1 f 1 < M I ֊. r-j I ֊. Г7Г. Т7Г-5 T du2dui 
՜ J\ui\>i \ui\ eJR К в \u i + u2\2e-i 

< M2 f - — d u i < го. 
J\u 11 > i 

\ u i \ ֊ P ֊ 2  

I 2  I s 
буемый результат. 

4. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В А 

Доказательство теоремы 5: Обозначим 

(4.1) Ф ( ^ : = Фт(ui,u2, us) = ՜ ^ դ ^ DT(UI)DT(U2)DT(US)DT(ui + u2 + us), 

(4.2) ^ ( u ) : = Դ(սս u2, us) = փ(ui, ui + u2, ui + u2 + us), 
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где DT(и) определена как в (3.1), а ^(и1,и2,и3) ֊ как в (1.8). В работе [15] дока-

зано следующее представление для AT = AT,2: 
1 Ր + ж 

AT : = T tr[BT(f )BT(g)] 2 - 8п3 f  2(X)g 2(X) dX 
T J-ж 

(4.3) = [ [Ф(и) - Ф(0)]Фт (u)du, 0 = (0,0,0). 
J R 3 

Из (2.1) и (4.2) следует, что 

(4.4) \Ъ(и) - Ф(0)\ < 3L\u1\ a + 2L\u2\а + L\u3\ a, и = (и1,и2,из) е R 3 . 

Пусть е е ^^^^^^ лемм у 1 при 6 =  1 + £ - а и используя (4.3) и 
(4.4), получим 

\AT\< / \Ъ(и) - * ( 0 ) \ \ Ф т ( u ) \ d u + / \Ъ(и) - Ф(0) \ \Ф т (u) \du 
JE JEC  

Cg  3 f \u՜ \ 
< 7T У Cj I ; —; т du1du2du3 
- T 1 - 4 0 =  1JE \U1U2U3(U1 + U2 + мз)\ 1 - 0  1  2  3  

Cg f 1 
+  2 \ M \ ~ J E C \U1U2U3(U1 + U2 + U3)\1-0  d u 1 d u 2 d u 3. 

Отсюда и из лемм 3 и 4 следует утверждение теоремы 5. 

Доказательство теоремы 6: Согласно теореме 5 достаточно доказать, что функ-

ция 

(4.5) V>(t):= F fo (u)f1 (и - t f u - t2)f3(u - t3)du, t = (UMM) е R 3 

R 

принадлежит LT O(R3) и для некоторых положительных постоянных L и а е (0,1] 

удовлетворяет оценке 

(4.6) M t ) - ^ ( 0 ) | < L\t\ a, t = (t1,t2,t3) е R 3 , 

при условиях 

3 1 
(4.7) fi е Ыр(р^а), 1 < pi <ж, i = 0 ,1 ,2 ,3 , и ^ — < 1. 

i=0  P i  

Из неравенства Гелдера и условий (4.7) следует, что 
3 

H t ) | < П \\fihn(R) < ж, t = (t1,t2,t3) е R 3 . 
i=0 

Следовательно, ^ е LX(R3). 

Докажем (4.6). Зафиксируем t = (t1,t2,t3) е R 3 и обозначим 

(4.8) 7i(u)= fi(u - tj) - fi(u), i = 1, 2, 3. 
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Так как f i е Lip(pi, а), то имеем 

(4.9) 11/ilU < Li\t\ a, i =1,2,3. 

В силу (4.5) и (4.8) 

г  3 _ 
վ է ) = 1օ(ս)Ա ( f i(u) + fi(u)) du = + w. 

J r i=i 

Каждый из пяти интегралов, составляющих W содержит по крайней мере одну 

функцию f i , и ввиду (4.9) 

fo(u)f i ( u ) f 2 (u)fs (u)du < miisoifiiLPi if2(u)iLP2 mil,* < m c  

что и завершает доказательство теоремы 6. 

5. Р А З Л О Ж Е Н И Е В Т О Р О Г О П О Р Я Д К А Д Л Я S t , i ֊ 

В этом параграфе приводится разложение второго порядка в явном виде для 

S T P при p = 1, распространяющее результат, полученный О. Либерманом и А. 

Филипсом [22] на стационарные дробные движения Рисса-Бесселя с непрерыв-

ным временем. 

Напомним, что дробное движение Рисса-Бесселя (ддРБ), введнное в работе 

Ана и др. [2], и затем интенсивно обсужденное в ряде работ (см., например, [3], 

[9] и библиографии там же), определено как Гауссовский процесс с непрерывным 

временем X(t) со спектральной плотностью вида 

(5-D f ( л ) = iWW ՚ Л е R ' 

где C ֊ положительная постоянная, 0 < а < 1 и в > 1/2. 

Заметим, что процесс X(t) ֊ стационарный, если 0 < а < 1/2 ш нестацио-

1/2 < а < 1 а 

определяет долгосрочную зависимость (ДСЗ), или самоподобие (СП) ддРБ, а в 

показывает прерывистость процесса второго порядка (см., например, [3], [9]). 

Таким образом, вид (5.1) означает, что ддРБ может проявлять как ДСЗ/СП, 

так и прерывистость. 

Мы рассматриваем стационарный случай и предполагаем, что 0 < а < 1/2 и 

в > 1/2. 

Основным результатом этого параграфа является следующая теорема. 
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Т е о р е м а 7. Пусть fi(X), i = 1, 2, - функции спектральной плотности двух 

дробных движений Рисса-Бесселя, определенные следующим образом 

(5.2) fi(X)= | л | 2 ^ C+  , 0 ^ <  1 / 2 , & >  1 / 2 , i =  1 , 2  

Если a1 + а2 < 1/2, то при T ^ ж, 

ST,I = 1tr[BT (fi)BT (քշ)] 

Сб-3) = ը fi Ш 2 ( л )  -Л - + o^T ֊ 1 - շ Լ ^ ) ,  

где 

(5.4) 
C( ) 2Ci С2П 2  

C (ai, a2) = 
1 1 

+ 1 - 2(ai + a2) 2(a1 + a2)_ cos(nai) co s (na 2 ) r (2a 1 )Г(2а2) 

Во-первых, докажем две леммы. В первой лемме дается асимптотическая фор-

мула ковариационной функции процесса ддРБ. 

Л е м м а 5. Пусть функция f (Л) определена как в (5.1), где 0 < a < 1/2 и в > 

1/2, и пусть r(t) ֊ преобразование Фурье функции f (Л). Тогда при t ^ ж имеет 

место 

(5.5) r(t) = t2 a - 1 _ _ _ _ _ _ (1 + o(1)). cos(na)L(2a) 

Доказательство. Мы используем технику [21J, где (5.5) доказано при в = 1. Так 

как базовый процесс X(t) является действительным, то мы имеем для t > 0 

e i t xf (Л) dЛ = 2 J^0 + cos(a) -л. 

Изпользуя замену переменной tЛ = 1/u, Л = 1/(tu), СЛ = -du/(tu 2), из (5.6) 

получим 

r(t)=2C I' —— Г-ТТ՜, ; -Հ- ֊Հ cos(1/u)  u  
Հ ) Jo ((1/(tu)) (1 + (tu) 2)) e tu2  

= 2Ct 2 a - 1 Г (  ( tu )\2 ^ u 2 a - 2 cos(1/u) du 
Jo \1 + (tu) 2J  K ' > 

ր 
(5.7) =2Ct 2 a - 1 L(tu)k(u) du, 

0 

u 2 \ Բ 
L(u)=\ о , k(u)= u 2 a - 2 cos(1/u). 1 1 + u2  1  
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Выберем 3 > 0 так, что бы 3 < min(1 — 2а, 2а). Тогда существуют несобственные 

интегралы 
г1 г ж — я 
/ u k(u) du, u k(u) du. 

J0+ J1 

Ր + ж — 

/ k(u)L(tu) du —> / k(u) du при t ^ <x>. 
J o J o + 

)0+ J1 
Следовательно, по теореме Боянича-Караматы (см. [5], теорема 4.1.5 ) имеем 

ր + ж 

(5.8) 
'o J o + 

Далее, используя замену переменной 1/u = v и формулу (см., например, [7] 
#858.813) 

p-1 
, 0 <p < 1, m > 0, 

рж— 

/ x—p cos(mx) dx = 
Jo ,o 2cos(pn/2)T(p) 

p = 2а m = 1 
րж — րж — 

,2a —2 
р ж — р ж — р ж — 

/ k(u) du = / u 2 a — 2 cos(1/u) du = / v— 2 a cos(v) dv 
Jo+ Jo Jo 

/ \ 

( 5' 9' = 2 cos(na)r(2a). 

Из формул (5.6)-(5.9) получаем (5.5). 

Замечание 1. Из 

Г(2а)Г(1 — 2а) 
ан(2па)' 

и выражения (5.5) мы получаем следующее асимптотическое соотношение для 
ковариационной функции r(t) : 

(5.10) r(t) = Ct  — 1 ан(па)Г(1 — 2а) (1 + o(1)) при t ^ ж. 

В следующей лемме получена явная формула для STj1 в общем случае. 

Л е м м а 6. Пусть f i ( X ) , i = 1, 2, ֊ интегрируемые действительные четные 
функции на R такие, что f 1 f 2 G L ^ R ) , ri(t) ֊ преобразования Фурье функ-
ции f i ( X ) , i = 1, 2, и BT(fi) - усеченные Теплицевы операторы, порожденные 
функцией f i ( X ) , i = 1, 2. Тогда имеет место 

1 Ր + ж I- + ж 

(5.11) ST,1 : = Ttr[BT (H)Br f ) ] = 2n FT (X — f X ^ f a ) dXdբ 
T

 —ж —ж 

(5.12) = յ Լ ( l — Щ n(t)r2(t) dt, 

где 

(5.13) FT (t) = 2nT 
i(Tt/2)՜ 
1/2 _ 

n 
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- ядро Фейера. 

Доказательство. Операторы B T ( f i ) i = 1,2, действуют как интегральные опера-

торы в L2 (R) с ядрами 

GT (Л, t)GT ( t , f t ) dt, i = 1,2, 
-Ж 

( 5 . 1 4 ) G T (X,») = e i T W 2 • ՜ ^ 2 . 
( Л  - N / 2  

Учитывая равенство 

GT(u,t)GT(t,v) dt = GT(u,v), 
-Ж 

заметим, что оператор BT(f1)BT(f2) действует как интегральный оператор в 

L 2 (R) с ядром 
/ + 

Гт(fi; Л^)Гт f t,p) dt 
-Ж 

/ + Ж f + 

/ GT (Л, U)GT (u, V)GT (v, թ)fi(u)f2(v) du dv. 
-Ж J —Ж 

Используя формулу для следов интегральных операторов (см. [17]), получим 
1 Г+Ж 1 Г+Ж 

St,i = Tti[BT (fi)BT (f2 )]= r ( f i , f 2 ; Л, Л) dЛ 
T J —Ж 

1 ր + OO ր + ր + 
Gt (Л, u)Gt (u, v)Gt (v, Л) fi(u) f2(v) du dv dЛ T 

J—Ж J—Ж J—Ж 

1 Ր + Ж i- + Ж 
= T GT (u, v)GT (v,u)fi(u)f2(v) dudv 

T —Ж —Ж 

1 Ր + ж i- + Ж 

= T/ IGT(u,v)l 2fi(u)f2(v) dudv 
T —Ж —Ж 

/

+ P + Ж 

/ FT(u - v)fi(u)f2(v) dudv, Ж —Ж 

откуда следует (5.11). Равенство (5.12) следует из теоремы Персеваля-Планше-

реля. 

Доказательство теоремы 7. По лемме 6 

(5.18) ST,I = 1Լ ( l - Щ ri(t)r2(t) dt = 2n Ր Ь(ЛШЛ) -л - Ii - կ, 

(5.19) Ii = i ri(t)r2(t) dt 
J\t\>T 
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И 
/•T 1 г 

(5.20) I2 = - J \t\r1(t)r2(t) dt. 
1 

-T 

Следовательно, для a1 + a2 < 1/2 из леммы 5 и (5.19) при Т ^ ж получим 

П(t)r2(t) dt = 2 r1(t)r2(t) dt 
Jt>T 

I1 = 
J\t\>T Jt>T 

2C1C2n 2 
f t 2 ( a i+ a 2 - 1 ) (1 + o(1)) 
t>T cos(na1) cos(na2)r(2a1)r(2a2) Jt>T 

= 2C1C2n 2  

cos(na1) cos(na2)r(2a1)r(2a2) 

(5.21) x - — ֊ - - 2 ( a i + a 2 ) - 1 (1 + o(1)). 
1 - 2(a1 + a.2) 

Из леммы 5 и формулы (5.20) при Т ^ ж имеем для а1 + а2 < 1/2 

1 г T 2 ' T 2 T 

\t\n(t)r2(t) dt = - J tr1(t)r2(t) dt 

2 C1C2n 2 <՝T  

I 2 = ^r , 
Т -T 

f t 2 ( a i+ a 2 ) - 1 dt (1 + o(1)) 
o Т cos(na1) cos(na2)r(2a1)r(2a2) յ0 

= 2C1C2n 2  

cos(na1) cos(na2)r(2a1)r(2a2) 

(5.22) x - 1 г - 2 ( a i + a 2 ) - 1 (1 + o(1)). 
2(a1 + a2) 

Из формул (5.18), (5.21) и (5.22) получаем требуемый результат. 

З а м е ч а н и я , (а) Мы анализируем поведение аппроксимации при а1 ,а2 ^ 1/4. 

Во-первых, заметим, что асимптотическая формула первого порядка имеет по-

люс в точке а := а1 + а2 = 1/2.Ъ частности, обоз начая в := в1 + /32,и подставляя 

переменную X2 = — имеем 
Ր + ^ Ր + ^ 1 

/

+ <Ж I-

f1 (X)f2(X) dX = 2nCC / -oo J — \X\2(ai+a2)(1 + Х2)в1+в2 
+ X — 2 a  

dX 

= 4 n C C J o T i T W d X  

Г + и - 1 / 2 - а 
(5.23) =2nC1C2\ ———du. 

Jo (1 + —) e  

Применяя формулу (см., например, [7j, #856.11) 

Xm - 1 Г(т)Г(п) 
5.24 (1 + X)m+n dX = rm+Ll, m> 0,n> 0, J0 (1 + X)m+ n L(m + n) 
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при m = 1/2 — а и n = в — m = а + в — 1/2, из формулы (5.23) получим 

/

+ < х 

հ(ճ)քշ(ճ) dX = 2nCC -оо 

Г(1/2 — а ) Г ( а + в — 1/2) 
т ՜ 

Тогда, используя разложение Лорана гамма функции Г(1/2 — а) вокруг полюса 

а = 1/2, из формулы (5.25) получаем 

(5.2б2п Г f i ( X ) f 2 ( X ) dX + о(1) п р и а = а1 + а2 ^ 1/2. 
J ֊ ж 1 — 2а 

Однако, легко видеть, что асимптотическое поведение члена второго порядка 

C(а1:а2) (см. (5.4)) при а1,а2 ^ 1/4 проявляется следующим образом 

C ( ) 2n 2CC 
C (а1,а2) = ео8(па1) сов(па2)Г(2а1)Г(2а2) 

1 1 
+ 

1 — 2(а1 + а.2) 2(а1 + а.2) 
2n 2C1C2 

cos 2(n/4)[r(1/2)] 2  
1 + O(1) 1 2а 

4nC1C2 
(5-27) = т ^ + о ( 1 ) . 

Таким образом, полюс аппроксимации первого порядка исчезает, так что 

/

+ < х 

f1(X)f2(X) dX — - 0 0 

C (а1 ,а2) 
T 1֊2(ai + a2) 

ограничена при а1, а2 ^ 1/4. 

Это поведение объясняет почему аппроксимация второго порядка производит 

аппроксимацию равномерно хорошую по а1,а2 G [0,1/4\, включая границы об-

ласти. 

(Ь) Эквивалентность второго порядка имеет место вдоль произвольного луча, 

для которого а = а1 + а2 ^ 1/2. 

Действительно, пусть а0 G [0,1 /2] ֊ любое фиксированное число такое, что 

а1 ^ а1 и а = а1 + а2 ^ 1/2, тогда представление (5.26) для асимптотического 

члена первого порядка продолжает выполняться. 

С другой стороны, используя формулу r ( z ) r ( 1 — z) = n/an(nz) щт z = 2а1, 

имеем из формулы (5.4) при а1 ^ а0 и а = а1 + а2 ^ 1/2 

C ( ) 2n 2CC 
C (а1,а2) = еов(а1п) сов(а2п)Г(2а1)Г(2а2) 

1 1 
+ 

1 — 2(а1 + а.2) 2(а1 + а.2) 
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2n 2C1C2 

cos(a0п) cos[(1 - 2а0)п / 2]Г(2а 0°)Г(1 - 2а0) 1 - 2а 
2n 2C1C2 ап(2а0п) 1 

+ O(1) 

c o s ( a ° п ) а п ( а ° п ) п 1 - 2а 

4 n C C + O(1), 

+ O(1) 

1 - 2а 
и имеет место эквивалентность второго порядка. 

Таким образом, в этом специальном случае, асимптотическое разложение вто-

рого порядка удаляет особенность и обеспечивает существенно лучшую аппрок-

симацию к исходному функционалу. 

Abstract . The paper establishes error orders for integral limit approximations 

to the traces of products of truncated Toeplitz operators generated by integrable 

real symmetric functions defined on the real line. These approximations and the 

corresponding error bounds are of importance in the statistical analysis of continuous-

time stationary processes (asymptotic distributions and large deviations of Toeplitz 

type quadratic functionals, estimation of the spectrum, etc.). The results improve 

the rates obtained by the authors (in an earlier paper). An explicit second-order 

asymptotic expansion is found for the trace of a product of two truncated Toeplitz 

operators generated by the spectral densities of continuous-time stationary fractional 

Riesz-Bessel motions. The order of magnitude of the second term in this expansion is 

shown to depend on the long-memory parameters of the processes. Also, it is shown 

that the pole in the first-order approximation is removed by the second-order term, 

which provides a substantially improved approximation to the original functional. 
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