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А Н Н О Т А Ц И Я . Двумерный линейный дифференциальный оператор P(D) = 
P(Di, D2) н а з ы в а е т е почти гипоэллиптическим, если производные D aP 
характеристического многочлена P(Հ) = P(5ւ,^շ) оцениваются через P(Հ). 
Пусть {Пк = (xl,x2) € E 2 : \х1\ < к, x2 € Д 1 } . В работе доказывается, 
что, если ширина к полосы П к больше некоторого числа C = C(P) > 0, то 
все решения { u } почти гипоэллиптического уравнения P(D)u = 0 из опре-

xi 
функциями. 

1. В В Е Д Е Н И Е , П О С Т А Н О В К А ЗАДАЧИ 

1.1. Будем пользоваться следующими стандартными обозначения: N ֊ мно-

жество натуральных чисел, N0 = N U {0}, Nff = N0 х . . . х N0 - множество 

n-мерных мультииндексов, En и Rn ֊ n-мерные вещественные пространства то-

чек x = (xi,... ,xn) и £ = (£ь . . . , £n) соответственно. Для £ e Rn, x e En и 

a G Nn, обозначим 

\£\ = у/£2 + . . . + £Ո, |a| = a i + . . . + an, £ a = g1 ... Ո, 

d l d 
D a = Dl1 ...Da n, оде Dj = — либо Dj = -— (j = l , . . . n ) . 

1 n  j dj  j г dxj v ' 

Кроме того, обозначим Cn = Rn х iRn. Рассмотрим линейный дифференци-

альный оператор с постоянными коэффициентами 

P (D) = P (Di,...,Dn)=^2 YaD a, 
( p ) 
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где сумма распространяется по конечному набору мультииндексов (P) = {a e 

N0n : 7 a = 0}, а 

P (e)= P (£l,--.,£n)=X; 7 « Г 
(P) 

P(D) 
Оператор P(D) и многочлен P(£) называются гипоэллиптическими (см. [lj), 

если все решения u e D' (где D' = D'(E n) ֊ множество распределений En) 
уравнения 

P (D)u = f 

являются бесконечно дифференцируемыми функциями, т.е. принадлежат C = 

C x՝(E n), когда функция f бесконечно дифференцируема. Или, что то же самое, 

u e D ' P(D)u = 0 

P(D) 
является гипоэллиптическим, если выполняется одно из следующих эквивалент-

ных условий: 

1) Для всякого открытого множества Q С En и u e D имеем 

Sing Supp u = Sing Supp P(D)u, 

2) Если Q С En, u e D'(Q)n P(D)u = 0, то u e C™(Q), 
3) P ( v )(e)/P(e) = DvP(e)/P(e) ^ о п р и 0 = V e Nn, 

4) Если dP (e) - расстояние от точки e e Rn до поверхности 

D(P) = {Z e C n : P(Z)=0}, 

то dP(e) ^ ^щи \e\ ^ 
P(e) 

P(D) 

\D (v )P (e)\ 

i + \P (e) 
e e Rn  

(1.2) dp (e) > £> 0, 

ue 
D'(Q) уравнения P(D)u = 0, чтобы они являлись бесконечно дифференцируемы-
ми по одной из переменных функциями? 

В настоящей работе для одного класса двумерных операторов, удовлетворя-

ющих условию (1.1) или эквивалентному условию (1.2), мы даем ответ на этот 

( 1 - 1 ) ^ — П Т Й Л < C < ж , e e R n , V e N $ . 
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P(D) 
его мы назовем почт,и гипоэллиптическим. 

Пусть n = 2, mi, m2 ֊ четные числа, d > l. Легко убедиться в том, что если 

символ P(£) = P(£1;£2) оператора P(D) = P(D1y D2) удовлетворяет условию 

(1.3) d՜1(1 + \£i\mi)(1 + \£2\m2) < l + \P(£)\< d(1 + \£i\mi)(1 + Ы™ 2 ) 

для всех £ e R 2 , то оператop P(D) является почти гипоэллиптическим, т.е. удо-

влетворяет условию (1.1). Таковым является, например, негипоэллиптический 

оператор 

д 2 д2 д4 

P ( D i , D 2 ) = D 2 + D22 + D 4 D 2 2 = - կ - կ + d x M , 

символ P £ 2 ) = £2 + £շ + £2£շ которого удовлетворяет условию (1.3) при mi = 

m2 = 2 d = l 
Поставленному выше вопросу посвящены работы многих авторов. В работах 

|2. 3J Л. Эренпрайса и Ф. Джона доказано, что для частично гипоэллиптиче-

ского оператора P(D) условие u G C P ( D ) u e Cвне некоторой выпук-

лой поверхности Г влечет условие u G Сж в окрестности Г. В работе Л. Гор-

динга и Б. Малгранжа [4] доказана бесконечная дифференцируемость решений 

частично-гипоэллиптических уравнений, если априори предполагать их беско-

нечную дифференцируемость по определенным переменным. Я. С. Бугровым в 

работе [5] построен пример негипоэллиптического уравнения, решения которого 

в полупространстве являются бесконечно гладкими, как только они суммируемы 

с квадратом вместе с некоторыми производными. 

В. И. Буренков в работе [6] нашел критерий гладкости тех решений так на. 

зываемых глобально гипоэллиптических уравнений P(D)u = 0, которые опре-

деленным образом стремятся к нулю в бесконечности. Эти условия носят ал-

P 
условиями 3) или 4) Л. Хермандера. 

Общие результаты о гладкости решений гипоэллиптических уравнений при-

н адл cjk ат Л. Хермандеру (см., например, [7] или [1]). 

В работе [8] авторов настоящей статьи поставленный выше вопрос для почти 

гипоэллиптических уравнений решен, когда И = En. В работах [9, 10] введено 

понятие почти гипоэллиптического многочлена и найдены достаточные условия 

почти гипоэллиптичности в терминах порядков однородности и кратности нулей 
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подмногочленов изучаемых многочленов. В работе [11] О. Р. Габриеляна найде-

ны необходимые и достаточные условия гипоэллиптичности двумерных много-

членов. 

1.2. Введем некоторые обозначения и определения, которыми будем пользовать-

ся в течение работы. Пусть оператор Р(D) удовлетворяет условию (1.3) 

Ж = №(m1,m2) = {а £ N02 : ai < mi, i = 1, 2}. 

Для к > 0 обозначим полосу 

= {x £ E 2 : \x1\ < к, x2 £ (—те, те)} 

и введем следующие пространства Соболева 

W*(QK) = W f ( m i ' т 2 ) ( П к ) = { u : HuI I^ *^ ) = £ \\D e п\\Ь2{Пк) < те}, 
՝- веш ՚ 

W*g(Ък) = \u : IMI^n,,) = £ \\Du • gK \\լշ(ո„) < Ц> 
веш ՚ 

где g(t) = 1 —t2 при \t\ < 1, g(t) = ^ и \t\ > 1 и gK = gK(xi) = д(хх/к). 
Пусть N(P, к) ֊ множество решений u £ D'(0,к) уравнения P(D)u = 0, удовле-

творяющих условию HD2,uIIL2(nr) < те (j = 0,1,..., m2). В работе доказывается, 
P(D) к 

лико, то 

N(Р,к) С Wlf՝m 2\QK), k = 0 ,1 , . . . 

Пусть G - произвольная область, удовлетворяющая условию прямоугольника 

(см. [12] или [14]), mi £ N и 

W2m i , m 2(G) = | f : £ IID af IL2 (G) < те}. 
Հ + <1 J 

m2 — 

Тогда, очевидно, область удовлетворяет условию прямоугольника и для лю-

бого ^ т а к о г о , ч то 0 < к1 < к 

Wl { m i'm 2 )(nK) С W2 t ( m i'm 2 )(QKl) С W(m i'm 2 )(nK1 )• 

С другой стороны, так как 1 — — > 0, то (см. [14], теорема 6.7) для функции 

f £ W^m i'm 2 )(QK) существует след по x £ (—к1, к1) при любом y £ R, для 

которого с некоторой постоянной C > 0 (j < m1/(1 — 1/m2)) 

d J  

T J f (x, •) dx J  
<C 

L2(-Kl,Ki) 
If ( m i ' 0 ) I L 2 ( n « i ) + If  ( 0'm 2 )IL2(nK1) + If IIL2(^1) 
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Так как 

N(P, к) с Ը W f g ^ ^ ) , к ' 
k=i 

и К1 < к ֊ произвольное число, то отсюда имеем, что при любом y G R существу-

ет след функции f (x,y) по x, который является бесконечно дифференцируемой 

функцией. 

2. В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н Ы Е П Р Е Д Л О Ж Е Н И Я 

В этом пункте мы докажем ряд вспомогательных предложений, необходимых 

для дальнейшего. 

Л е м м а 1. Пуст,ъ 2 < m G N, h > 4m a = a(h,m) = l/\4h?(m + 1)] u aj(t) (j = 
0, 1,... , m) ֊ некоторые неотрицательные в (0,a) функции, удовлетворяющие 
в (0,a) условиям: 

(2.1) aj (t) < (l + 2ht)  a j - i ( t ) +  a j+1  ( t ) , j = l,...,m - l. 

Тогда для всех t G (0,a) и k = l,... ,m - l 
k 

(2.2) ak(t) < k + j [ l  + (4k - 2)ht]ak+i(t) + ao(t). 

Доказательство проведем по индукции по k. Так как очевидно, что ^ + ht < l 
при t G (0, a) , то неравенство (2.2) при k = l следует го (2.1) при j = l. Пусть 

неравенства (2.2) доказаны для любого k < r < m - l, докажем их для k = r +1. 
По предположению индукции и из (2.1)имеем при t G (0, a) 

ar+i(t) < + ht 

или, что то же самое, 

r+2(t) + ^ ֊ ֊ l (l + (4r - 2)ht)ar+i(t) + ao(t) r + 1 

ar+i(t) l 
r + l 

l 

(2 + htj (l + (4r - 2)ht) 

(2.3) < ( 2 + htj [ar+2(t) + ao(t)]. 

Так как при r < m - l и t G (0, a) 
r l 

Ar (t) = l - — ' 
r+1 

Q + htj (l + (4r - 2)ht) 

1 l l r r 
= - + — — (4r - 2) ht ht\l + (4r - 2)ht] 

2 2(r +1) 2V r + l r + l  լ  v  7  J  

l 1 2r2 r 

= - + -, г ht (4r - 2)(ht) 2  
2 2(r + 1) r + 1 r + lv  Л ' 

a 

r 
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1 1 
2 + r + 1 

շ — 2r 2(ht) — r(4r — 2)(ht) 2  

(2.4) 
1 1 

> 2 + r+1 
1 1 1 2r + 3 1 

WT1) > 2+ , 
то из (2.3) и (2.4) имеем 

(2.5) Яг+1 (t) < 
+ ht 

Ar (t) 
С другой стороны, так как по (2.4) 

r+2(t) + ao(t), t £ (0,а). 

. , , 1 1 , (2r + 3) , . A r ( t ) > շ и 2 +  h t< 4—1 ,  t £  ( 0 ,a), 

при t £ (0, а), то имеем при t £ (0, a) 

1 , \ r + 2 1 
- + ht — —— — 1 < 2 
2 r + 1 Ar (t) 

1 , A r + 2 1 - + ht) — 1 2 r + 1 

+ [ \ +  h t)v+1 
(1 + (4r — 2)ht) =2 r +  2 +  r-^ht — 1 

2(r + 1) r + 1 

+ 
1 

+ x-2(r + 1) 2(r + 1) 

ht 

(4r — 2)ht + ht + -ht(4r — 2)ht 

2r 1 
4 + ^ (4r — 2)(- + ht) 

r+1 2 

r+1 r+1 

< (4r + 2)ht = [4(r +1) — 2 ht 

k=r+1 

Следствие 1. При условиях леммы 1, 

m - 1 4 8 
(2.6) (t) < 3mam(t) + 3(m — 1) 2ao(t), t £ (0,a). 

k = 1 

Доказательство: Из (2.2) следует, что для всех t £ (0, a) 

ak (t) < 
k 

k + 1 
1+ 

4k 2 
ak+1(t) + ao(t) 

< 
k + 1 1 + — 4m 

16m(m + 1) 

ak+1(t) + ao (t), k =1,...,m — 1. 

k (k + 1)/k 

m-1 k + 1 / 1 \ m-1 m-1 k + 1 
E HT- ak ( t ) < Ւ + ^ յ յ շ ak+1 ( t ) + £ - T - ao ( t )  

k=1 k=1 k=1 

f 1 \  m - 1  

< ( 1 + 4m ^ ak+1(t) + 2(m — 1)ao(t), t £ (0, a), 
V  m J k=1 

2 

r r 

k 
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или, что то же самое 
m-2 

կ"՝՝ ՚ 2ai(t)+J2 
k = 1 

k+1 - (1 + — k + l 4m 

Так как при m > 2, h > 4m и 1 < k < m - 2 

* ± 2 _ Л J _ 
k + l 4m 

l l 

4m 

> 

ak+i(t) < [ 1 + ^ ֊ am(t) + 2(m - l)ao(t). 

3 
k + 1 4m 4(m - 1) 

t G (0, a) 

4( m - l) 

m-2 

- ( m  -  l ) a i ( t )  ak+1  ( t )  

k=1 
< ^l + m) am(t) + 2(m - l)ao(t). 

t G (0, a) m > 2 
m - i 4  m - 2 4 f l \ 
Y, ak (t) < -(m - l)ai(t) + ]T ak+i(t) < -(m - 1)[1 + 4^) 
k = 1 k=1 ՝ • ' 

8 4 8 
+ -(m - l) 2ao(t) < -mam(t) + -(m - l) 2ao(t), 

что доказывает неравенство (2.6). 

Замечание 1. Из (2.6) непосредственно следует, что 

(t) 

(2.7) 
4 8 

J2ak(t) < -(m + l)am(t) + -m 2ao(t), t G (0,a). 
k=o 

k 
и r таких, что k < r < m, справедливо неравенство 

k r-k r-k 
(2.8) ak(t) < - f — J ar(t) + 12[՜2 J ao(t), t G (0,a). 

Доказательство. Так как при k < m - 1 и t G (0, a) 
4(m - l) 

l + (4k - 2)ht < 1 + 4(m - l)ht < 1 + < 1 + 
l-

< —, 
l6m(m + 1) 4(m + 1) ՜ 12' 

t G (0, a) 

(2.9) 
k l-

ak (t) < -:֊—. ֊ -r^ak+i (t) + ao(t), k = 0, l,...,m - 1, k +112 
k = r - l 

k < r - 2, r < m. Применяя неравенство (2.9) l = r - k раза, имеем для t G (0, a) 

ak(t) < ,  k , ^ak+i(t) + ao(t) k +112 

< k 1-
k ՜+112 

k + 11-
k + 2 12 ak+2(t) + ao (t) + ao(t) 

-

a 

l 
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k f13\ 
k+2 12 ^ ak+2(t)+[1 + 

13 k 
12 k + 1 

< k [13 
k+2 12 

k + 2 13 
k + 312 ak+3(t) + ao(t) + 1+ 

ao(t) 

13 k 
12 k + 1 

k (13\ 
7ГТ  ak+3 ( t ) + k+3 12 

13 k 13 2 k 
1 + ^ ^ r + l ^ 

< k 13 , 
< Ш Y 2 ]  a k + l ( t ) + 

12 k + ^ \12J k + 2 

k 

ao(t) 

ao(t) 

I- 1 1 3 
£ Ф 

j=o 

<  k֊( 13 
< r V 12 

r-k 

(t) + 12 
r-k 

k + j 

ao(t), 

ao(t) 

что доказывает неравенство (2.8). 

h m a 0 < h1 < h2  

функции {aj(t)} удовлетворяют, условию (2.1) и {bj(t)} ֊ неотрицательные в 
(0, а) функции, при этом ao(t) = bo(t) при t £ (0,а). 

t £ (0, a) 

(2.10) bj (t) < (m + 1) 
j-1 

aj (t) + J2(h1 t) j - iai(t) , j = 1, 2,. . .m, 

(2.11) 
4 8 

Yjbj(t) < 3(m + 1) 2am(t) + -m 3ao(t), 
j=o 

t £ (0, a) 

(2.12) i(t) < (m +1) 
j-1 

bj (t) + J2(h1 t) j - iai(t) , j = 1, 2, 

2 

2 

a 

a .. m 

(2.13) aj (t) < ^(m +1)bj (t) + 6(m +1)bo(t), j = 1, 2,...m, 

(2.14) 
OO 

J ^ j ( t ) < 2 ( m + 1)2b ( t ) ,  3 2 ( m , 1)2l aj(t) < 2(m + 1) 2bm(t) + —(m + 1) 2bo(t) 
j=o 

3 
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Доказательство. Докажем неравенство (2.11). Суммировав неравенства (2.10) 

по j = 1 , . . . m, с учетом условий леммы и следствия 1, получим для t G (0, a) 

bo(t) + J2 bj(t) < ao(t) + (m + 1) 
j=i 

m m j-1 

J2aj (t) + T,T,(hi t) j - iai(t) aj(t)+ у у (hity "a, 
j=i j = i j = o 

m m— 1 m 

< (m + 1)J2 aj (t) + (m + 1) J2 a*(t) ^ (hit) 
j=o i=o j=i+1 

֊1 

j- i 

< (m + 1)J2 aj(t) + (m + l ) l - L t հ E ai(t) 
j=o i=o 

г ֊ 1 m+l (m + l)am(t) + — ai(t) 
1 - h1t  Հ  

i=o 

< (m + 1) • am(t) + 

= (m + 1) l+ 

m+l 
1 - h1t 

4m 

ao(t) + ֊mam(t) + ֊(m - l) 2ao(t) 

-(1 - h1t)_ 

< (m +l)\l+4m 

+ (m + 1) 

- l 

l 
l 

4(m + l) 

֊1 

m+l 
1 - h1t 

1 
4(m + 1) 

1 + -(m - l)2  

l + ֊(m - 1) ao(t) 

am(t) 

ao(t) 

4 8 
< -(m + l) 2am(t) + -m 3ao(t), 

что доказывает неравенство (2.11). 

Докажем неравенства (2.13). Умножим неравенства (2.8) на (h1t) j - k и про-

суммируем их по k = 0 ,1 , . . . ,j - 1 получим для j = 1,... ,m 

j-1 j-1 

J2(hit) j - kak(t) <J2(hit) j-
k=o k=o 

<Е {12hit) aj(t) + f 12hit ao(t) 
k=o  l 2 k=o  l 2  

k l- j- k 

j aj( t) +  l ^ l 2 J aot 
l-
l2 

j-k 

j - i / ^ j - k  

< i ( h i t ) a <t) + l 2 J M M L _ 
1 - 13 (hit) a j  { t ) +  l 2l - Щ (hit) 

ao(t). 13 (h t)u'3K4 
12  ( h i t )  

Из оценки (2.12) и условия ao(t) = bo(t) отсюда имеем для всех t G (0, a) 

2 a 

k 
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1 
13(h1t)(m + 1) 

12 — 13(h1t) i(t) < (m + 1) 

j = 1,.. .m. Так как (h1t) < 1/4(m + 1) при t £ (0, a), отсюда непосредственно 

получаем неравенства (2.13). 

j=m 

m 4 8 
՝^2ak(t) < -(m + 1)am(t) + -m 2ao(t) 
k=o 

< 3(m + 1) ^(m + 1)bm(t) + 6(m + 1)bo(t) + 3 m%o(t) 

32 
< 2(m + 1fbm(t) +—(m +1fbo(t), t £ (0,a), 

что доказывает неравенство (2.14). Лемма доказана. 

Пусть числа m1, m2 определяют порядок оператора Р(D1, D2) (см. (1.3)), пря-

моугольник Ж = R(m1,m2) С No2, область функция g(t) и пространства 

W f(QK), Wfg(QK) определены как в пункте 1. Обозначим 

W ? J o c m = W^m  i'm 2 )(^K) = {u : u £ W^(QKi), к1 £ (0,к)}. 

Л е м м а 3. Пусть к > 4mu a1 = 1 + 1/(2m1), в £Ж, 0 < в1 < m1 и u £ Wfloc(Q), 
тогда для 6 £ (1,a1) 

D u ) g e i 
к/6 

L2(nK) 
A (D^D՞ 2 u)g W 

2 

L2(0.K) 

(2.15) 

где 

+A D1 i - 1D2 2u g i - 1  

к/6 
L2(^K) 

A =1 3(m1 — 1)(2m1 + 1) 
2 2mk — 2(m1 — 1)(2m1 + 1)' 

Доказательство. Так как u £ Wf (Пф) при 6 £ ( 1 , а ^ и gK/6 = 0 при \x1\ > 

к/6, то интегрированием по частям имеем 

D ug i 
/6 = f f D eu(x)) (D eu(x)) gl% (x1 )dx 

n«) J J ^ K / S v J 

I՝[ (D! i - 1D2 2u(x)) D1 D u x g 2 J / i (x1)) dx 

a 

2 

2 
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< 
„/6 

{вв 1 - 1вв 2u(x)) ( ռ ^ ո ? 2 u ( x ) ) g ^ - 1 » ^ 1 ^ ) * 

+ / / u(x)) D u x ) - M ^ g $ - 1 ) + A x ) * J  к  к  

Так как 5\x1\ < к (x G & к / ֊ ) , то отсюда в силу арифметического неравенства 

2ab < a2 + b2 получаем 

՚ к/Տ 
Լշ(Ո*) 

< 

l < -< 2 

+ 

(D^D* u) g к/Տ 

2 1 1 
Լշ(Ո^) + 2 D  1+ 1De2 u)gK/r 

201S ft1-1 De2 2 u j g f i - 1 

Լշ(Ո^) 
+ D ug A 

/; 

2 

Լշ(Ո*) 

Լշ(0.ո) 
или, что то же самое, 

l 
2f3iS 

D ug Բւ 
/; 

2 l < -
Լշ(Ո^) 2 

D1+1Dв 2u) g^/Sj1 
2 

Լշ(Ո*) 

+ Հ + Գ 
2 

L2(Vk) 
D 1 - 1 Վ 2 u)gK/-

По определению числа к имеем 1 - ^К/ ֊ > 0. Так как при условиях леммы 1 /[1 -

( 2 P i S ) / K \ < A и 

l+2eiS\ / 2 в г S \  1 =l_ + j e i ^ < 1 -(mi - 1)S < A 

2+ к ) V к ) 2 + к - 2թ1Տ < 2 + к - 2(m1 - 1)S <  ,  

то это непосредственно влечет (2.15). 

Следствие 3. Пусть к > 4m1, в G S и 0 < թ1 < mi, тогда 

( D e / S 1 D e2 2u) ge / S 1  |2 
\(Deu)gK1||L (r\ \ < A ^ \\Ь2(ПК) < 

+A ft1-1 De22 u ) g * / - 1 

'1 

2 

Լշ(Ո*) 

2 

Լշ(Ո*) 

u G W%g(Пк). 

Доказательство. Сначала докажем, что для любых u G W^g(Пк) и a G S 

(2.16) (D au) ga II (п ) = ]im 
v > J k ՝ ՝ լ շ s ^ i + o Du) g aA 

L2(^K) 

Из условия u G W(QK) и свойства интеграла Лебега следует, что для любого 

е > 0 существует число к1 = к1(е, u) G (0, к) такое, что 

S2 

2 

к 

к 
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(2.17) 
аеш 

° u )  9Т I I L 2 { n K \ n K i ) < £ . 

Так как gK/g(x1) < gK(x1 ^ и 6 > 1 и \x1\ < к, то отсюда непосрественно 

С Л G Д у G Т 

(2.18) J2\\(D au) 9Т/6 
аеШ L2 ( n K \ n K i ) 

< е. 

Применяя неравенство треугольника, имеем для любого в £ Ж 

D u ) К \ \ L 2 ( ^ ) — \ \ ( D e u ) — Д ) | L 2 ( O K i ) < | ( D e u ) 9; 
„А 

к/6 L2(nKi) 

< \\(D !u) 9KHl2^i) + \\(D eu) — fa) L 2 ("к i ) 

Отсюда в силу (2.17) и (2.18) имеем 

| (D eu) 9%1 

< 

к i\\L2(nK) 
Ւ (D !u) — Д ) 

L2("Ki ) 

L2(OKi ) 

L2("Ki ) 
< (D eu) g ! i  

к/6 L2("K) 

<  \ D u 9 ! i \\ 
K »L2(^K ) 

+е+ (D !u) — fa) 
L2("Ki ) 

Для завершения доказательства (2.16) достаточно доказать, что 

(2.19) lim 
6^1+o (D !u) { я в ^ Д ) 

L2("Ki ) 
0. 

Так как 6 ^ 1 + 0, то можно считать, что к/6 > к1. Тогда простой подсчет 

показывает, что для u £ W fg(QK), 

(DOu)^- 9К/б) 
L2("Ki ) 

< sup 
к i 

^ОЫ — 9K/6 (x1)) i ^ x ) ) - 1 | \ \ (D e u)9O i [ L 2 { n K i ) 

в1(62 — 1) 
< 

1 — (к1/к) 2  
D u9 . в i\ 

IL2(ttK) ' rt 
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Откуда непосредственно следует (2.19) и, следовательно, (2.16). Теперь утвер-

ждение следствия непосредственно следует из оценки (2.15) с переходом к пре-

делу при 6 ^ 1 + 0 и с применением (2.16). 

Следствие 4. Пусть к > 64m1(m1 + 1), тогда для всех в2 < m2 u u £ W fg(QK) 

^ T l D j D O 2 ( u j ) 
j=o 

2 

L2("K ) 

(2.20) < 4(m1 + 1)2 \\(Dm iDO 2u^m i  + - m. 
L2(nK) 3 

D2  2u 
L2("K) 

E\\( Dj DO 2  
j=o 

u )  j  

2 

L2("K) 

2 32 
(2.21) < 2(m1 + 1) 2 \\Dm i D в 2 ( v ^ ) \ \ լ 2 ( Ո ւ 0 + ֊ j ( m 1 + 1) 2 D2  2u 

2 

L2("K ) 

Доказательство. Пусть h = 4m1, h1 = 2m\, a = 1/[64(m1 + 1)m1], в2 < m2. 
Положим для j = 0 , 1 , . . . , m1 

aj (t) = К Dj DO2 u ) 9 j / t 

2 

L2(" i / t ) 

2 
bj  ( t ) = \\վ  DO2 ( u 9 j / t ) \ Խ { ո i ի ) 

Простые вычисления показывают, что в силу формул Лейбница и Фаа де 

Бруно (см., например, [13]) и определения функции 9 имеем для t £ (0,а) и 

j = 1,..., m1 

2 j 
bj (t)= Dj DO 2 ( „ j ) = J2 C D DO 2 u)D jr9j/ 

< 
§ j ( D 1 D ! h  

^ j %t 
E 

l = 1 \ v i + ... + VI =j-l 

( j — Ճ i . ,.aVl 
! ,„ \ 91/t  91/t 

< l D i D O  2 u| 9\/t 
i=o 

E -
j 

E 1 1 l!(j — l)! V + ^ . i V1 !...vi! 
l = 1 vi + ... + vi=j-l 

2 l t j - i 

где 1 < vk < 2, k = 1,... ,l, и || • || = || • HL2(ni/t)- Так как количество векторов 

v1 + ... + vl = j — i < 2 l, то отсюда получаем 

2 

2 

2 

u 

2 
1 
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bj(t) < Е i! 

< y j l 
^ i ! 
i=o 

i=o 

D\De2 u 

D\De2 u 

j - l t j - i 5 j - i 

j - l t j - i  

gi/t 

gi/t 

< 

j - i -I 

l!(j - l)! 

J 2 m j - i 

i=o 
Di De2 u gi/t 

Так как 5jt < 5mit < 5mi& < 1, то в силу арифметического неравенства 
) 2 

r=i j < r E Г = 1 j {^ rj=l j < r £ ՝ j j = 1 c2 отсюда имеем 

bj (t) < (j + 1) 5 j t ) 2 ( j - i  

i=o 
DiD e2uj gi/t 

< (mi + l ) J 2 ( 5 j t ) j - i a i ( t ) < (mi + l)J2(hit) j - iai(t), 
i=o i=o 

т.е. функции {aj(t),bj(t)} удовлетворяют соотношениям (2.10). Аналогично име-

ем для всех j = 1,..., mi, 

(t) = К Dj De 2 u)g/ 
Լշ(Ո 1 / t ) 

< 
j-1 

Di De2 (ug{/t) f i 2 ( n 1 / t ) + E C к Di De2 u) D r g j / 

2 

< 

L ( ^ 1 / t ) 

j-1 

j ) + Y , ( 5 j t ) j - i ^ f a X ) < (j + 1) 
j-i 

bj (t) + J2(5jt) j - iai(t) 

< (m + 1) 
j-i 

bj (t) + J2(hit) j - iai(t) 

a0 ( t) = b0 ( t) 
t G (0,Ծ). 

Так как 

t < Ծ = 
1 

< 
1 

[64(m1 + l)mf] (4mi)' 
то в силу следствия 3, 

i(t) < A[aj+i (t) + aj-i(t)], fc < m2, 0 < j < m i . 

С другой стороны, так как 

2 

2 2 

2 

j  

a 
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A = A(t)= 1-+  3 (m1  —  1 ) ( 2 m1 +  1 )  , , w , + 4m1t = ^ + ht, 
2 2m1t — 2(m1 — 1)(2m1 + 1) ՜ 2  1 2 ' 

то функции {aj(t)} удовлетворяют также условиям леммы 1. Таким образом, 

выполняются все условия леммы 2. Следовательно, из оценки (2.11) имеем 

յշխDO 2 ևՀ/ 
j=o 

< 3(m1 + 1)2 \\[DmiDO 2u) 9m/t) 

2 

L2(Ո i / t ) 

8 
+ о m 31 L2("i/t) 3 

D2  2u 
L2(Ո i / t ) 

при t £ (0, a). Так как 1/к £ (0,a), то отсюда следует неравенство (2.20). Дока-

жем неравенство (2.21).Из оценки (2.14) имеем 

m i 

Е\\( Dj DO 2 u ) j / t 
j=o 

2 

L2(" i / t ) 

< 2(m1 + 1)2 խ " i DO2 կ յ Հ / ձ 
L2("i/t) 3 

32 2 
+ ^r(m1 + 1У D2  2u 

L 2 ( " i / t ) 

для t £ (0, a). Так как 1/к £ (0, a) , то отсюда следует неравенство (2.21). 

Следствие 5. При условиях следствия 4, справедливы неравенства 

< (m2 + 1){2(m1 + 1f D ( m ( u o m i ) r , o + urn i)n 2L2(n 

(2 .22) 
32 

+ Y ( m 1 + 1)2 UDm2uHl2{nK) + M U n K ) £ Wfg (QK). 

Доказательство непосредственно следует из оценки (2.21), равенства Парсе-

валя и арифметического неравенства \t\ в2 < \t\m2 +1 (t £ R). 

Замечание 2. Легко видеть, что из оценки (2.22) непосредственно следует, 
что для всех u £ W fg(Пк) 

J2\\(Deu) 9 e i 

еш 
К \\L2(0,K) 

2 

2 2 

u 
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D ( m i'm 2՝> (ugm) 
Լշ(Տւ^) 

+ \\DT1 (ugm )УЬ2(Пя) 

(2.23) +4 \ D T 2 и \ \ Ы П к ) + \\u\\L2(nK) ) 

3. ОЦЕНКИ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х ОПЕРАТОРОВ. 

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ 

Пусть ф G (— 1,1) - фиксированная функция, ф(т) > ^ и т G ( -1 ,1 ) и 

/ ф(т)йт = 1. Пусть mi и m2 определяют порядок оператора P(D) (см. (1.3)) и 

mo = max{m1: m2}. Положим 

թ = max max |D j ф(т ) | and ф^т) = -ф f—՝) , t > 0. 
o<j<m0 т 1 1 t \t J 

Очевидно, для любых t > 0 и 0 < j < mo, 

(3.1) J |D jфЬ(т)1ё,т < 2 ^ t - j . 

Для чисел к\ > к2 > 0 (i = 1, 2) обозначим через X(X) = x(x1,x2) характери-

стическую функцию множества 

{x G E2 : \xi\ < (1/2)(к\ + к2), 1, 2 . 

Пусть 

to = \ ( к 1  - °o = \ ( к \  -  ռ2՝)՛  фto,6o  ( x ) = X ( x ) *  (фг0  ( х1 )фво  ( x 2 ) ) . 

Тогда Փկ,во G C^(E 2) ш0 < (x) < 1 для всex x G E2, при этом фг0,в0(x) = 

1 при \xi\ < к2 (i = 1, 2) и (x) = 0 при \x1\ > к\ или \x2\ > к2. Заметим еще, 

что: 

1) В силу (3.1) 

(3.2) lD e^t0 ,e0 (x)| < 4բ 2t - e i в- в 2, x G E2, в G^. 

2) По хорошо известным свойствам свертки функций (см., например, [12] 

(3.3) 
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Л е м м а 4. Множество CQ°(Qk) плот,НО в WFG(QK). 

Доказательство. Пусть е > 0 ֊ любое фиксированное число. Тогда для любой 

функции u £ WFG(QK) существуют числа 6 = 6(e,u) £ (0, к) и М = М(e,u) > 0 

в£ Ж 

(3.4) 
nK(6,M) 

lD eu(x) l\ 9 2к в i(x1 )dx1dx2 < е2  

где ПК(6,М) = ПК Ո {\x1 \ > к — 6, \x2 \ >M}. 
Пусть Փէօ,e0 (x) — построенная выше функция при к\ = к — (6/2), к2 = к — 6, 

к1 = М + 1 и к՜2 = М. Легко видеть, что функция u = u(x,to, 9o), являющаяся 

продолжением нулем функции u(x)^t0.e0 (x) вне множества 

С(к,6,М) = {x £ E2 : \x1\ < к\, \x2 \ < Հ ) , 

принадлежит W f(E 2). 

Пусть G' = С'(к, 6, М) = QK(6, М) Ո С(к, 6, М). Применяя формулу Лейбница, 

оценки (3.2), (3.4) и учитывая, что u(x) = 0 при \x1\ > к\ или \x2 \ > к2, имеем с 
некоторой постоянной C1 = С1(Ж) > 0 

OefJ  J n K ( 6 , M ) 

lD eu(x)l 2 9 2/ i(x1)d,x = £ // lD eu(x)l 2 9 2/ i(x1)d,x 
еш 

< 

еш 
Y.C a \D au(x)\|DE - a^to,eo(X)| 9f  i(x1)dx 

еш а< 

( -а ) 

Ц \D au(x)\ 2 9 2J 3 i(x1 )dx. 

Так как < 26/к при к — 6 < \x1\ < 6, то отсюда и из (3.4) имеем с 

некоторой постоянной С2 > 0 

/ / |D°m( x)՝\՜ 91 в  i (x{)dx 
J Jn*,(6.M) OefJ  J n K ( 6 , M ) 

/6 \ - 2 ( O i - a i ) / 26 \  в i - a i rr 
< 4 { ֊ j \D au(x)\ 2 9l a i (x1)dx 

OZiZTR w JJq,k(6.M) веш a< в 

(3.5) < C2^2 

2m 

+1 

G 

2 е 
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В силу (3.3) для любого £՛ > 0 существуют числа t1 = t1(e,e') > 0 и в1 = 
в1(е, £՛) > 0 такие, что при t G (0, t1) и в G (0, в1) 

(3.6) \\u(x) * (ф^1)фв(x2)) - u(x)\\W^(E2) < £՛. 

С другой стороны, очевидно, что при t G (0,5/2) и в > 0 

u(x) * (ф^1)фв(x2)) G С?(QK). 

Пусть числа ей £՛ фиксированы, ч исла t1 = t1(£, е')т в1 = в1(£, £՛) определены 

как выше и 0 < t < т т { ^ , 5/2}. Так как g(t) < 1, то в силу (3.6) имеем (далее 

пишем \\ • \\ = \\ • \\w*g(пк)) 

\\u(x) * {ф^1)фв(x2)) - u(x)\\ 

< \\u(x) * ффв) - u(x)\\ + \\u - u\\ <£՛ + \\u - u\\. 

Так как ^to,eo (x) = 1 (следовательно, u(x) = u(x) при \x1\ < к-5, \x2\ < M),TO 

(t, в) 
постоянной C3 > 0 

\\u(x) * {ф^^фв(x2)) - u\\ <£՛ + \\u(x) - u(x)\\ 

< £ + \\u\\ + \\U(x)\\ < £՛ + £\Ж\ + Сз£\Ж\. 

Так как числа £, £ - произвольные, то это доказывает лемму. 

Пусть P(D) = P(D1,D2) = £ a YaD a - линейный дифференциальный опера-

тор, символ P(Հ) = P(£1у£2) которого удовлетворяет условию (1.3) с постоянной 

d = d(P) > 0. Пусть множество (P), прямоугольник Ж = №(m1,m2) и область 

Ո = определены как в пункте 1. Обозначим a = a(P) = maxae(P) 

P(D) 
изволъного Հ1 С E2 справедливо неравенство 

(3.7) Y,\\D Pu\\L2{n) < d [\\P (D)u\\b2(n) + \u\L2(n)] , u G С?(П). 
веш 

Доказательство получается при помощи преобразования Фурье и применения 

равенства Парсеваля. 



О ГЛАДКОСТИ РЕШЕНИИ ОДНОГО КЛАССА 57 

Л е м м а 6. Пусть оператор Р(D) удовлетворяет условию (1.3) и 

к > 64(m1 + 1) 3(m2 + 1)(a + 1), 

тогда 

J2\\(D eu) 9в l ^ ) 
еш 

( 3 . 8 ) < 3^\Щ [ d ^P(D)u)9m i\L2{nK) + 2 m 2 ^ լ ^ ) + (2 + d)ML2(nK) 

для любого u £ Wf 1^(QK). 

Доказательство. По лемме 4, неравенство (3.8) достаточно доказать для функ-

ций u £ Co՝°(0K). При этом в течение доказательства леммы: || • || = || • ||l2(qk). 

Пользуясь оценками (2.23) и (3.7) имеем для функций u £ C^(QK) 

£ \ \ ( D49: 
еш 

<V2m D ( m i m 2 ) (u9O i) + \\^m i (u9e i) +4 Dm 2 A + ||u| 

(3.9) < V2\®\{2d[ ЩР(D)(u9mi)|| + ||u||] + 4 ( № ՝ 2 u | | + Ы ) } . 

В силу формулы Лейбница и определения функции 9К, для первого слагаемого 

из правой части (3.9) имеем 

a i -1 

\р(D)(u9m i) \\ < \\Р(D)u \9m i \\ + £ ы £ \ \ D a 2 u ) c a i D a i - l 9 m i 

ae(P). ai =o l=o 

m2 mi - 1 mi , C N 

<!(P(D)u) 9m || + a £ £ \ \ ^ 2 ) Հ \\ £ Р к ^ ) 
O2=o l=o 1+1 \ / 

ai -l 

a i =l+1 

(3.10) 
2m 2 1 

<KP (D)u)9m 1|| + a ֊ 
к 1- 2m 2  £ \ \ ( D^h^l 

Простой подсчет показывает, согласно условию на к, что 1/[1 — (2m 2)/к] < 
192/191, поэтому из (3.9) и (3.10) получаем 

К веш 
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1 - 2\[2da 
2m 2 192 

к 191 £ \ \ ( D eu)g: 
веш 

< V2\M\ \2d\\(P(D)u)gm i\\ + 4 \\Dm 2u\\ + (2d + 4)\\u\| 

к 

шено. 

P(D) к 

j = 0, 1, . . . 

Aj > 0 такая, что для любого u G Wtfg  1 + k'm 2՝ ) (QK), 

ве_ш(т1+'՝т2) 

D ug в1 \\ 

< Aj £ \\( D e ^ g ^ W r ^ ( n ) + 
в е Ш ( т 1 + з - 1 - т 2 ) 

g 1\ P(D) Dj gm i + j  
Լշ(Ո к) 

j = 0 

(3.8). Пусть j > 1, тогда в силу арифметического неравенства \t\ j < \t\m2 +1 при 

(0 < j < m2) и равенства Парсеваля имеем 

£ \\( = 
веш( т1+з- т2) 

աշ 

в 1 \\ = Е \\( D eu)g: 

веШ ( т1+' - 1т2) 

+ £ \\ DT 1 + jDi'4g-K 
в2 u 1 n m 1 + j  

i2=o 
< £ \\( D ^ ) g : 

в е ш ( т 1 + э - 1 ' т 2 ) 

+(m2 + 1) mF D՝m 1 + ju)g7 1 + j + F D՝m 1 + ju g7 1 + j  

(3.12) = E \ \ ( D ^ g i 1 \\ , 
веШ (т1+^-1-т2 ) 

где обозначаем \\ • \\ = \\ • \\l2(qk) и F(•) ֊ преобразование Фурье. Применяя фор-

мулу Лейбница ко второму слагаемому в правой части (3.12), имеем 

Dm 1+ j Dm 2 u)gm 1 + j  + [ D T 1 + j u) g m 1 + j 

u 
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< 
՛ Ո ՛ Ր 1 D m 

+ 

m1 — i 

D u ) gj] ) gm 11| + E C lm 1 || DՐ 2u) (.D mm 1 — lgi) gm1  

l=0 

m—i 

| Dim  
D u) gm 1  + J 2 c m 1 

l=0 
D li + ju {Dm 1 — lgi) gm1  

g 

m1 — l 

Di1 ' gK(xi) 

Dm 1 — l gi (xi) 

< ( 2 
к 

< 1 2 
к 

jm 1 — lgi— m 1 + l(xi), j > mi - l, 

m1 —l 

jm 1 — l, 7i(mi - l) < j < mi - l, 

DT^gi (xi) =0, j< 2(mi - l), 

то отсюда получаем 

(Dm 1 + j Dm 2 u) gm 1+ j | + КDm 1 + j Uj gm 1+ j  

< | (Dm1 Dm2[ [Dj u) gк]) gm1 || + | D m ^ ( D { u) j g. m 1 
к у к 

(3.13) 
m1—i , 0 .N m1—l 

+ E ( Գ ) 
l = 0 

Dim2 u) g l + 1 + | ( D l i + j u) g ՝+ j 

Из оценки (3.12) в силу (3.13) имеем с некоторой постоянной Ai > 0 

Е К D ^ g ? 1 1 | < а Ц Е К D e u ) g , 

( 3 . 1 4 ) + | d ' 1 Dm 2[(Dju) gi] gm11| + ||Dm1 [ ( d j u ) g{] gm1  

Так как при u e wfgm 1 + k>m 2 )(Пк), 

D{uj gi e W?g (Пк), j =0, 

Aj 2 > 0 

Dim 1 Dm2 [Dju)gi gm1 + Dm1 (Dju) gi gm1  
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< j P(D) Dj u 9К 9m i  + Dm2 
D2 Dj u 9m i  + Dj u ) j 

< Aj2  P(D)Dju) 9m i + j  

m2 m -1 

2=o =1 l=o 
+ a ^ J 2 J 2 C e { D1+jDO 2u (De i - l9i) С i 

+ Dm 2 Dj uj 9 j + m  i  

m2 m - 1 

+ Dju) j 

2 -l 

< Aj՝ P(D)Dju) 9m i  + j  

m2  m i O i - 1 ,24 Pi-l ^ 

E Цск к е(3,в1 — l) \\ЩТ DP 2 u) 9m i + j - P i + l  

2=o =1 l=o  к  

+ Dm 2 Dj u j + m i  + Dj u)9i 

где e(j,p1 — l) < j ! при p1 — l > j и e(j,p1 — l) < j!/(^1 — l) при в — l > j. 
Заметим, что в обоих случаях e(j,fi1 — l) < j Pi-1. Так как ( j , 0) £ K ( m  i + j - 1 . m 2 )  

и (l + j,e2) £ ^ ( m i + j- 1 , m2՝ ) для всех թ2 < m2 и l < m1 — 1, то отсюда имеем с 
некоторой постоянной A3 > 0 

DmiDm 2 ( D j u \ j 9mi + Dmi щ u ) j 9m i  

(3.15) < j Dj P (D)u j 9m i+ j  90 4 + £ \\( D pu)90 
веш'-т + j - i ,m2) ) 

Остается заметить, что из (3.14) и (3.15) С Л G Д У՛В Т (3.11). Лемма доказана. 

P(D) к > 0 

N(Р, к) обозначим через множество тех обобщенных решений u £ D' уравне-
ния Р(D)u = 0, для которых Dj 

L2 (Пк) 
< те (j = 0 , 1 , . . . m2). Можно показать 

(см. [12]), что множество N(Р, к) опрделяется также следующим эквивалентным 

образом 

N(Р, к) = {u £ D' : Р(D)u = 0, Щ2 ||լ2^) + Իհ2(nK) < -

Пусть u £ N(Р, к), u(x) - продолжение нулем вне функции u(x), ւբ ֊ функ-

ция, определенная в начале этого пункта и е > 0. Положим 

ue(x ( x ) = I I 2  u(x — У^У^ЛУ^У-
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Л е м м а 8. Пусть u e N(P, к), тогда для любого j e N0 
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(3.16) Dj P (D)Ue gm 1 + j  
Լշ(Ո к) 

^ 0 при £ ^ 0. 

Доказательство. Сначала заметим, что если G С E2 ֊ произвольная область, 

v e L2,loc(G) и Q(D) ֊ произвольный линейный дифференциальный оператор 

такой, что Q(D)v e L2,loc(G), то 

(Q(D)ve)(x) = (Q(D)v)E(x) 

как только p(x, dG) > £, где p - функция расстояния от точки x e G до границы 

dG области G. Поэтому для каждой функции u e N(P, к) и для всех £ e (0, к) 
имеем 

D{ P (D)ue gm 1 + j  

к Dj P (D)ue 

DjP(D)u) gm 1 + j  

Լշ(Ո к-£) 
+ 

Լշ к - E ) 
+ 

Լշ(Ո к) 

Dj P (D)ue 

Dj P (D)ue 

к 

gm 1 + j  

Լ Շ ( Ո К , E ) 

L Շ ( Ո К , E ) 

(3.17) Dj P (D)Ue gm 1 + j  
Լշ(Ո к , E ) 

где = \ Пк — е . Так как gK(x) = g(x/n) < 2£/к при x e то отсюда 

имеем 

Dj P (D)ue gm 1 + j  
Լ շ ( ո к E ) 

< a E 
l3e(P) 

Dj D eVE 

Լ շ ( ո к E ) 

Լ Շ ( & К , E ) 

(3.18) = a' E f f D в 2u(x - y)D e 1+ jvM^Mdy 
ве(Р) J e 2 

где a' = (2£/к) т 1 + a . 
Так как продолжение тождественным нулем функции D в 2 u гае Ик совпадает 

D 2 

u при 0 < թ2 < m2, то применяя неравенство Гельдера и теорему Фубини, 

получим для любого в e (P) 

j j D в 2u(x - y)D e 1+ jЫ^Ы dy 
Լ շ ( ո к E ) 

£ 

2 
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< \\D e 1+ j<pE(yMV2) \L1(E2) Jj\D e 2U(x — y)\2 \D e 1+ jVe(vi)\Ve{V2)dy 
E 2  

Ь1{П«,е) 

< \D e 1 + jpE(yi)pE(y2)\\ 2L (E2) sup\\D в 2u(xi — zi,X2) 
1 (  ) Z1 

С другой стороны, в силу теоремы Фубини 

vp2 (xi) = \D e 2 u{xi,x2)\ dx2 € Li, 
E 1 

поэтому в силу (3.1) имеем с некоторой постоянной C1 = C1(j + թ1 ,ф) > 0 

J J D в 2u(x — y)D e  1 + jp£(yi)p£(y2)dy 
Լշ(Ո*,տ) 

(3.19) < C 2£ - 2 ( e 1 + j )  sup vp2 (xi — zi)dxi. 
Z1 J K-E<\x1\<K 

Из (3.17), (3.18) и (3.19) имеем с некоторой постоянной C2 = iwAXj+e1<m1+K C1(j + 

թւ,Փ) 

Dj P (D)Ue gm 1 + j  

Լշ(Пк) 

< a ' C 2 £ - ( e 1 + j ) ] Г 

ве(Р) 

sup vp2 (xi — zi)dxi 
z1 J K—£< \ X1 \ <K 

m1+j m2 
sup vp2 (xi — zi )dxi 

z1 J K-£<\X1 \ <K 

i/2 

i/2 

<<  a Օշ{ I ) 2 = 
2=0 

Так как vp2 € L i ( E [ 3 2 = 0 , 1 , . . . , m2 и интеграл Лебега непрерывен отно-

сительно меры, то отсюда непосредственно получаем соотношение (3.16). Лемма 

доказана. 

Докажем основной результат настоящей работы. 

Теорема 1. Пусть оператор P(D) удовлетворяет условию (1.3), а число к 
определяется как в лемме 6. Тогда 

(3.20) N (P, к) С աքի  + j'm 2 ){nK), j =0,1,... 

2 
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Доказательство проведем по индукции по j . При j = 0 в силу леммы 6 имеем 

для произвольных u e N(P, к) я £ e (0, к) 

J2 | | (D e*k) gA к) < [d \ \ (P(D)u) gՐ1 ||լ2(Ոк) 
веШ(т1 ,Րշ) 

(3.21) + 2 \\Dm 2u£\\L2(nк) + (d +2) \\u£\\L2(nк)] • 

В силу леммы 8 отсюда следует, что множество {u£} равномерно по £ e (0, к) 
ограничено в W^g(QK). При этом, 

] Г | | П в ( v - v ) ] g e Ц ы п к ) ^ ^ и £ ^ 0, S ^ 0. 

веш 

Тогда множество { V J компактно в W^g(пк). Так как \\Ve - u\\L2{nк) ^ 0 при 

£ ^ 0, то в силу замкнутости оператора дифференцирования и в силу того, что 

WШд(&к) ՜ банахово пространство, имеем, что u e W2^g(QK), т.е. соотношение 

j=0 
Пусть соотношение (3.20) доказано при j < r - 1 (r > 1). Докажем его для 

j = r. Для этого заменим неравенство (3.21) на неравенство (3.11) и применим 

{ uv £ } 
в W ^ g 1 1 ^ ' 1 2 ^ ^ ) . Отсюда непосредственно следует, что u e w2^g( n 1+ r , m' 2՝ )(Q,K). 
Теорема доказана. 

Abstract . A two-dimensional linear differential operator P(D) = P(Di,D2) 
is called almost hypoelliptic if all derivatives D aP of the characteristic polynomial 

P(0 = P(ե, ե) a r e estimated by P(Հ). Assuming that {Пк = (xi,x2) e E՜2 : խՀ < 
к, x2 e Й 1} , the paper proves that if the width к of the strip QK exceeds some 

C = C(P) > 0, then all solutions {u} of the almost hypoelliptic equation P(D)u = 0 
xi 
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