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О С Х О Д И М О С Т И Г Р И Д И А Л Г О Р И Т М А 
ПО С И С Т Е М Е У О Л Ш А В П Р О С Т Р А Н С Т В А Х Lp 
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АННОТАЦИЯ. В работе изучаются вопросы сходимости гриди алгоритма по 
системе Уолша в Lp, p > 1. Доказано существование функции из Lp, 1 < p < 
2, гриди алгоритм которой не сходится к ней по мере. Построена непрерыв-
ная функция, гриди алгоритм которой не сходится в Lp, p > 2. Приведены 
достаточные условия для сходимости гриди алгоритма в Lp, p > 1. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Пусть F = { f n } - полная, минимальная, нормированная система в Банаховом 
пространстве X и G = {gn} - ее сопряженная система. Слабый гриди алгоритм 

F 
Пусть է е (0, ^фиксирован о rnf е X. Обозначим через Am(t) множество из 

m индексов, для которого справедливо неравенство 

, min \ck ( f )| > է max \ck ( f )|, 

где ck ( f ) = {gu ,f). Тогда 

GUf ) : = G t„Xf,F ) : = £ cu (f )wk, 
keAm(t) 

f F 
է = 1 

Gm(f) = Gm(f,F) := GKf, F) 
f 

Система F = { f n } называется гриди базисом пространства X, если существует 
постоянная A = Ap такая, что для любого f е X 

з 

mailto:a_gagik@mail.ru


4 Г. А М И Р Х А Н Я Н 

\\f - Gm(f, F)|| < Aam(f,F), m = 1, 2 , . . . , 

где am(f, F) - наилучшее m-членное приближение элемента f по системе F, т.е. 

° m ( f , F ) = i n f 
{ a k } , { n k } 

f  ak  f n 

k=l 

Система функций F = { f n } называется квази-гриди базисом, если для любой 
функции f G X гриди алгоритм сходится к f по норме пространства X : 

lim \\f - Gm(f, F)\\ = 0 . 
m— 

Ясно, что гриди базис является также квази-гриди базисом. В работе [1] С. В. 
Конягина и В. Н. Темлякова было доказано, что базис F = { f n } является гриди 
базисом тогда и только тогда, когда F = { f n } безусловна и демократична, т.е 

F 
В ряде работ были изучены вопросы сходимости гриди алгоритма по тригоно-

метрической системе. Т. Кернер, ответив на вопрос, поставленный Л. Карлесоном 
и Р. Койфманом, построил в [2] пример функции из L2(T), а затем в [3] - пример 
непрерывной функции, гриди алгоритм которой расходится почти всюду. 

В работе [4] В. Н. Темлякова доказано существование функции f G Lp для всех 
1 < p < 2, гриди алгоритм которой по тригонометрической системе не сходится 
по мере, и непрерывной функции, гриди алгоритм которой по тригонометриче-
ской системе не сходится в Lp для любого p > 2. Это, в частности, означает, что 
тригонометрическая система не является квази-гриди базисом в Lp, тел и p = 2. С 

другой стороны, Темпляковым и Конягиным были получены достаточные усло-
L p 

М). 
В работе Р. Грибонвиля и М. Нильсена [6] получено необходимое условие, 

которому удовлетворяет всякий равномерно ограниченный ортонормированный 
L p 

Lp p = 2 
другой стороны, Нильсеном в работе [7] построена равномерно ограниченная 
ортонормированная система, которая является квази-гриди базисом для всех p G 
(1, гс). 
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Отметим также работы С. А. Епископосяна [8, 9], где рассмотрены вопросы 
квази-гриди базисности обобщенной системы Уолта и ее подсистем в Li(0,1). 

В настоящей работе мы приводим аналоги некоторых результатов Конягина 
и Темлякова для системы Уолша W = {wn}n=0-

Теорема 1. Существует функция f е Ո p < 2 Lp(0,1), для которой Gm(f, W) не 
f 

Теорема 2. Существует непрерывная функция f , для которой Gm(f, W) не 
сходится к f в Lp(0,1) для любо го p > 2. 

В следующих двух теоремах мы подразумеваем, что Lx = C, т.е. является 
пространством непрерывных функций с равномерной нормой. 

Теорема 3. Пусть f е Lp([0,1]d), 2 < p < ж, q > pp := p/(p — 1). Если 

4 = o (n d ( 1 - q /P' )  
E И 

\k\>n 

где k = (k1,.. .kd), |k| := max \կ\, a f (k) ֊ коэффициенты Фурье функции f 
1<i<d 

no крат,ной системе Уолша. Тогда 

lim | f — G tm(f, W)|l = 0 
m—11 ՝ ՝ p  

0< t< 1 

Для функции f е Li([0,1]d) обозначим через {an(f)}^L1 убывающую переста-
новку последовательности ^f (k)|}k e Nd. 

Теорема 4. Пусть 2 < p < ж и убывающая последовательность {An}™=1 удо-
влетворяет условию 

An = o ( n 1 / P - ^ . 

Тогда для любой функции f е Lp([0,1]d), для которой an(f) < An, n = 1, 2,... 
имеет место 

lim ||f — G ! ( f , W)|p = 0 

Ниже мы докажем теоремы теоремы 1 и 2, так как теоремы 3 и 4 доказываются 
так же, как их аналоги для тригонометрической системы из работы [2]. 



6 Г. А М И Р Х А Н Я Н 

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ И В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н Ы Е РЕЗУЛЬТАТЫ 

Напомним, что система Уолша {wn}™=0 в нумерации Пэли определяется ра-

венством 

k k 

w0(x) = 1, wn(x) = , ЩИ n = ^^ Ei2, Ei = 0 или 1, 
i=0 i=0 

где {ri(x)} ֊ система Радемахера. Обозначим 

А ! " = , k > 0, 0 < , < 2k. 

Ядро Дирихле для системы Уолша 
n-1 

Dn(x) = ^2 wi(x) 
i=0 

для n = 2k имеет простой вид (см. [10], 1.4.13) 

( 2 Л ) D2*(x) = { f п р и * е A V v A(k) 

I 0 при x е [0,1) \ А0 . 

Ядро Фейера для системы Уолша определяется следующим образом 
1 n Kn(x) = ֊ V Dn(x) n 

i=1 

и при n = 2k + m, 1 < m < 2k удовлетворяет равенствам (см. [10], 4.2.3) 

(2.2) nKn(x) = 2 kK2k (x) + mD2k (x) + mw2k (x)Km(x), 

f (2k + x е A0 k ) , 
(2.3)  K2k  (x ) = Հ 2 k - r - 2 при x е A^, r = 0 ,1 , . . . , k — 1, 

0 . 

А для ядра Валле-Пуссена 

1 2n 

Vn(x) = - V Di(x), n =1, 2,..., 
n 

i=n+1 

справедливо следующее равенство 

(2.4) Vn(x) = 2K2n(x) — Kn(x). 
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Лемма 1. Для ядра Валле-Пуссена справедлива следующая оценка 

7 

\\Vn\\p < Cn 1 - 1 / p, n =1, 2 , . . . , p > 1. 

Доказательство. В силу (2.4) достаточно доказать, что 

\\Kn\\p < Cn 1 - 1 / p. 

Используя (2.1) и (2.3) легко проверить, что 

\\K2k\\p < C2 k ( 1 - 1 / p )
 и \\D2k\p < C2 k ( 1 - 1 / p ). 

При n = 2k l + n^, где 1 < n1 < 2k l, имеем в силу (2.2) 

n\\Kn\\p < 2k l \\K2ki \\p + rnDki \p + m \ K n i \\p, 

поэтому 

n\\Kn\\p < 2C2 k l2 k l ( 1 - 1 / p ) + m\\Kni\p. 

Продолжая аналогичным образом, получим 

n Kn\\p < 2C (2 k l ( 2 - 1 / p ) + 2 k 2 ( 2 - 1 / p ) + ...) 

где n = 2k l + 2k2 .. .. Из последнего равенства получим \\Kn\\p < C1n1  1 / p. 
Лемма доказана. 

Лемма 2. Существует, последовательность чисел {tn}™=0, tn = ±1 такая, 
что для любого натурального числа N имеет место 

N-1 

enwn(x) < CN 1 / 2. 
n=0 

Доказательство. Аналогичные полиномы для тригонометрической системы 
(полиномы Рудина-Шапиро) хорошо известны (см. [11], стр. 153). В случае систе-
мы Уолша их существование доказывается так же, как и для тригонометрической 
системы. 

Для функции f (x) определим вели чину ш(/) 

Հք ) = } im  s up \ f ( x )  —  f (y )\. 
\x-y\<S 

Ясно, что условие ա(ք) = 0 эквивалентно равномерной непрерывности ք. 
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Л е м м а 3. Пусть q ֊ полином по системе Уолша. Для любого е > 0 существует 
p 

\Н\ТО < u(q), \\p\\l < е, w(q + p) < е. 

Доказательство. Утверждение леммы очевидно, если учесть, что всякая кусоч-
но-постоянная функция, имеющая разрывы только в двоично рациональных точ-
ках, есть полином по системе Уолша. 

3. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Т Е О Р Е М Ы 

Доказательство теоремы 1. Согласно лемме 2 существуют полиномы по систе-
ме Уолша 

N-1 

Rn(x) = ekwk(x), ek = ± 1 , x G [0, 1], 
k=0 

которые удовлетворяют неравенствам 

( 3 . 1 ) \\Rn\Ա < C N 1 / 2 , 

где C ֊ абсолютная константа. Для s = ± 1 обозначим 

Л8 =ЛS(N ) = {к : Rn (к) = s} , 

а также 

Пл = ^2 wk. 

Имеем 

Rn = Ал+ 1 - Вл_г. 

Из неравенства (3.1) следует, что 

( 3 . 2 ) \\Rn\I > C i N 1 / 2 . 

Учитывая (3.1) и (3.2) легко видеть, что существуют две положительные кон-
станты ci и c2 такие, что для каждого N 

m | x G (0,1) : \RN(x)| > c1 N1/2} > c2. 
s = ± 1 

(3.3) m[x G (0,1) : \D^(n)(x)\ > ֊ N 1 / 2 } > օշ. 
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Согласно лемме 1 для ядра Валле-Пуссена справедлива оценка: 

\\Vn\\p < Cn 1 - 1 / p, n = 1, 2,... 

Определим функцию 

fk = 2 - k / 2w2k+l Vk + s2 - 2 kR2k) , 

где s выбрано так, чтобы выполнялось (3.3). Учитывая (3.1), имеем оценку 

( 3 . 4 ) \\fk\\p < 2 - k / 2 (\\V2k\\p + 1) < C2 k ( 1 / 2 - 1 / p ). 

f k 

ции w 2 k + l , . . . , w 2 k + 2 - 1 с положительными коэффициентами. Коэффициентом при 
w 2 k + l w i = w 2 k + l + i с l G Л ^ ^ 1 ) будет 2 - k / 2(1 + 2 - 2 k), который превосходит 
остальные коэффициенты. 

Выберем монотонно возрастающую последовательность hi так, чтобы каждый 
коэффициент при fki+l был меньше, чем наименьший коэффициент при f k i . По-
ложим 

f = Е f k i . 
i=0 

Из (3.4) следует, что f G Lp при всех 1 < p < 2. Для удобно выбранных m1 и m2 

имеем 

Gml ( f , W) - Gm2 ( f , W) = 2 - k i / 2w2ki + l ( 1 + 2 - 2 k i )DAS (2Կ) 

и из (3.3) получим 

m{x : \ G m l ( f , W) - G^ ( f , W)\ > > 02. 

Отсюда следует, что последовательность {Gm ( f , W)} не сходится по мере. 

Доказательство теоремы 2. Используем обозначения теоремы 1. Имеем 

RN = DA+1 - DA_1 . 

Выберем s = ±1 такое, чтобы выполнялось неравенство 

> \Л —s\. 

Определим 
2-k/2 

fk =  akw2k ( R 2 k + s2 - kD2k) , ak = 2 . 
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Тогда, очевидно, 

(3.5) \\fk\Ա < ak (\\R2fc\\ж +2 - k\\D2k\Ա) < —. 

f k 

w2k,..., w 2 k + i - 1 . Коэффициентом при w2kwi = w2k + l , l G Лs(2 k) будет ±ak(1 + 

2 - k), а остальными коэффициентами будут ±ak(1 — 2 - k). Поэтому 
2k/2 

(3.6) \G2k-1 (fk)(0)| = 2 k - 1 a k (1 + 2 - k ) > ^ , 

Так как G2k-i (fk) ֊ полином по системе Уолша степени не больше 2 k + 1 — 1, то 
Л ( k + 1) он постоянен на интервале ДО , следовательно, 

l | G 2 k - i (fk ) | | p > ( j A k + 1 ) \G2k-1 (fk)(0)\ pdxj = y r + j j p G2k-1 (fk )(0). 

Из (3.6) получим 
2 k / 2 - k / p 

(3.7) | | G 2 k - i ա Լ > C 1 — ^ . 

Построим последовательности чисел {ki} и полиномов {pi} индукцией по г. Пусть 

к1 = 1 p1 

виям 

\\p1\U < f ) , \\p1W1 < 2 - 2 k 1, f + p1) < 2 - 2 k 1 . 

Для г = 2, 3 , . . . , если ki-1 и уже построены полиномы pi-1, то выберем ki > 
ki-1 так, чтобы порядковые номера функций Уолша, участвующих в полиноме 

fkz были больше, чем у полинома 
i-1 

Qi-1  : = ^ 2 ( f k i + p i ) ,  

j=1 

а модули коэффициентов у f k i были вдвое меньше, чем модули ненулевых коэф-
Q i - 1  pi 

\Ы\™ < u(Qi-1 + fki), \Ы\1 < 2 - 2 k i , "(Qi-1 + fki + pi) < 2 - 2 k i, 

т.е. (CM. (3.5)) 

(3.8) \\pi\\~ < C1/k2-1, \\pi\1 < 2 - 2 k i , ш(Qi) < 2 - 2 k i. 

Обозначим ж 
f : = J 2 f + pi). 

i=1 
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Согласно (3.5) и (3.8) ряд равномерно сходится, а из Qi) ^ 0 следует, что 
f 

Пусть 2k i < l < 2 k i+1 Оценим f ( l ) . Из построения последовательности {hi} 
С Л G Д У G Т 

f (l) = fki (l) + f '(l), 

где f' = pi + pi+1 + . . . Из (3.8) получим \\f ' \ 1 < 2 - 2 k i+ 1j поэтому 

(3.9) 

Следовательно, 

f'(l) < 2 i ֊ 2 k i + 1 

f (l) = ±ak(1 ± 2 - k) + Sl, \$\ < 2 - 2 k i + 1 , 2k i < l< 2 k i+ 1. 

Аналогично (3.9) имеем, что 

f ( l ) = f'(l) < 2 - 2 k i +  1, 2 k i+ 1 < l< 2 k i+ l . 

Легко видеть, что 

f (l) : 2k i < l< 2 ki+H > max I > ma^ I f (l) : 2 k i + 1 < l < 2 ki+ 
l  

max I f ( l ) : 2k i < l < < min { f (l) : f (l) =0, 0 < l < 2k^ . 

m1  m2 

G m l ( f ) - Gm2 ( f ) = G2ki-l (fki ) + E  Siwi, 

где последняя сумма имеет 2k i - 1 слагаемых. Отсюда легко получить, что (см. 
(3.7)) 

\G ml ( f ) - G m2 ( f ) L > c 

2ki(1/2-1/p) 

h 2  ^ г ̂  ж. 

Следовательно, Gm(f) не сходится в Lp, p > 2. 
Lp p > 1 

Lp 1 < p < 2 
algorithm not converging in measure to that function. A continuous function with 

Lp p > 2 
Lp p > 1 
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