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АННОТАЦИЯ. В работе рассматривается задача, которая является некото-
рым обобщением псевдопараболических вариационных неравенств. Доказы-
вается существование и единственность решения соответственной слабой за-
дачи, а также регулярность полученного решения. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Пусть V ֊ банахово пространство, K С V - непустое, замкнутое, выпуклое 

подмножество V. Для заданного оператора A : V ^ V' основная задача вариа-

ционных неравенств состоит в следующем: для заданного f G V' найти u G K 

такое, что для любого v G K справедливо неравенство 

(1.1) (Au,v - u) > f , v - u). 

Подобные неравенства возникают при изучении эллиптических и параболиче-

ских начально-краевых задач со свободной границей (см. [1]-[4]). Эллиптические 

и параболические вариационные задачи для монотонных операторов исследова-

ны многими авторами (см. [3]-[5]). В работах Ф. Е. Броудера и Г. Брезиса [6], Ж . 

Л. Лионса [1], Р. Е. Шовалтера и Т. В. Тинга [2, 7] и других авторов (см. библио-

графию в работе [8]) исследованы эллиптические и параболические неравенства 

для псевдомонотонных операторов и доказаны теоремы о существовании, един-

ственности и регулярности их решений. Начально-краевые задачи для нелиней-

ных псевдопараболических операторов исследованы в работах [7]-[11]. В работе 

Марии Пташник [8] исследованы вариационные неравенства для одного клас-

са псевдопараболических операторов, где доказаны теоремы о существовании и 

единственности их решения. 
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В настоящей работе исследуются вариационные неравенства типа (1.1) для 

некоторого класса операторов, включающего псевдомонотонные операторы. 

2. П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И 

Пусть задано рефлексивное банахово пространство V, a K С V - непустое, 

замкнутое, выпуклое множество. Пусть, далее D(A) ֊ всюду плотное линейное 

многообразие в V, a A - оператор такой, что A : D(A) ^ V' и f G V'. Дадим 

следующие определения. 

О п р е д е л е н и е 1. Семейство операторов {G(s) : s > 0 } называется линейной 

полугруппой, определенной на банаховом пространстве V, если G(s) : V ^ V 

s>0 

G(0)= I, G(s + t)= G(s)G(t), s,t > 0, 

G(-)x G C([0, то),V), x G V. 

{G(s) : s > 0} 

V 

D(B) = { x G V : 3 lim  G (h )X  - X G V ՝ l . 
լ h^o+ h j 

Генератором линейной полугруппы G(s) называется оператор B : D(B) ^ V 

такой, что 
_ . G(h)x — x 
Bx = lim 

h^0+ h 
(cm. [2]). 

A 

(2.1) A = ЬЛ + M, 

и имеют место условия (i)-(vii): 

(i) Оператор (—Л) есть генератор для линейной полугруппы G(s), опреде-

ленной над пространством V, с областью определения D(Л). 

Определяя оператор Лh : V ^ V по формуле 

G(h) — I 
Лг^ = ֊ ^ ~ h У, 

из определения 2 получим, что 

(2.2) —Лу = lim(—Лhv) = lim  1  —  G ( ( h у, у G D(Л). 
h^0 h^0 h 
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(И) Справедливо следующее равенство: 

(2.3) D(A) = D(A). 

(iii) Оператор 

(2.4) L : V -> V ՚ 

является непрерывным и ограниченным, 

(iv) Для любого y/ф G K 

(2.5) (LAh(y - Ф),У - ф) < ( L ^ h ^ - Լ Խ Փ , y - Ф). 

(v) Для любого y G K 

(2.6) (LAhV,v) > 0. 

(vi) M : V ^ V' ֊ псевдомонотонный оператор на K (см. [2]), т.е. он огра-

ничен на K и из условий un ^ u в V (un G K) и l i m ( M u n , un - u) < 0 

вытекает, что 

(vii) M : V ^ V' ֊ коэрцетивный оператор на K (см. [2j), т.е. для некоторого 

v0 G K справедливо 

Заметим, что операторы, удовлетворяющие условиям (2.5) и (2.6) являются мо-

нотонными. Из того, что 

lim A h y = Ay, y G D(A), 
h^0 

L 

lim (LAhV, Ф) = (LAy, ф), y G D(A), ф G V. 

Так что в условиях (2.5) и (2.6) переходя к пределу h ^ 0, получим 

(2.9) (LA(y - ф), y - ф) < (LAy - LAф,v - ф), у,ф G K Ո D(A), 

(2.10) ( L A y , y ) > 0, y G K Ո D(A). 

Сформулируем вариационную задачу, аналогичную (1.1) используя разложение 

(2.7) limMun, un - v) > (Mu, u - v), v G V. 

(2.8) . 

(2.1): 

(2.11) 
J (LAu, v - u) + ( M u , v - u) > f , v - u՝J, v G K, 
{ u G K Ո D(A). 
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В классической теории эллиптических вариационных неравенств требуется, что-

бы оператор A был псевдомонотонным и коэрцетивным (см. [1, 2J). В данной 

работе A разбит на две части: A = LA+M, причем псевдомонотонность и коэрце-

тивность требуются только для M. Разложение (2.1) получается при обобщении 

параболических вариационных неравенств. Классическая же параболическая за-

дача в V 

[ —, v — u ) + ( M u , v — u) > (f,v — u), v G K, 
(2.12) ^ ^ ֊ " 

u G K Ո ^ u G V : — G V 
Լ dt 

получается из (2.11) при (см. [1, 2j) 

Л = ֊ D(A) = { u G v/du G V^, ( L ^ ) = (у,ф). 

u 

таком случаем из условий (2.9) и (2.10) следует, что для всех v G K Ո D(A) 

справедливо 

(LAv, v — u) + ( M u , v — u) 

> (LA(v — u), v — u) + (LAu, v — u) + ( M u , v — u) 

(2.13) > (LAu, v — u) + (Mu, v — u) > (f,v — u). 

Как видно из (2.13) решение задачи of (2.11) является решением и для следующей 

задачи 

(դ 1 -А / {LAv,v — u + (Mu,v — u) > (f,v — u), v G K Ո D(A), 
- ՚ ՚ է u G K. 
Обратное утверждение, вообще говоря, не верно. 

Вариационные задачи (2.11) и (2.14) назовем соответственно сильной и слабой, 

а их решения соответственно сильным и слабым. 

3. С У Щ Е С Т В О В А Н И Е И Е Д И Н С Т В Е Н Н О С Т Ь 

Р Е Ш Е Н И Я С Л А Б О Й З А Д А Ч И 

vGK 

последовательность v j G K Ո D(A) (которую назовем регулирующей последова-

тельностью), для которой 

lim v j = v и lim (LAv„, v j — v) < 0. 
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Т е о р е м а 1. Пусть имеют место ( 2 . 2 ) ֊ ( 2 . 8 ) с некоторым vo G K Ո D(A) в 

условии коэрцетивности и условие согласования. Тогда для любого f G V' су-

ществует решение u G K вариационого неравенства (2-14). 

Доказательство. Сперва докажем, что существует решение uh G K, которое 

является решением для вариационного неравенства 

(3.1) (ЬЛhUh ,v - uh) + (Muh,v - uh) > f , v - Uhj, v G K. 

Для этого определим семейство операторов Ah : V — V ' по формуле Ah = 

ЬЛh + Ми перепишем вариационное неравенство (3.1) в следующей форме 

(3.2) (Ahuh ,v - u^ > (f,v - u^, v G K. 

Из того, что оператор LAh ограниченный, слабо непрерывный и монотонный, 

следует, что L A h - псевдомонотонный (см. [1, 2]). По условию (2.7) оператор M 

Ah 

K 

Ah v G K 

ка 

{ЬЛ^и/и - vo) {LAh{v - vo),v - vo) (ЬЛ^и0/и - v0) 

м > м + м 

IlbAhvolL,||v - vo||y ,, ,, (3.3) > 0 — > -IlLA-hvoiL, = const щи ||v| —> 
| | V | | L 

M Ah 

(Ahv,v - vo) (ЬЛю, v - vo) (Mv,v - vo) .. .. 
й-й = й-й + о '  | | v | |—го-| v| | v| | v| 

Ah K 

По основной теореме существования и решения эллиптических вариационных 

неравенств (см. [1], теорема 8.2), задача 

(.Ahuh,v - uh) > f , v - uh), v G K, 

uh G K 

uh 

ность, которая сходится к решению слабой задачи (2.14). Сперва покажем, что 

при h — 0 решения uh ограничены. Предположим обратное, что существует та-

кая последовательность hk — 0, что Huhk || — го при к — го. В таком случае 

имеем 

( • A h k uhk  , v  - uhk) >  f , v  - uhk),  v  G  K , 
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откуда следует 

( A h k u h k , u h k - v o ) հ ( f , u h k - v o ) < \ \ f | | у \ \ u h k - v o \| 

\\uhk\\ \\uhk\\ \\uhk\\V 

при k ^ го. А из коэрцетивности Ahk следует 

(•Ahk uhk ,uhk  - vo) , , > + г о при k ^ го, 
\\uhk\\ 

что и приводит к противоречию. Следовательно, при h ^ 0 последовательность 

uh M Muh 

ограничена в V'. Отсюда вытекает, что существует последовательность hn такая, 

что un = uhn ^ u и Mun ^ х ^ и n ^ го. Для такой последовательности un и 

для всех v G K Ո D(A) справедливо следующее неравенство: 

(LAh n v , v - u^ + (Mun, v - un) - f , v - u^ 

> (LAhn (v - un),v - un) + (LAhnun,v - un) 

(3.4) + ( M u n , v - un) - (f,v - un) > 0. 

Так как 

| ( L A h n v , v - un) - (LAv, V - u) \ 

< 1 (LAhnv - LAv, v - un)1 + 1 ( L A v , un - u) \ 

< | L A h n v - LAv I V , Ц v - un\\V + К L^v, un - u) \ 

< CjjLAhnv - L A v | V , + | ( L A v , u n - u) \ —> 0 

при n ^ го, t o J переходя к пределу в (3.4) при n ^ го, получим для любого 

v G K Ո D(A) 

(3.5) lim ( M u n , un) < (LAv, v - u) + (x, v) - (f,v - u) 

или 

(3.6) l im n — T O (Mun, un - u) < (LAv, v - u) + (x - f,v - u). 

Условие согласования гарантирует существование регулирующей последователь-

ности v j G K Ո D(A) , которая сходится к u. Переписав (3.6) для v = v j , получим 

lim (Mun, un - u) < (LAvj, v j - u) + (x - f , v j - u), j = 1, 2,..., 

откуда следует 

(3.7) lim (Mun, un - u) < lim I (LAvj ,vj - u) + (x - f , v j - u) I < 0. j j 

< 0 0 
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Из (3.7) и псевдомонотонности M следует, что 

lim ( M u n , un — v) > ( M u , u — v), v G K, 
n— 

(Mu, u — v) < lim (Mun, un — v) < lim (Mun, un — v) 
n — n 

= lim (Mun,un) — (x,v). 
n— 

С другой стороны, из (3.5) следует, что 

lim ( M u n , u n ) — (x,v) < (LAv, v — u) — f , v — u), v G K Ո D(A), 

u 
ства. Теорема доказана. 

Докажем теперь теорему о единственности слабого решения вариационного нера-

венства. 

M 

монотонен, т.е. из того, что (Mu — Mv,u — v) < 0 следует u = v, тогда 

решение слабой задачи единственно. 

Доказательство. Предположим, что имеются два слабых решения ui и uշ, т.е. 

для всех v G K Ո D(A) имеет место 

(3.8) (LAv, v — u) + (Mu1,v — щ) > f , v — щ), 

(3.9) (LAv, v — u) + (Mu,2 ,v — u2) > (f,v — u2) . 

Пусть w = (u1 + u 2 ) / 2 G K, a wj - регулирующм последовательность, т.е. wj ^ w 

при j ^ <ж. Тогда положив v = wj в неравенствах (3.8) и (3.9) и просуммировав 

их друг с другом, получим 

(LAwj, 2wj — (ui + u2)) + (Mui, wj — ui ) + (Mu,2 , wj — u2) > f , 2wj — (u1 + u 2 ) ) . 

Откуда получаем 

lim \(Mu1,u1 — wj) + (Mu2,u2 — wj\\ 
j—<x> 

< 2 lim [(LAwj, wj — w) — f , wj — w)l < 0, 
j—ж 

И 

(Mu1 , u1 — w ) + (Mu2 , u2 — w < 0. 

Подставив значение w = (u1 + u2)/2, получим 

2 (Mu1,u1 — u2) + 1 (Mu2, u2 — u1) < 0. 
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Следовательно, (Mu1 , u1 — u2 — Mu2 , u1 — u2 < 0 (Mu1 — 

Mu2,u1 — u2) < 0, и, значит, u1 = u2 поскольку M строго монотонна. Теорема 2 

доказана. 

Следует отметить, что если сильная задача имеет решение и условия теоремы 

1 выполнены, то сильное решение тоже единственно. 

4. Р Е Г У Л Я Р Н О С Т Ь З А Д А Ч И 

В данной главе будут представлены условия, при которых слабое решение 

(2.14) является и сильным (2.11). 

Л е м м а 1. Предположим, что выполнены все условия теоремы 1, множество 

внутренних точек K непусто (int K = 0) и решение u задачи (2.14) принадле-

жит D(A). В таком случае слабое решение является сильным. 

Доказательство. Пусть w G KՈ D(A). Обозначим v = (1 — 0)u + 0w (0 < в < 1). 

Из того, что множество K выпукло, a D(A) есть линейное многообразие, следует, 

что v G K Ո D(A), и, следователь но, (LAv,v — u) + (Mu,v — u) > f , v — u) . Итак, 

(LA((1 — e)u + ew),e(w — u)) + (Mu, e(w — u)) — ( f , e(w — u)) 

= в [ (LA((1 — e)u + ew),w — u) + (Mu,w — u) — (f,w — u)] > 0 

и 

(4.1) (LA((1 — e)u + ew),w — u) + (Mu,w — u) > (f,w — u), в G [0,1]. 

Переходя к пределу в (4.1) при в ^ 0 и используя непрерывность L и линейность 

А,получим 

(4.2) (LAu, w — u) + ( M u , w — u) > f,w — u), w G K Ո D(A). 

D(A) всюду плотно в V, следовательно, 

K Ո D(A) = int K Ո D(A) = i n t K = K. 

Откуда получаем 

(LAu, v — u) + (Mu, v — u) > f , v — u՝J, v G K, 

u 

шено. 

Докажем следующее утверждение о гладкости решений. 
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V С V '  

K 

(Ъ) (Mu — Mv,u — v) > c\\u — v\\2, u,v G V (условие строгой монотонности 

G(s) V '  

свойства, 

(d) G(s)(Mv) = M (G(s)v) и G(s)(Lv) = L(G(s)v) для вс ex v G V us > 0, 

(e) существует некоторое p > 0 такое, что G(s)v + G*(s)v — G*(s)G(s)v + 

(p — l)v принадлежит pK для всех v G K и s > 0. 

В таком случае слабое решение вариационной задачи является и сильным ре-

шением. 

Доказательство. При доказательстве теоремы 1 было показано, что существу-

ет последовательность uh G K такая, что uh ^ u с л ^ о , где u решение слабой 

задачи. Далее, было доказано, что 

(4.3) (^Лhuh + Muh — f,v — u^ > 0, v G K. 

Умножив обе стороны (4.3) на р > 0, получим 

(4.4) (LЛhUh + Muh — f,pv — puh) > 0, v G K. 

vGK 

G(s)uh + G*(s)uh — G* (s)G(s)uh + (p — l)uh = pv, 

следов&т g л ь н о 5 

v 

(a) f G D(Л), 

M 

(4.5) pv = puh — (G*(s) — I) (G(s) — I)uh. 

^Лhuh + Muh — f , — (G*(s) — I) (G(s) — I)uh) > 0. 

Откуда имеем 

(4.6) ( (G(s) — I ) ^Лhuh + Muh — f ), (G(s) — I)uh) < 0, 

(4.7) 

((G(s) — I ) ^ u h ) , (G(s) — I)uh) 

= ^Лh(G(s) — I)uh, (G(s) — I)uh) > 0, 
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( (G(s ) ֊ I)(Muh), (G(s) ֊ I)uh) = ( M ( G ( s ) ֊ I)uh, (G(s) ֊ I)uh) 

(4.8) > c \ \ G ( s ) u h ֊ uh\\2 . 

Используя оценки (4.7) и (4.8) в неравенстве (4.6), получим 

c\\G(s)uh ֊ uh\\V < (G(s)f ֊ f , G(s)uh ֊ uh) 

< \\G(s)f ֊ f\V՛ \\G(s)uh ֊ uh\\v 

G(s)uh ֊ uh 

V 

1 
< -c 

G(s)f ֊ f 
< const, s > 0, h> 0, 

v ՛ 
так как f s D(A) . Следовательно, 

G(s)u ֊ 
< const, s > 0. 

Отсюда и из определения D(A) видно, что слабое решение u также принадле-

жит D(A) , а из леммы (4.1) следует, что u является также и сильным решением 

задачи. Доказательство завершено. 

Заметим, что при исполнении условия (Ь) теоремы 3, решение задачи будет 

также и единственным, так как из строгой монотонности вытекает сильная мо-

M 

A b s t r a c t . The paper studies a generalization of the pseudoparabolic variational 

inequalities. The existence and uniqueness of the solution of the corresponding weak 

problem and the regularity of the obtained solution are proved. 
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