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АННОТАЦИЯ. С использованием теоремы о сравнении для систем однород-
ных линейных дифференциальных уравнений первого порядка доказывается 
теорема об осцилляции компонент собственных вектор-функций одной кра-
евой задачи для канонической одномерной системы Дирака. 

Рассматривается следующая краевая задача для канонической системы Ди-

рака (см., например, [1]) 

где p(t) и r(t) ֊ действительные функции, определенные и непрерывные на ин-

тервале [0, я՜], т.е. p,r е CR\0,n], а и в ՜ произвольные действительные числа, А 

֊ параметр. 

А 0 

шение 

А 0 

y(t, А0) ֊ собственной вектор-функцией задачи. 

Известно (см. [1], стр. 237), что собственные значения краевой задачи (1), (2), 

(3) действительны и для них верна следующая асимптотическая формула 
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(2) 

(з) 

(1) 
I у2 + p ( t )yi = Կւ, 

\ -y'l + r(t)y2 = Ayշ, 

y 1 (0) sin а + y2 (0) cos а = 0, 

y i (n) sin в + y2 (п) cos в = 0, 

(4) 

где число определяется формулой 
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Известно также, что нули компонент собственных вектор-функций ֊ простые и, 

следовательно, их можно пронумеровать в порядке возрастания. 

Теория Штурма об осцилляционных свойствах решений уравнения Штурма-

Диувилля давно известна и до сих пор публикуются работы, обобщающие резуль-

таты Штурма (см., например, [2]-[4]). Однако, осцилляционные свойства реше-

ний системы Дирака мало изучены. Если уравнение Штурма-Диувилля свести к 

краевой задаче для нормальной системы второго порядка, то спектральный пара-

метр переходит в краевые условия. Для таких систем осцилляционные свойства 

решений изучались (см., например [5]). 

Цель настоящей статьи ֊ изучить задачу (1), (2), (3), используя теоремы 1 и 

2 работы [6]. Сравниваются следующие системы дифференциальных уравнений 

,5ч (y'l + Pi(t)y2 = 0 , 
\V2 + ri(t)yi =0, 

где Pi, ri e CR[0,^] (i = 1, 2) . 

Т е о р е м а 1. (О сравнении) Пусть 

* > = ( : շ « ) - * > = ( : շ « ) 

i = 1 i = 2 

удовлетворяющие одним и тем же начальным условном 

ui(a) = vi(a) и սշ (a) = V2(a), 

и пусть 

pi(t)p22 (t) > 0, r i ( t ) r2( t ) > 0, 

Pi(t)ri(t) < 0, (i =1, 2), 

|P2(t)I > |pi(t)|, b ( t ) | > |ri(t)|. 

Тогда, если одна из компонент u(t) имеет £ нулей на отрезке [a,b], то одна из 

компонент v(t) имеет на том же отрезке не менее £ нулей, причем k-ый нуль 

этой компоненты v(t) не больше k-ого нуля компоненты u(t). 

Т е о р е м а 2. (О п е р е м е ж а е м о с т и нулей) Если в системе (5) pi(t)ri(t) = 0, 

t e [a, b] 

нетривиального решения системы (5) находится ровно один нуль другой ком-

поненты того же решения. 

Рассмотрим теперь задачу (1), (2), (3). Справедлива 



50 Г. Г. С А А К Я Н 

Т е о р е м а 3. Для любого натурального числа n существует число բո такое, 

что если собственное значение задачи (1), (2), (3) удовлетворяет неравенству 

|А| > թո, то каждая из компонент собственной вектор-функции задачи (1), 

(2), (3) имеет на отрезке [0, п] по крайней мере n нулей. 

Доказательство: Запишем систему (1) в виде 

(6) fy'i + (А - r(t))y2 =0, 
U \у2 + (p(t) - A)yi =0. 

Для заданного натурального числа n выберем натуральное число s так, чтобы 

имело место неравенство s > n + 1. Затем подберем пару натуральных чисел m 

и k так, чтобы s = mk. Поскольку функции p(t) и r(t) непрерывны на отрезке 

[0, п], то они будут ограничены, т.е. найдутся числа p 0 , p i , r0 и r1 такие, что 

p0 < p(t) < pi и r0 < r(t) < r1. Далее, в соответствии с формулой (4) выбе-

рем An ֊ собственное значение задачи (1), (2), (3) так, чтобы оно удовлетворяло 

соотношению 

(7) An > max { r 1 + m2,p1 + k2}. 

Сравним теперь систему (6) с системой 

J y[ + m 2 y2 = 0, 

У2 - k2yi = 0. 
(8) 

Если принять 

pi(t) = m2, ri(t) = -k2, p2(t) = An - r(t) и r2 = p(t) - An, 

то, учитывая (7), будем иметь 

pi(t) > 0, ri(t) < 0 (г = 1, 2) И p2(t)| > |pi(t)|, |r2(t)| > |ri(t)| 

Далее, известно (см., например, [7]), что общее решение 

ад = H t ) \U2(t) 
системы (8) можно записать в виде 

u1(t) = A cos(mkt + գ>), 

u2 (t) = — sin(mkt + 
m 

где A и f ֊ произвольные постоянные. 

Предположим теперь, что 

'vi(t,An) 
V2 (t, An) 

v(t, An) = 
n  
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֊ соответствующая собственному значению Xn собственная вектор-функция за-

дачи (1), (2), (3), и, следовательно, v(t,Xn) собственная вектор-функция задачи 

(6), (2), (3). Пусть 

vi(0 , Хп) = yio, V2(0,Xn)= У20. 

Очевидно, что можно подобрать значения A и p так, чтобы для соответствую-

щего им частного решения u(t) системы (8) имело бы место условие 

ui (0) = y i o , Ա2(0) = У20. 

Заметим теперь, что для систем (8) и (6) и соответствующих им решений u(t) и 

v(t, Xn) имеют место условия теоремы 1. Так как компоненты решения u(t) имеют 

на отрезке [0, эт] по крайней мере = s > n нулей, то, применив теорему 

1, получим, что одна из компонент собственной вектор-функции v(t,Xn) будет 

иметь на отрезке [0, эт] по крайней мере n + 1 нулей. Тогда, согласно теореме 2, 

другая компонента этой же собственной вектор-функции будет иметь на отрезке 

[0, эт] по крайней мере n нулей. Очевидно, что при X > Xn число нулей может 

только увеличиваться. 

Выберем теперь X'n ֊ собственное значение задачи (1), (2), (3) так, чтобы оно 

удовлетворяло соотношению 

X'n < min { r 0 — m2, p0 — k 2 } . 

Примем 

pi(t) = —m2, ri(t) = k2, p2(t) = Xn/ — r(t) и r 2 = p(t) + Հ . 

Сравним тепепь систему (6) с системой 

(9) f y i  —  m2 y 2 =  0, 
( ) \у2 + k 2yi =0. 

Заметим, что при этом будем иметь 

pi(t) < 0, ri(t) > 0 (i = 1, 2), 

причем 

|p2(t)| > |pi(t)| и |r2(t)| > |ri(t)|. 

Вновь воспользовавившись теоремами 1 и 2 и учитывая то, что компоненеты 

решения системы (9) будут иметь на отрезке [0, эт] ̂ о ^^^гаей мере n + 1 нулей, 

получим, что каждая из компонент собственной вектор-функции задачи (1), (2), 
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(3) будет иметь на отрезке [0, п] по крайней мере n нулей. При A < A'n число ну-

лей может только увеличичатьея. Очевидно, что для завершения доказательства 

теоремы достаточно принять 

ԲՈ = max{IAnl, |Ani}. 
Теорема доказана. 

Abs t rac t . A theorem is proved on oscillation of the components of the eigenvec-

tor functions of a boundary value problem for the canonical one-dimensional Dirac 

system. 
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