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А Н Н О Т А Ц И Я . Рассматривается граничная задача Гильберта в Ь 1(р), где 
p(t) = |1 — t\ a и a — действительное число. При a > — 1 устанавливается, 
что однородная задача имеет n + к линейно независимых решений, если 
n + к > 0 где a(t) ֊ коэффициент задачи, к = ind a(t), n = [a] + 1, если 
a — нецелое число и n = a , если a — целое. Условия, при которых задача 
разрешима, найдены при a> — 1 и n + к < 0. При a < — 1 устанавливается, 
что количество линейно независимых решений однородной задачи зависит 
от поведения функции a (t) в точке t = 1 . 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Граничная задача Гильберта в вееововых пространствах Lp (p > 1), когда ве-
совая функция имеет особенности степенного порядка, исследована в работах Б. 
В. Хвелидзе [1], И. Ц. Гохберга и Н. Я. Крупника [2]. когда весовая функ-
ция p(t) имеет конечное число особых точек, а порядки особенностей являвются 
произвольными действительными числами, рассмотрена в работе К. Казаряна, 
И. Спитковского и Ф. Сория [3]. 

Отметим, что методы исследования указанных работ принципиально не при-
менимы, когда граничная функция принадлежит весовому пространству L 1 (p). 
Это обусловлено тем, что интеграл типа Коши не ограничен в L 1 и L 1(p). 

В данной работе предложен один метод для исследования задачи Гильберта 
в единичном круге D+ = {z, \z\ < 1} в пространстве L 1(p), когда 

p(t) = \1 ֊ t\ a, t е T = {t : \t\ = 1}, 

где a ֊ произвольное действительное число. Введем обозначения 

если a ֊ нецелое, 
a 
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p(t) если а > — 1, 
Pr(t) \ |1 — rt\ n\1 — t\ a -n если а < — 1 

Под задачей Гильберта L1(p) понимается следующая граничная задача 

Задача Н. Определить аналитическую функцию Ф(-г) (Ф(ж) = 0) вне единич-
ной окружности T так, чтобы имело место граничное условие 

(1.1) r И т 0 | |Ф+И) — а(г)Ф -(г -Н) — f (t)\\L1{pr) = 0, 

где Ф±(z) ֊ сужения функции Ф(z) на D+ и D - соответственно, f G L 1(p), 
a(t) G C s (T), S > 0 и a(t) = 0. 

Обозначим к = ind a(t) . В данной статье установлено, что при а > —1 
однородная задача H имеет n + к линейно независимых решений, если n + к > 0. 

В случае n + к < 0 описаны необходимые и достаточные условия на f для того, 

H 

a(t) 
точке t = 1 . 

Задача H в полуплоскости, когда р имеет единственную особенность в z = ж, 

и порядок особенности неотрицателен, исследована в работах [4, 5]. 

Если Ф - функция, аналитическая в D+ U D -, то обозначим 

Ф + ^ ) , z G D+, 
Ф ֊ ^ ) , z G D ֊ , 

а через C,C1,... обозначим различные постоянные. 

2. В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н Ы Е Л Е М М Ы 

1. Пусть к = ind a(t) , тогда функция a допускает представление (см. [6] 
T 

i(t)= S+(t)(S -(t))  1, t G T, 

S+ (z) = exp  t - K a ( t ) d t , z G D+ 
՝ 2ni J t — z ' 

T 

S ՜ (z) = exp < * } , z G  D  

T 

S± G C s (D±) и | S - ( z ) | = 0 ( | z | - K ) при z ^ ж . 

Л е м м а 1. Пуст,ъ а > —1 и Ф ^ ) ֊ решение задачи H при f G Ь 1(р)- Тогда 
справедливы следующие утверждения 
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(а) если n + к > 0, mo 

ж, N S(z) f f (t)(1 � t)" S(z)P(z) 

где P(z) ֊ некоторый полином порядка n + к � 1; 
(б) если n + к < 0, то Ф(z) представима в виде (2.1), где P(z) = 0 a f (t) 

удовлетворяет условиям 

(2.2) I  f f (—֊^t kdt = 0, k = 0 ,1 , . . . , ֊(n + к) � 1. 
JT  S +  ( t )  

Доказательство. Пусть n + к > 0. Так как a � n < 0, то из (1.1) получаем 

Ф+(^)(1 ֊ t)n Ф—(r—-4)(1 ֊ t)n f (t)(1 � t)" 
lim 

r—> 1 — 

Положив 
S+ (t) S—(t) S+(t) 

= , ф _ ^ = Ф — ( r — 1 z ) ( 1 ֊ z ) 

\dt\ = 0. 

S+(z)  r  w S—(z) 

Ф+t ֊ *—(t) = fr (t), t е T, 

получаем задачу Гильберта относительно функции , причем 

\Ф—(z)\ <С \z \ n + K — 1  

в окрестности z = то. Поэтому 

Фг (z) = 2 ^ f ^ dt + Pr (z), 
2пг Jt t � z 

где Pr(z) ֊ полином порядка n + к � 1. Так как в L 1 

Фг(z) — Ф(z)(1 ֊ z) n(S(z))  — 1 щи r — 1 � 0 

T 

fr (t) - f (t)(1 � t) n(S+(t))  — 1 щ и r - 1 ֊ 0, 

то переходя к пределу, получаем (2.1). Утверждение (а) доказано. 
Пусть теперь n + к < 0. Тогда Pr (z) = 0 и 

ФЫ =  S(z) Г f ( t)( 1 � t)n dt 
Ф ( Z ) = 2 п г ( 1 ֊ z)" JT S+(t)(t � z) 

Так как S(z)(1 ֊ z)—n имеет полюс порядка ֊(n + к) в бесконечности, то для 

того, чтобы имело место Ф(то) = 0, необходимы условия (2.2). 

a < ֊1 L1  

f (t)(1 � rt) n(S+(t))— 1 - f (t)(1 � t) n(S+(t))  —  1 при r - 1 � 0. 

n 
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Доказательство. Так как функция (S+(t))— 1 ограничена, то достаточно уста-
новить, что 

f (t)(1 — rt)n ^ f (t)(1 — t)n в L1. 

Учитывая неравенство |1 — t\ < 2\1 — rt\, получаем 

k ! — rt)n — (1 — t)n l < C (1 — r)\1 — t\n  

|1 — rt\ 
Из f (t) G L1(p) следует, что f (t) = g(t)\1 —1\ a , где g(t) G L 1 . Следовательно, 

|f(t)(1 — rt)n — f(t)(1 — t)nl < 
C\g(t)\(1 — r) 

\1 — rt\\1 — t\— n+ a . 
Так как 

то 

1r 
<2 

1r 
\1 — rt\\1 — t\ - n+ a \1 — rt \ 

2C |g(t)|(1 — r) 
If(t)(1 — rt)n — f(t)(1 — rt)nl < 

|1 — rt\ 
Учитывая, что функции (1 — r)11 — rt\  1 равномерно ограничены на T, (1 — 

\1 — rt\ 1 0 (t = r ^ 1 — 0 и применяя теорему Лебега, получаем 

доказательство леммы. 

Лемма 3. Пусть m ֊ натуральное число, тогда справедливы следующие утвер-
ждения 

(а)  l(1 — rt)m — (1 — r - 1t ) m i < C(1 — r)11 — rt\m - 1; 
(б) если m ֊ нечетное число, то существует постоянная c> 0 такая, что 

при условии |1 —1\ < c(1 — r) имеет место 

(1 — rt)m — (1 — r - 1t ) m > (1 — r)\1 — t\m - 1; 

(в) если m ֊ четное число, то существует постоянная c > 0, такая, что 
при условии m(1 — r)2 < |1 —1\ < c(1 — r) имеет мест,о 

(1 — rt)m — (1 — r - 1t)m > (1 — r)\1 — t\ 1 

Доказательство. Так как (см. [7]) 

(1 — rt)m (1 — r - 1t)m  <C 
(1 — r)((1 — r)m-1 + |1 — t\m - 1) 

\1 — rt\ 2 m  

то справедливость утверждения (а) следует из неравенств 1 — r < |1 — rt\ и 
|1 — t\ < 2\1 — rt\. Далее, имеем 

|(1 — rt)m — (1 — r - 1t)m l = 
(1 — r 2) m— 1 

E 
k=0 

(1 — rt) k(1 — r—11) —m— 1 — k 

r — > 

1 1 
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t L i f ) |1 — t | m - 1 
m - 1 / 1 r \ k / 1 r \ m - k - 1 

£ T - 7 + 0 1 — ^ r - < - . - 4 k=0 v 7 v 

Обозначив 

= u и Pr(u) =  T + r Y(—r) - ( m - 1 - k )(u + r)k(u — 1)m - 1 - k, 1 t r 
k=0 

будем иметь 

|(1 — rt)m — (1 — r - 1t)ml = (1 — r) 11 — tr - 1pr (u)l 

m 

Pr (u) = A1 (r)um - 1 + A2(r)um - 2 + ... + Am (r), 

m-1 

A1(r) = r - ( m - 1 ) J 2 ( — 1) kr k, 
k=0 

и A1(r) ^ 1 при r ^ 1 — 0. Так как числа Ak(r), к = 2,...,m, равномерно 
ограничены, то 

|Pr(մ,)^^ -'՝™' - 1՝ 1 ^ 1 когда |u| ^ ж, r ^ 1. 

Следовательно, существует A> 0 такое, что еели |u| > A, то Pr (u)| > 1. Обозна-
чив c = A - 1, получаем доказательство утверждения (б). Если m - четное число, 
то A1(r) ^ 0 A2(r) ^ m щ и r ^ 1 — 0. Поэтому 

|Pr(u) — A1(r)u||u|_ ( m^_ 2՝ ) ^ m щ и |u| ^ ж , r ^ 1. 

| A1 (r) || u| < 1 

P խ ^ խ ^ - 2 > m — 1 

| u| A > 0 | u| > A 

| Pr ( u) | > 1 

2. Функцию a(t) отнесем к классу R a (a(t) e R a), если 

(2.3) Ш_о | | S+ (rt) — a( t)S - (r -H)\\L4pr) = 

К примеру, пусть 
a(t) = cosY l ( П (1 — i Y У t e T, 
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где 71 - произвольное целое чпело, а 72 - неотрицательное целое число. Имеем 
71 = ind a(t) и, если դ2 > ֊n � 1 то a(t) е R a. Действительно, пусть 71 > 0, 
тогда S+(z) = 1 и 

S — ( z ) = c o s — 7 1 ( 2 о ֊ i ) 7 2 

\S+(rt) � a(t)S—(r— 1t)\ < C\(1 ֊ r— 1t)Y 2 � (1 � t)Y2\ < C(1 � r)\1 � rt\Y 2  —  1. 

Поэтому 

\S+(rt) � a(t)S  —(r— 1t)\pr(t) < C(1 ֊ r)\ 1 ֊ rt\Y 2  —  1 \1 ֊ rt\ n\1 ֊ t\ a — n  

= C(1 ֊ r)\ 1 ֊ rt\Y 2+ n\1 � t\ a — n. 

Так как յ2 + n > —1, то a(t) е R a. Аналогично устанавливается, что a(t) е R a  

при 71 < 0. 

Л е м м а 4. Пусть a < ֊ 2 , a(t) е R a, 

P (z) = ճ1(1 ֊ z) + ճշ(1 � z)2 + ... + A—n—1(1 � z)— ՝ 

֊n � 1 

lim \\S+(rt)P(rt) � a(t)S  —(r— 1t)P(r— 1t)\\T1, . = 0, 
1_o 11 ՝՝L  ( p> r 

P(z) = 0 

Доказательство. Так как 

S+(rt)P(rt) � a(t)S  —(r— 1t)P(r— 1t) = I1(r,t) + I2(r,t), 

I1(r,t) = (S+ (rt) � a(t)S— (r— 1t)) P(rt), 

I2(r,t) = a(t)S—(r— 1t)(P(rt) � P(r— 1t)), 

то из условия леммы имеем ^I1(r,t)^Li(p) — 0. Пусть A1 = 0, тогда по лемме 3 

\P(rt) � P (r— 1t)\ > (1 � r), 

при \1 ֊ t\ < c(1 � r), где c > 0. Поэтому 

/ \I2(r,t)\p(t)\dt\ > f ,  ( \ �r ) \ d t \ t . 
Jt J\1—t\<c(1—r) \1 ֊ rt\— n\1 � t\ n — a  

Так как \1 ֊ rt\ « 1 � r при \1 ֊ t\ < c(1 � r), то 
r r c ( 1 — r ) do 

T \I2(r,t)\p(t)\dt\ > (1 ֊ Г)^1 Уо — = A(1 � r) 2+ a, 

где A = c1+ a  n(1 + a ֊ n) \ Тем самым, лемма доказана при A1 = 0. 
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Пусть Ak = 0, n ֊ нечетное число и A1 = A2 = . . . = Ak—1 = 0. Применяя 
снова лемму 3, получаем 

\P(rt) � P(r— 1t)\ > (1 ֊ r)\1 � t\k—1 при \1 � t\ < c(1 � r). 

Поэтому 
г г (1 r ) i i _ t | k + a — n — 1  

\I2 (r,t)\p(t)\dt\>  (  ) ) r - ; F - n dt 
JT J\1 — t\<c(1—r) ^ ֊  r t \ 

г  c ( 1— r )  

> (1 ֊ r)n+1 e k + a — n — 1de = A(1 � r) k + a + 1, 
o 

где A = c k+ a — n(k + a � n) — Հ Так как k + a + 1 < 0, то 

(2.4) J i ^ f \I2(r,t)\p(t)\dt\ > 0. r — 1 — 0 J T n 
С г c ( 1— r )  

/ \I2(r,t)\p(t)\dt\ > (1 ֊ r)n+1 e k + a — n — 1dd 
JT Jm(1—r) 2  

= (1 ֊ r) k + a + 1(A � B(1 � r) k+ a — n), 

c " ' " ( k + a � n) ՝% B = m 

k + a ֊ n > 0 

A = c k+ a — n(k + a ֊ n)  —  1, B = m k+ a — n(k + a ֊ n)  —  1. 

a < ֊1 k > ֊n 

S+(rt)(1 � rt)k � a(t)S— (r— 1t) (1 ֊ r— 1t) k  lim =0. 
L1(p) 

Доказательство. Имеем 

S+(rt)(1 � rt)k � a(t)S— (r— 1t) (1 ֊ r— 1t) k = I1(r,t)+ I2(r,t), 

I1(r,t) = (S+(rt) � a(t)S— (r— 1t ) ) (1 � rt)k, 

I2(r,t) = a(t)S—  (r— 1t ) ((1 ֊ rt)k � (1 ֊ r— 1t ) k^j . 

Учитывая, что \S+(rt) ֊ a(t)S— (r— 1t) \ < A(1 � r ) , S > 0, получаем 

\h(r,t)\pr(t)\dt\< (1 ֊ r ) 4 h \1 ֊ r t p d t \ n < (1 ֊ r ) 4 -Idi— i n , ; irn >\ i_ \ jT \1 ֊ rt\— n\1 ֊ t \ n — a ֊ K ' JT \1 ֊ t\ n — a  

lima J \h(r,t)\pr (t)\dt\ = 0. 
— 1—o T 
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Далее, имеем |(1 — rt)k — (1 — r_ 1t) k\ < (1 — r)|1 — t\ k_ 1. Поэтому 

f \l2(r,t)\pr(t)\dt\< (1 — r ) f 11 —  rt\ k_l l dt l  

T  л  1 -  v ' J T !1 — rt\_ n\1 —1\ 

\dt\ 
< (1 — r) f 

JT T \1 — rt\\1 — t\ n_ a՝ 
Последнее выражение стремится к нулю при r ^ 1 — 0. Лемма доказана. 

Л е м м а 6. Пуст,ь f e L1 (р) и 

™ f - b S — r T z e D+ и D-. 

тогда 
֊1 \\K+(f ՛ rt) — a(t)K_ f , r_4) ||L1(p) < C\\f \\Ll(p). 

Доказательство. Из (2.5) имеем 

K +(f,rt) — a(t)K_ (f,r_ 11) = I1(r,t) + I2(r,t), 

( S+(rt) — a(t)S_(r_ 1t) Г f(T)(1 — т) ndT 
l ( r  ) 2ni(1 —rt) n JT S+(T)(T — rt)' 

a(t)S_(r_ 1t)f 1 Г f(т)(1 — т) ndr 
2( '  ) 2ni — rt)n J T S+(T)(T — rt) 

1 f f(т)(1 — т ) n d r \ 

Так как 

то 

(1 — r_ 1t) n JT S+(T)(T — r_1t) I' 

\S+(rt) — a(t)S_ (r_ 1t ) I < A(1 — r) s ՛ 

M r t ) l < A(1 — r) f \f(т)\1 — тГ\\dr \ 

\1 — rt\n JT \T — rt\ 

Далее I2(r,t) = l2 ( 1՝ >(r,t) + l2 ( 2՝ >(r,t), где 

I(1)(r t) = a ( t ) S_  (r_ 1 t ) f f (т)( 1 — т)n(1 — r2) 
կ  ( r , t ) = 2ni(1 — rt)n J T S+(T)T — rt\2  d  U  

ք(2)ս^= a(t)S_ (r_ 1t) ( 1 1 \f f (т )(1 — т ) n  
I 2  ( r ' t ' ) 2ni V (1 — rt)n (1 — r_4)n)JT S+ (T)(T — rt)\ d T\' 

a(t)S _ r_1t r 
1 

I i 2 1 ) ( r ' t ) < \ 1 — r t n J T ՝ J y " V — h£ ' ^ 
M f \f(т)Ц1 — T\n\1 — r2\ 
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I ( 2 )(r,t) < M 
(1 ֊ rt)n (1 ֊ r - 1t) n  

\f (т)\\1 ֊ т\n 

\T ֊ rt\ \dT\. 

Пусть теперь a > ֊1. Тогда n > 0 и 

, < A j Ч ֊ ^ T  f M Mdt\ 

< A j \ f (T) \ \ 1 ֊ T\ a \ 1 ֊ т\n - a Լ 
(1 ֊ r) s\dt\ 

T \ 1 ֊ t \ n - a \т ֊ rt \ 
\ dT \. 

Так как 

sup\ 1 ֊ т \л [ 
T 

л f (1 ֊ r)S\dt\ 

It \ 1 ֊ t \ л \ т ֊ rt \ 
то получаем \\I1(r,t)\\L1(Pr) < A\\f \\L1(P). Далее имеем 

< то, r е (0,1), т е T, 

I i ( 1 )(r,t) r if < M f \ f (т) \ \ 1 � т \a \ 1 � т \n -a f 
L 1 ( P r ) J JT 

(1 ֊ r 2)\dt\ 
T \ 1 ֊ t\ n - a \T ֊ rt\2  

\ dT \. 

Так как (см. [7]) 

sup\ 1 ֊ T \л [ 
T 

л[ (1 ֊ r2) \ dt \ 

то 
T \ 1 � t \л \ T � rt \2  

I2 1 )(r,t) <M\\f \\Li(p). 
L1(pr) 

< то, r е (0,1), T е T, 

Учитывая неравенство (см. [7]) 

1 
(1 ֊ rt)n (1 ֊ r - 1t) n  

< A(1 ֊ r2) 
\ 1 ֊ rt \  n+ 1 1  

получаем 

т( 2)< I2 2 )(r,t) < A f \ f (T ) \ \ 1 ֊ T \ a \ 1 ֊ T \n - a j 
L 1 (Pr ) J JT 

(1 ֊ r 2)\dt\ 
r ) 

Используя следующую оценку из [7] 

,л Г (1 ֊ r 2) \ dt \ sup\ 1 ֊ т \ л [ 
T 

получаем 
\ 1 ֊ rt\ 1 + л | т ֊ rt\2  

I {2 ](r,t) r ^ < A\\f \\լ1 (р). 

T \ 1 � rt\  1+n - a \т � rt\ 

< то, r е (0,1), т е T, 

\ dT \. 

L1(Pr) 

a > ֊1 

Пусть теперь a < ֊ 1 Так как в этом случае pr(t) = \ 1 � rt\n\ 1 � t\ a - nj То 

\\I1(r,t)\\L1(pr) < Aj\f (т) \ \ 1 � т \ a \ 1 � т \ n - a  

Г (1 ֊ r) \ dt \ 
)T \ 1 ֊ t\n - a \т ֊ r 

- \ dT \<A\\f \\L1(p). 

1 1 

1 

X 
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Аналогично, в силу леммы 3 

I2 l )(r,t) < A\\f \\լւw՛ 
L1(Pr) 

I2 2 )(r't) ւԱ < A\\f\լւ 
L1(Pr) 

I ( 2)( 

Лемма доказана. 

3. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ Н 

1. Нам необходимо следующее утверждение 

Лемма 7. Пуст,ъ f e L1 (р). Тогда 

lim о\\K+(f՛ rt) — a(t)K_ (f՛ r_1t) — f (t^^^) = 0՛ 
r—> 1 

где функция K(f՛ z) определяется формулой (2.5). Тем самым, если n+к > 0, то 
функция K(f՛ z) является решением задачи Н. Если n + к < 0, то K(f՛ z) будет 
решением задачи Н тогда и только тогда, когда f удовлетворяет условиям 
(2.2) 

Доказательство. Рассмотрим случай, когда функция f e L1(p) обращается в 
нуль в окрестности точки t = 1. Пусть f = ^ и \1 —1\ < в, тогда функция 

^ / i + r F ^ dT 
JT s + ( t ) ( t —  z )  

аналитична в окрестности \1 — z\ < в точки z = 1. Поэтому 
Ф ^ ) = Ао + A1(z — 1) + . . . + Ak(z — 1)k + ...՛ 

ВДе A k! f f (т )(1 — т ) n  
Ak = 2ni JT S+(T)(T — 1) k+ 1' 

Ясно, что 
^(rt) — Փ1 (r_4) \ < A(1 — r)՛ 

\ 1 — t\ < в 

K +(^Н) — a(t)K_ Ա՛^Կ) = Ь(Г^)+ h^t)՛ 

S(rt^^rt) — a(t)S_ (r_ 1t) ՓՎ^Կ) 
^ = ՛ 

^ = — a ( t ) S_  ( r_ 1 t )  ф1  ( r_H ){ v—m — 

Так как 
\S(Н)Ф1(Н) — a(t)S_ (r_ 1t ) Փ1 (r_ 1t)\ < C(1 — r) s՛ 
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где S > 0 и \ t � 1 \ < թ, то 
г г (1 — r)S 11 _ t | а  

\I1 (r,t) \ p(t)\dt\ <  K >  1 ,  1 dt — ^ и r — 1 ֊ 0. 
JTe JTe \1 � r t \ 

Далее, учитывая лемму 4 имеем 

(1 ֊ rt) - n � (1 ֊ r - 1t ) - n <C(1 ֊ r)\ 1 � rt\ - ( n+ 1 ), 

поэтому 

ք \ I2(r,t) \ p(t) \ dt \ < C( ( 1  r ) ^ ֊ 1 \ a dt — 0 щ и r — 1 ֊ 0. 
Te JTS \1 ֊  r t\ + 

f \K +(f, rt) ֊ a(t)K - ( f , r - 1t) \ p(t) \ dt \ — 0. 
•JTe 

Тем самым, 

\K ( J , r t ) � a(0)K f , r - 1  

'Te 
Пусть теперь t е T \ Tp. Так как f (t)(1 � t)n е L 1(T), то функция 

Ф2(Х) = Sizl Г  f  (T ) ( 1 � T ) n dT 
2 � } 2ni JT S+(T)(T � z) 

удовлетворяет соотношению (см. [8]) 

Ф+(Н) ֊ a(t)S- (r - 1t) ֊ f (t)(1 ֊ t) n\\L1 — 0. 2 rt � a t 2 r t � f t � t L 1 

Учитывая, что 

(1 ֊ rt) - n � (1 ֊ r - 1t ) - n < A(1 � r), t е T \ Tp, 

f е L 1 ( p) 

t=1 
Пусть теперь f е L1 (p) - произвольная функция. Для заданного е > 0 выберем 

функцию f e так, чтобы она обращадась в нуль в окрестности t = 1, и имело место 

\\f � fe\\L1(P) < е- Учитывая лемму 6, будем иметь 

\K+(f,rt) ֊ a(t)K - (f,r - 1t) ֊ f (t)\\L 

< \\K +(f ֊ f E , rt) ֊ a(t)K - f ֊ f e , r - 1t) ֊ f (t) 

L1(Pr) 

L1 (Pr) 

+ \\K+(fe,rt) � a(t)K - f r - 1t) � fe(t)\\L 1(pr) + \\f£ � f \\L 1 (р) 

< C\\f � f£\\L1(p) + \\K+(fe,rt) � a(t)K - (fe,r - 1t) � fe(t)\\L1{pr) . 

Так как последнее слагаемое стремится к нулю при r — 1 � 0, то лемма доказана. 

2. Для однородной задачи H имеет место 

Теорема 1. Пусть a > ֊1, тогда справедливы следующие утверждения: 
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(а) если n + к > 0, то общее решение однородной задачи Н можно предста-
вить в виде 

( n к_1 \ 

J2Ak(1 — z)_k + ^ Bs (1 — z) s\՛ 
k=1 s=0 J к> 0 

n 

$o(z) = S(z) J2 As(1 — z)_ s՛ 
s=_K+1 

к< 0 
(б) если n + к < 0, то однородная задача имеет только тривиальное реше-

ние. 

Доказательство. Положим 
n_1 

P(z) = J2 Bs(1 — z) s. 
s = 0 

Так как 
S +(rt) — a(t)S_(r_ 1t)\ < A(1 — r) s՛ S> 0՛ 

то 
\S+(rt)P(rt) — a(t)S_ (r_ 1t) P (r_ 1t) \<A(1 — r) s. 

Поэтому 

\\S +(rt)P(rt) — a(t)S_ (r_ 11) P (r_ 1t)\\lip ^ 0. 

Рассмотрим функции Ф г ( z ) = S(z)(1 — z)_k, где k < n ֊ натуральное число. 

Используя оценку 
1 1 

1 — r 
\1 — rt\ k+ 1' (1 — rt)k (1 — r_1t) 

\ ( )\ 
\ + , ч , ч ( 1 м \S +(rt) — a(t)S_ (r_4) \ 
\Ф+(Н) — a(m_ (r_ 1t) \ <\  У ) ( — rt]k {  )ձ  

+ \a(t)S_ ( r_ 1 t ) \ — ^ < C(  — Վ , + J 1 — rL ) 
՚ V Л (1 — rt)k (1 — r_ 1t) k - \\1 — rt\k \1 — rt\ k+ 1) 

Следовательно. 

\ \ ( r t ) — a(t)^_ (r_h)\\լւ (р) 

< C ( T T 

< C Ա W + V - t — r — F ™ 

< C ( ( 1 _ r)s Г \d t\ + Г (1 — r)\ d t\ \ 
< V  ) JT \1 — rt\ n_ a +JT \1 — rt\ n+ 1_ a) 
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Так как, n � a < 1и n + 1 ֊ a < 2, то последнее выражение стремится к нулю 
при r ^ 1 � 0. 

3. Из теоремы 1 следует 

Теорема 2. Пусть a > ֊1, тогда справедливы следующие утверждения: 

(а) если n + к > 0, то общее решение задачи H можно представить в виде 

(3.1) Ф(г) = K (f,z)+$o(z), 

где K ( f , z) определяется формулой (2.5), а Ф 0 ^ ) - общее решение одно-
H 

(б) если n + к < 0, то решение за дачи H единственно и представимо в виде 
(3.1), где Ф 0 ^ ) = 0 of удовлетворяет условиям (2.2). 

4. Рассмотрим случай a < ֊1. 

Теорема 3. Пусть a < ֊1 и a(t) G R a. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения: 

(а) если n + к > 0, то общее решение задачи H можно представить в виде 

(3.2) Ф ( ^ = K (f,z) + S(z)P (z), 

где 

P (z) = ճօ + ճ _ ո ( 1 ֊ z) - n + ... + AK-1(1 � z)K—1 � � 

к ֊ 1 
Ao,A —n , . . .  ,  aK — 1 • 

(б) если n + к < 0 и к > 0 то общее решение задачи H представимо в виде 

(3.3) Ф^) = K (f,z) + AoS(z), 

где A0 ֊ произвольное комплексное число, a f (t) удовлетворяет услови-
ям 

(3.4) j  f ^ ՜ ք ^ dt = 0, k = 0, 1,..., ֊(n + к) � 1; 

(в) если n + к < 0 и к < 0, то решение за дачи H единственно, представимо 
в виде (3.3), где 

, ч , 1 I՝ f(t)(1 � t)n , 
^ A o = ֊ 2 ^ JT ЦфП+Гd t, 

f(t) к = ֊n � 1 
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Доказательство. Предположим, что Ф ^ ) есть решение задачи Н при заданном 

f e L 1(p). Тогда из (1.1) имеем 

Ф+(^)(1 — rt)n Ф _ ( r _ 1 t ) ( 1 — rt)n f (t)(1 — rt)n  
lim 

r Ю 

Полагая 
S+(t) S_(t) S+(t) 

Ф+^z)^ — rz)n Ф_(r_ 1z)(1 — rz) 

\dt\ = 0. 

K(z) = V " 7 ՛ *_(z) = S+(z) ' r  w S_(z) 
и 

*+(t) — *_(t) = fr (t)՛ t e T՛ 

получаем задачу Гильберта относительно функций Ф^(z), где Ф_ (z) имеет полюс 
—n r _ 1 

неравенство \ФГТ(z)\ < C\z\ n+K_ 1. Пусть 

Q r (z) = + . . . + A _ n ( r ) 
1 - rz (1 - rz) 

главная часть разложения Лорана функции в окрестности точки r_1. То-

гда будем иметь 

*+(t) — (*_(t) — Qr (t)) = fr (t) + Qr (t). 

Пусть теперь n + к > 0. Тогда 

1 Г fr (t) ФГ(z) = — f dt + Qr(z) + Pr(z)՛ 
2ni JT t — z T t-z 

где Pr (z) ֊ некоторый полином п орядка n+к — 1, тел и n + к > 0, и Pr (z) = 0, если 

n + к = 0. Так как Ф Г (z) — Ф^)(1 — z) n(S(z))_ 1 равномерно гае окружности T 
и по лемме 2 

fr(t) — f (t)(1 — t) n(S+(t))_ 1  

L 1, то 
^ , S(z)(Q(z) + P(z)) 
Ф^) = K (f,z) + „ \ „ up и r — 1՛ 

(1 - z)n  

ГМ \  C1 i  C2 i I  C_n 
Q ( z ) = i—: + 7 i — + . . . + 1 - z (1 - z)2 (1 - z)_n  

P (z) = Bo + B1z + ... + BK+n_1z n + K_ 1. 

Ясно, что функция (Q(z) + P(z))(1 — z)_n ֊ полином порядка к — 1, поэтому 

(Q(z)+ P (z))(1 — z)_n = P1(z)+ P2(z)՛ 

P1(z) = A1(1 — z) + ... + A_n_1(1 — z)_ n_ 1՛ 
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P2 (z) = Ao + A—n(1 ֊ z)—n + ... + AK—1(1 ֊ z)K — 1. 

Так как в силу леммы 7, 

\\K+ ( f , rt) ֊ a(t)K— (f,r— 1t) ֊ f (t)\\L1{pr) ^ 0, 

а по лемме 5 и условию теоремы 

\\S+(rt)P2(rt) ֊ a(t)S— (r— 1t) P2 (r— 1t)\\Li{pT) ^ 0, 

то 

r Ш o \\S+ (rt)P1(rt) ֊ a(t)S— (r — 1t) P1(r— 1t)\\Li{pT) = 0. 

Применяя лемму 4, получаем P1(z) = 0. Тем самым, если n + к > 0 и функция 
Ф(z) ^^^ь решение задачи H. то для этой функции получаем представление (3.2), 
где Ao, A—n, A—n+1,... ,AK—1 ֊ некоторые комплексные числа. Применяя снова 
леммы 7 и 5, получаем, что при любых числах Ao, A—n, A—n+1, ..., AK—1 функ-

H 
образом, утверждение (а) теоремы доказано. 

Пусть теперь n + к < 0 к > 0. Тогда ^—(z) имеет пгаюс порядка ֊n в точке 
r— 1 и в нуль в точке z = то. Поэтому 

ФМ = f  f ( t ) ( 1 - t ) n J L + S(z)P(z), W 2ni(1 ֊ z)n JT S+ (t) t ֊ z 

P (z) = Ao + A1(1 ֊ z) + ... + A—n—1(1 ֊ z) n1 

֊ некоторый полином порядка ֊n � 1. лемму 3, получаем A1 = A2 = 
... = A—n—1 = 0 и P(z) = Ao. Тем самым Ф ^ ) представляется в виде (3.3). Так 
как a(t) G R a, то A o S ( z ) удовлетворяет однородному условию (1.1). Поэтому для 
того, чтобы имело место (3.4), необходимы условия Ф(то) = 0. 

к < 0 S(z) ֊к 
AoS(z) H 

Ф(то) = 0 С Л G Дуб Т  Ao 

f 

Из теоремы 3 получаем 

Теорема 4. Пусть a < ֊1 и a(t) G R a. Тогда справедливы следующие утвер-
жения: 
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(а) если n + к > 0, то общее решение однородной задачи Н можно предста-
вить в виде 

(3.6) Фо(z) = S(z) (Ao + A_n(1 — z)_n + ... + AK_1(1 — z)K_ r) ՛ 

где Ao՛ A_n՛... ՛ AK_1 ֊ произвольные комплексные числа, 
(б) если n + к < 0 и к > 0, то Ф ^ ) = A 0 S ( z ) , где A0 ֊ произвольное ком-

плексное число; 
(в) если n+к < 0 и к < 0, то однородная задача имеет только тривиальное 

решение Ф ^ ) = 0. 

Н 
мых решений N однородной задачи и количество условий P на f , при которых 
задача Н имеет решение, конечны. Разница N — P называется индексом задачи 
Н. Из теорем 1 и 2 следует, что если а > —1, то N = n + к при n + к > 0 и 
P = —n — к при n + к < 0. Это означает, что при а > — 1 числа N и P зависят 

а к = a(t) а < -1 N P 
только от а и к. В случае, когда a(t) e R a и n + к > 0, мы имеем N = n + к + 1. 
Можно привести примеры, когда a(t) e R a и N = n + к. 

Теорема 5. Пусть а < —2, a(t) = (A+(1—t) e)a1(t), где в e (0՛ 1), a1 (t) e C  1(T), 
a1(t) = 0, а число A выбрано так, чтобы функция A + (1 — z) e не обращалась в 
нуль в D+. Тогда справедливы следующие утверждения: 

(а) если n + к > 0, то общее решение задачи Н можно представить в виде 
(3.2), где 

P (z) = A_n (1 — z)_n + ... + AK_1(1 — z)K_1  

и A_n՛... ֊ произвольные комплексные числа, 
(б) если n + к < 0, то задача Н разрешима тогда и только тогда, когда f (t) 

удовлетворяет условиям (3.4). Решение единственно и Ф ^ ) = K(f 

Доказательство. Через S± (z) обозначим фактор-функцию a1(t). Если S±(z) 

a(t) 

(A + (1 — z) e)S+(z)՛ z e D+ 
S ( z ) S1 (z)՛ z e D 

Так как 

\S++(rt) — a1(t)S_ (r_ 1t) \ < C(1 — r) s՛ 



ГРАНИЧНАЯ ЯДЛТАЧД РМ TTKRPPT А X X i~VX XXX XXX r\.J X _> - \ , I.- \ Xi~V X XXt> XX-> X->X-jX X i~V 

где в < 5 < 1, то получаем 

\S +(rt) — a(t)S_(r_ 1t)\ > (1 — r) e՛ 

при \1 — t\ < c(1 — r), c > 0. Следовательно, 

\\S+ (rt) — a(t)S_ (r_ 1t)^L1{pr) ^ж. 

Поэтому, повторяя рассуждения теоремы 3, заключаем, что A0 = 0. 

Из этой теоремы следует 

а < -2 

a(t) = (A + ( 1 — t) e )a1(t)՛ 

где в e (0՛ a1(t) e C1 (T), a1(t) = 0, а, число A выбрано так, чтобы функция 
A + (1 — z) e не обращалась в нуль в D+. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения: 

(а) если n + к > 0, то общее решение однородной задачи Н можно предста-
вить в виде 

Ф0^) = S(z) (A_n(1 — z)_n + ... + AK_1(1 — z)K_ 1) ՛ 

где A_n՛... ՛ AK_1 ֊ произвольные комплексные числа, 
(б) если n + к < 0, то Ф^) = 0. 

Abstract . The paper studies a Hilbert boundary value problem in L 1(p), where 
p(t) = \1 — t\ a and а is a real number. For а > —1, it is proved that the homogeneous 
problem has n + к linearly independent solutions when n + к > 0, where a(t) is the 
coefficient of the problem, besides, к = ind a(t) and n = [а] + Hf а is not an integer, 

n = а а 
found for the case when а > — 1 and n + к < 0. Foг а < —1 the number of linearly 
independent solutions of the homogeneous problem depends on the behavior of the 

a(t) t = 1 
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