
Известия HAH Армении. Математика, том 43, н. 2, 2008, стр. 17-24 

К О Л И Ч Е С Т В Е Н Н О Е У Т О Ч Н Е Н И Е Т Е О Р Е М Ы Ф О Н 
Н Е Й М А Н А - Г А Й Н Ц А И П Р И М Ы К А Ю Щ И Е К Н Е Й 

Н Е Р А В Е Н С Т В А 

Л. 3. ГЕВОРГЯН 

Государственный Инженерный Университет Армении 
E-mail: levgev@hotmail.com 

А Н Н О Т А Ц И Я . В настоящей заметке приводится количественная форма тео-
ремы фон Неймана, а также некоторые родственные неравенства, позволя-
ющие оценить снизу расстояние между началом координат и нормализиро-
ванным числовым образом оператора. 

1. В связи с теорией спектральных множеств линейных ограниченных операто-
ров, действующих в гильбертовом пространстве (H, { • , • ) ) фон Нейман доказал 
[6] следующее утверждение. 
Теорема А. Пусть функция u аполитична в некоторой области, охватывающей 
.замкнутый единичный круг D и удовлетворяет неравенству \u(z)\ < 1, z G D. 
Тогда для любого оператора А такого, что ||А|| < 1 имеет место неравенство 
||u(A)|| < 1. 

В дальнейшем в [5] было установлено , что теорема А может быть легко получена 
из следующего результата. 

u 
.замкнутый единичный круг D и отображает D в правую полуплоскость C+ = 
{z : Re z > 0}. Тогда для любого оператора А ||А|| < 1 и любого элемента x G H 
имеет место неравенство He(u(A)x,x) > 0 . 

Следует отметить, что приведенные выше формулировки взяты из [7] (глава 11, 
153, §2). 

Сначала мы докажем количественный вариант второго из этих утверждений. 
Затем будут установлены некоторые неравенства для нормы трансляций произ-
вольного оператора. 
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В конце оценивается снизу норма некоторой функции от оператора, что в 
комбинации с уже полученным результатом позволяет судить о величине зазо-
ра между началом координат и так называемым нормализированным числовым 
образом оператора. 

Подобные оценки играют важную роль при определении скорости сходимости 
различных итерационных методов решения линейных операторных уравнений в 
гильбертовом пространстве [3]. 

Прежде чем перейти к изложению этих результатов, заметим, что условия, 
что функция u аполитична в U и ||A|| < 1 можно заменить на аналитичность 
функции u в открытом единичном круге D и ||A|| < 1. Действительно, грани-
цы множеств D и U лежат на некотором положительном расстоянии т. Тогда 
функция, определяемая формулой f (z) = u((1 + m)z) будет аналитична внут-
ри единичного круга и норма оператора B = A/(1 + т) будет строго меньше 

1 

f 
D 

B, ЦВЦ < 1 

(1) R e ( f ( B ) x , x ) > 1 : i M | N | 2 I t e { f ( 0 ) } , x e H. 

Доказательство. Пусть r ֊ число, удовлетворяющее неравенствам ||В|| < r < 1. 

Согласно формуле Шварца 

1 Г г . ( re" + z 
' о 

Откуда 

и 

1 /՝ relt + z 
f(z)= ibnf(0) + ֊ / R e { f ( r e 4 ^ - e ^ dt, |z| < r. 

2n J о re l t — z 

Re f (B) = —— I Re f (re i t)Re ((re i tI + B) (re i tI — B)՜1) dt, 
2 -к J о V / 

(Re f (B)x,x) = —n Լ  R e if ( re^)} Re^ (re i tI + B ) (re i tI — B)՜1 x,x^ dt 
о 

или, что то же самое 

(Re {f (B)} x,x) = —n j Re {f ( r e i t ) ^ ( (re i tI + B) yu (re i tI — B) yt) dt, 

где yt = (re i tI — B) 1 x. Очевидно 

Re( (re i tI + B) yt, (re i tI — B) yt) = r 2Hytf — HByt ||2 > (r2 — HBf) Աք . 
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Так как 

то 

у и > 11-41 > \\-Ч\ 
W y t\\  - Wre^I - B\\  - r + \\B\\ 

Re ( { r e " + B) yu {re} 11 - B) yt) 

- (r2 - \\B\ 
|2 = r_-\B\ 

(r + \\B\\) 2 r + \\B\\ l  

Таким образом, 

Mf (B)x,x) - _ТЩ\\х\\ 2շէ J \ e f {re i t) dt. 

Так как для аналитической функции ее действительная часть является гармо-
нической функцией, то 

1 г 2п 1 Г2П  

— Լ Ref(re u) dt = Re{f (0)} 

R e ( f ( B ) x , x ) - _ Т M \ \ x \ \ 2 R e { f ( 0 ) } . 

Переходя к пределу при r ^ 1 получим (1). 

Пример 1. Пусть 

B = ^ 0 ) ' 0 < ^ < a <  1, f М = 

Тогда \\B\\ = a и 
( — 0 

f (B)=( Т 1 - ь 
\ u 1+b 

Числовой образ W(B) = {(Bx,x) : \\x\\ = 1} оператора B равен [b, a], а 

՜ 1 - a 1 - b 1 
Wf (B)) = 1 + a 1 + bj ' 

B 
Напомним, что числовым радиусом оператора A называется величина 

w (A) = sup |А|. 
x e w ( A ) 

Лемма 1. Для любого оператора A и произвольного комплексного числа А G C 

(2) \\A - AI\\< w(A) + у ^ ^ ^ А У Т ^ . 

2 x 
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Доказательство. Согласно теореме 2 из [1], условия 

w(B) < 1, \\Б — XI\\ < 1 + ^/1 + |Л|2, Л е C 

эквивалентны. Пусть Б = A/w (A). Тогда 
A 

w(A) 
— բ1 < 1 + v / i + F F 

IIA — w(A)^I|| < w(A) + y/w 2(A)+ w 2(A)l^l 2. 

Заметим, что в силу формулы из [2] 

lim ЦЛ1 — \\A — X I = inf Re { W (e - i*A)} . 
arg Х = ф 

Если имеет место неравенство 

\\A — XI\\ < а + V o ^ T ^ (a> 0), 

то w(A) < a, т.е. оценка (2) для любого оператора является точной. 

Пример 2. Пусть J2 ֊ двумерная клетка Жордана 
01 

J 2 0 0 

Простой подсчет показывает, что 

w ( J 2 ) = 1/2 и \\J2 — XI\\ = 1 / 2 + V 1 / 4 + |Л|2, Л е C. 

J 2 

Оказывается, что этот результат справедлив также для более широкого класса 

операторов. 

Л е м м а 2. Пусть A2 = 0. Тогда D(0, \\A\/2) С W(A) С D(0, \\A\\/2). 

Доказательство. Как хорошо известно, гильбертово пространство H может 

быть разложено в ортогональную сумму: 

H = N (A*) © R(A), 

где N(A) ֊ ядро, a R(A) ֊ образ оператора A Пусть h = f + g, где f е N(A*) и 

g е R(A). Очевидно, что 

Ah = Af, (Ah, h) = (Af, f + g) = f , A*(f + g)) = f , A*g) = (Af, g). 

Откуда 

\(Ah,h)\ = J (Af, g) J < \\A\\\\f \\\\g\\ < 1 \\A\\ (\\f\2 + \\g\\ 2) = ± 
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\ A\ < 2w(A) \ A\ = 2w(A) 
{hn} такая, что (Ahn,hn) ^ \\A\\eia/2. Пусть hn = f n + gn ֊ ортогональное 

разложение элемента hn. Тогда 

(Ahn, hn) = (Afn,gn) и (Afn, e i ( a - e )g^ Ae i e. 

A 2 = 0 

\\A - AI\\ = w(A) + ^^ЩТЩ 2, A G C. 

Доказательство. Имеем 

\\(A - AI)h\\ 2 = \\Af\\2 - 2Re(Af, Ag) + A^hf. 

\ h\ = 1 g 
быть сведено к виду 

\\Af\\2 +2lAI\\Af\\\g\ + |A|2 < \\A\\ 2\\f\\2 + 2 | A | \ \ A \ \ \ \ f + IA|2. 

\ f\ 
равен 

\\A\^ ^ л|| l\\A\\ 2 , m2_ (\\A\\ l\\A\\ 2  

2 + \ \ A \ \ ^ ^ + | A | 2 + A ^ + + A2) • 
f 

можно сделать сколь угодно малой. Тогда 

|| (A - AI )h|| — ^ + + | A |2 = w(A) + ^ Щ Т Щ 2 , 

что завершает доказательство. 
A=0 

место равенство (т.е. если \\A\\ = 2w(A)), то оно сохраняется также для всех 
остальных значений A G C. 

Предложение 3. Пусть оператор A достигает своей нормы и \\A\\ = 2w(A). 
Тогда для любого A G C 

\\A - AI\\ = w(A) + vЯЧAУУТ\ճ|• 

Доказательство. Так как это равенство однородно, то можно дополнительно 
предположить, что \\A\\ = 1. Согласно теореме из [8] J2 есть прямое слагаемое 
для оператора A, т.е. 

A = 0 B 

2 
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где W(B) С W(մշ). Тогда 

2 + V 4 + 1Л12 = IIJ2 ֊ xiII < IA ֊ XIII < 1 + \ J \ + 1л12, 

влекущее 

I I A - XIII = w(A) + ^ Щ Г Щ 2 2 , X е C. 

Предложение 4. Оператор A достигает своей нормы на элементе x тогда 
и только тогда, когда x является собственным элементом оператора A* A, 

I AI 2 

Доказательство. Пусть IIAxII = HAHHx! Тогда 

IIAfIIxII2 = Ц М ? = (A*Ax,x) < ||A*Ayyxy2 = IIAI2HxH2. 

A * Ax = I AI 2 I xI 

Следовательно, множество элементов, на котором оператор достигает своей 

нормы, пополненное нейтральным элементом, образует подпространство. 

Следующий пример призван проиллюстрировать это предложение. 

Пример 3. Пуст,ь V ֊ оператор, действующий в пространстве Ь 2(0,1) по фор-
муле 

(Vf) (x) = ( f (t) dt. 
J о 

Нетрудно проверить, что 
2 x 2 1 

= —, cos п— = - , 
п 2 2' 

x  
V cos п — 

2 

x 2 x 
2 = — sin п—, 

п 2 ' 
2 x 

1 п ) 
| cos п —. 
1 2 

—, V*V cos п— 
п 2 2 „ , 

Покажем, что два условия предложения 4 независимы. Очевидно, что из дости-

I AI = 2w(A) 
ный оператор, достигающий своей нормы, в частности, нормальный оператор, 

действующий в конечномерном пространстве). 

Следующий пример показывает невозможность обратной импликации. 

Пример 4. Пусть H = C 2 , a A является ортогональной суммой жорда-
новых клеток 

° 2 ՜ М 1 2 
о о ) ,  n =  1, 2,... 

Очевидно, что ЦAI = 1 и W(A) = {z : \z\ < 1/2}, так что w(A) = 1/2. Равен-
I AI = 2w(A) A 

нормы. 
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Замечание 1. Оценка 

( 3 ) ||A - AI||<||A|| + |А| 

является более точной, чем (2) для операторов, удовлетворяющих условию 
||A|| = w(A), а оценка (2) точнее, чем (3) для операторов, удовлетворяющих 
||A|| = 2w(A). Если c||A|| = w(A), где 1/2 < c < 1, то из неравенства 

c||A|| + ^/еЦЩ^ТА <||A|| + |А| 

будем иметь 

|А| > ֊ | | A | | , 

| А| | А| 
֊ наоборот, оценка (3) точнее, чем (2). 

Предложение 5. Пусть оператор Б, действующий в гильбертовом простран-
стве Н, удовлетворяет условию w(B) < 1. Пусть функция f аполитична в 
круге D и отображает его в правую полу плоскость C+. Тогда 

(4) f№11 < ( м / ( 0 ) } | + W ( ֊ - ֊ B B ) + r R e { f (0 ) , ) 

Доказательство. Согласно формуле Шварца при w(B) < r < 1 

1 Г2* _ 1 
f(Б) = О т f (0) I +— Re {f (ге и)} (re i tI + Б) (re i tI - Б) dt. 

2 n J 0 

Откуда получаем 

f (Б)x|| < jlm f (0)|||x|| 

Г Г2* _ 1 

+ — R e { f ( r e " ) } (re i tI + B){re i tI - Б) x dt 
2 n J о 

< ^ b n f(0)| + — Լ R e { f ( re i t ) } \ \ r e i t I + Б\\ (re i tI - Б)՜1 dt^J ЦхЦ 

' (Б) + у ^ И Б ) ^ < |lm f(0)| + 2n 

x Լ R e { f ( re i t \ re  i tI - Б ) 1 dt 1 dt x . 

Хорошо известно (см., напр., [4], Лемма 6.1 о росте резольвенты оператора), что 

| ( Б - AI >՜'1\ < таЩЩ • А 

x. 
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где d - расстояние между А и W(B). Таким образом 

-re i tI - B)  1 < —- = < v ՚ — J „ „ i t W C D ՝ \ \ — d(re i t,W (B)) ՜ r - w (B) 
1 

Откуда 

f (B)x\\ < |lm f (0)| + 
w(B) + v /w 2(B) + r 

r - w(B) 

,2 

Re f (0) IIxH-

В пределе получим (4). 

Замечание 2. Если IIBI < 1, то неравенство (4) может быть заменено на 

A b s t r a c t . The paper gives a quantitative refinement of von Neumann's theorem 

with some relevant inequalities permitting to estimate from below the distance betwe-

en the origin of the coordinate system and the so-called normalized numerical range 

of an operator acting in the Hilbert space. 
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Комбинируя это неравенство с (1), будем иметь 
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