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А Н Н О Т А Ц И Я . Настоящая работа посвящена алгебраическим свойствам ра-
циональных функций, ортогональных на единичной окружности, с фикси-
рованными полюсами. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Пусть { z k ( \ z k \ < 1, k = 0 ,1 , . . . ) ֊ произвольная последовательность 

комплексных чисел. Рассмотрим систему Такенака-Мальмквиста рациональных 

функций {rk (z)};i;<;L0: 

ro ( Z ) = ( 1 - N 2 ) 1 / 2 

1 - zoz 

(1 -\zn\ 2) 1 / 2 zk - z 
1 - zkz' 

rn(z) П ֊ ^, ^ J ֊ J ֊ 
k = 0 

f ^ , zk = 0 
ek = I , n = 0 ,1 , . . . 

k \ - 1 , zk = 0 ՛ 
Ортогонализируя упорядоченную последовательность {rk(z)}^0 на единичной 
окружности T = {£ : |£| = 1} относительно меры (2п) - 1 մբ($), где բ($) - произ-
вольная ограниченная неубывающая функция на отрезке (0,2п) с бесконечным 
множеством точек роста, получим последовательность рациональных функций 
խk ( z ) } ^ = 0 5 удовлетворяющих условиям, определяющим функции этой последо-
вательности единственным образом: 

^n(z) = anrn(z) + . . . , an > 0, n = 0,1, . . . , 

1 ' 2 п Г1, n = m 
դ I m 4 e /Ymye /-r-\-/ - I , 2n J0 I 0, n = m 
— фп(е՝*)фт(е**)с1р(0) = 5щт = Հ ' , n,m = 0 ,1 , . . . 
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Рациональные функции {vk(z)} были введены М. М. Джрбашяном в работе [1], 

где и бьши получены аналоги некоторых хорошо известных соотношений теории 

ортогональных на единичной окружности многочленов. 

Настоящая работа посвящена изучению ортогональной системы {vk (z)}- Уста-

новленные здесь теоремы сводятся к соответствующим известным утверждениям 

теории ортогональных на единичной окружности в предельном случае, когда все 

полюсы системы {vk(z)} отождествляются с бесконечностью. 

Пусть zk = 0 (к = 0 ,1, . . . ) . Тогда (z) = ak zk + . . . . Обозначим 

_ Vk+1 ( 0 ) , 0 1 

вк = , к = 0, 1, .. . 
а.к+1 

Числа ek ндаываются параметрами ортогональной системы {vк(z)} и были впер-

выс введены С. Верблюнским [2]. Как было замечено Е. М. Никишиным в работе 

[9], "параметры вк являются весьма полезными, поскольку в их терминах удобно 

формулировать достаточные, а иногда необходимые и достаточные условия на 

меру բ". Параметрам ортогональных систем посвящено много работ (см., напри-

мер, [3]-[9]). 

Во второй части настоящей работы введен аналог параметров вк для рацио-

н эл ьн ых функций и доказана теорема об абсолютной непрерывности меры ор-

тогональности (теорема 6). 

В работе потребуются некоторые соотношения, см. [10]. 

1. Для любого n = 0 ,1 , . . . 

<Pn+1(z) = an£n+1 
1 - zn+1z 

Vn(z) + bv 
1 - zn z 

1 - zn+1 z vn(z), 

(1 .1) 

V*n+1 ( z ) =  an 
1 - znz 

1 - zn+1z V*n ( z ) +  bn£n+1 
1 - zn+1z 

Vn(z), 

- ( z ) = - ^ r 1 , - , ֊ 1 = Ա լ յ - ճ շ շ ք , e = в » , 

* ( )  B n ( z ) {Л ռ ( ) n  zk  -  z  

V 7 k = 0  k  

= 1 - z n + 1 z n  v*n+1 ( zn ) b = 1  -  zn+1 zn f n + 1 ( z n )  
an ^ I ^ ! ^ ^ 1  bn 

1  - \ z n \ 2 v*n ( zn'y  n  1  - \ zn\2 V*n ( zn )  

n 

n 
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2. Справедливы соотношения: 

1л о \ -D \ ^ n ( e ) \  1  - \ zn\2  1 с iV 0 

( լ շ ) C o R e t e l = \e-n2Ыёр e = в , n = 0 1 ՛ . . . ՛ 

[ -JT e -
1 

(1.3) Co^k ( z ) = 2П J [vk ( e )  - Vk ( z )]dԲ + — J Vk ( e )dբ, 

co = — Յք, к = 0 ,1 , . . . 
2n Jt 

3. Для любого n = 0 ,1 , . . . 

(1.4) \an\2 - \ b n \ 2 = . 1 - |zn | 

2. АНАЛОГИ Н Е К О Т О Р Ы Х СООТНОШЕНИЙ ТЕОРИИ 

О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Х МНОГОЧЛЕНОВ 

Следующее утверждение доказывается как соответствующий аналог для ор-

тогональных многочленов для случая zk = 0 (к = 0,1,...), см. [11] 

Теорема 1. Пусть рациональные функции 

Vn,k (z) = an,k rk (z) + ..., an,k > 0, к = 0,1,..., 

ортонормальны на единичной окружности T относитено меры 

dl- =  1 1 \ zn \2 ^ e = iV 
d V n 2п \e- zn\2 \vn(e)\ 2 ,  e  в , 

где n > 0 ֊ зафиксировано. Тогда 

Vn,k(z) = Vk(z), к = 0,1,. .. ,n, 

1 znz k ֊ 1 z z 

Vn,k(z) = Xn,kCn,kz — Vn(z) П ՜ . i _ £i, к = n,n + 1, .. ., 
1 - zkz ± х 1 - ziz 

где 
1 -\zk\2\1/2 

1- |z, \xn,k \ = 1 and Cn,k =[--! ГГ—T2 ) , к = n,n +1,... 

Следствие 1. 1. Справедливо coom,ношение 

Jri(e)Tjffidvn(0) = ֊1Jn(ey~(i)d^(d), e = e iV, i,j = 0,1,...,n. 

2. Если z0 = 0, mo 

Jri(e)dvn($) = -1 J п ( е ш щ , e = e iV, i,j = 0,1,...,n. 
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Доказательство следует из первого равенства теоремы 1. 
zk 

0,1, . . . ) . 

0 (k 

Л е м м а 1. Справедлива оценка 

\Bn(z)\ < e x p j - V ( 1 - \zk\ 21 
k=0 

, jz\ < 1, n = 0,1, 

Доказательство следует из неравенств ln t < t - 1 (t > 0) и из тождества 
2 z - zk 

1 - zk z 
k = 0,1, 

!1 - zkz\ 2  

zk = 0 ( k = 0, 1 , . . . ) 

mi 

Теорема 2. Если 

] Г ( 1 -\zk D = + ^ , 
k = 0 

mo равномерно внутри круга \z\ < 1 

lim у 7 ! - \zn\2 ՓՈ (z) 1 i + z 
P n ( z )  2 n c0 JT  j  -  z  

Доказателство. Так как 

\1 - 1 4 
< - � 

1 
K(z)\ ՜ y/1 -\zn\ 2 ՜ 7 (1 - r ) 1 / 2 

то из (1.3) следует 

, \z\ = r < 1, 

л/1 -\zn\ 2  
Vn(z) - Г i + z 
р n ( z )  2 n c0 JT  j - z 

< 8уC0 \Bn(z)\ 
7 (1 - r ) 3 / 2 ' 

Утверждение теоремы следует теперь из леммы 1. Теорема доказана. 

Теорема 3. Справедливы равенства: 

—k =  1 [  1  - \ zn+l\ 
en 

2п JT \i - zn+i\ 

Pn(i) 

Pn+1(i) 
ШУМ, i = e**, n,k = 0,1 

где 
—  bn , Ա )  zn  -  j P n ( i ) 0 1 
en =  , An ( i ) = £n+iz = z  n =  0 ,  1 , . . . 

an 1 - z n i ^ n ( i ) 

Доказательство. Из (1.1) при j = 1 следует 

P n ( i )  
2 

i - z n + i 

P n + 1 ( j )  i - zn 
"n + b n^n ( i ) I 

n 

2 2 

2 

2 
2 
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2 

= ( К | 2 - \bn\2 
1 С - zn+l 

С - z„ 
Re 

(2.1) 

Следовательно, 

1 -\zn\ 2  

1 - | z n + i | 2 

С - zn+l 

(2.2) 1 - \z, n+1 \ 

\С  -  zn+l\ 

Рп(С) 

Р п + 1 ( С ) 

С - zn 

1 -\zn\ 2  

\С - zn\2  

Re 

1 + enXn(C) 
1 - en^n(C) 

1 + en An(C) 
1 - enAn(C) 

1 + J2(enAn (С))' +J2(en An(C)) k  

k=l k = l ) 

To, что \en\ < 1 (n = 0 ,1 , . . . ) следует из того, что в се нули рn (z) лежат внутри 
единичного круга (см. [10]). Так как 

АП(С)АП(С) = А П - Р ( С ) = Տ Ո ՜ + Վ 

f \ k-p / t fW k-p zn - С \ f Рп(С) 
1 - zncj Ы ( С ) , 

то, считая для определенности к > p, с учетом того, что p*n(z) = 0 (|z| < 1), 

получаем 

(2.3) т 1 ֊ I'A kn(C)Am )—td^ = 5k,p, p = 0 , 1 , . . . , к . 
JT \С - zn\2  

Из (2.2) и (2.3) следует утверждение теоремы. Теорема доказана. 

Следствие 2. Последовательность рациональных функций 

(1 - |zn| 2 ) l Z 2 (1 - \en|2)V2 П- ek - Ak(z) 
Rn(z) П 1 - enAn(z) k=L 1 - ekAk(z)' 

n = 0 ,1 , . . . . 
1 - znz k — 0 

ортонормальна на единичной окружности T относительно меры (2n) - 1d$. 

\ С\ = 1 

|1 - enAn(C)|2 = \an\՜ 

|Rn(C)|2 = 

TO 

2 1 - \ zn\2 , | 2 ( 1 I |2 ) 

՜ 77 12 \ a n\ ( 1 - \ en \ ) 
| С - z n + l \2 

Следовательно, из теоремы 3 вытекает 
1 2 

|Rn(C)12 

IT 
Далее, пусть n > m. Тогда 

С - z n + l 
2 

Р п + 1 ( С ) 
2 

С - zn Рп ( С )  

Рп ( С )  
2 

1 - | z n + l | 2 Рп ( С ) 2 

Р П + 1 ( С ) \С - zn+l\ 2  Р п + 1 ( С ) 

֊ Լ |Rn(C)|2 С = e " , n = 0 ,1 , . . . 

Rn(С)Rm(С)= Yn 
ШС) 

(1 - zn0(1 - zmOvm (С) 

1 n-l 

П ek - Ak (С) 
1 - enAn^) 1 - emAm^) k—m+1 1 - ekAk(С)' 

2 

2 2 

2 

1 
x 
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Yn,m = ет+1 [(1 - К\ 2)(1 - \zm\ 2)(1 - K\ 2)(1 - \вт\ 2)] 

Откуда следует 

•1 j Rn(e)Rm(e)d# = 0, e = e iV, m = 0, 1, .. . ,n — 1. 

Лемма доказана. 

zk = 0 (к = 0, 1 , . . .) 

1 • 1 ֊ ( a ) \ en \ < ± T ^ V n ( e ) 

( b ) e n = b ! T 

(c) (n+1)en = 2п Լ K(e) \ JK^o2 d*,  Kn(e) = ^2 \vk(e)\ 

<d> \  en \ < 2П ST 

_ d*, n = 0 ,1, . . . , 
Vn+1 ( e )  

փ* ( e) V* ( e) 
n^ J d*, <£*n(e) = - t- I^ L, n, к = 0 ,1, . . . , 

an 

Kn(e) 

1 Kn(e) 
n+1 \ vn+1(e) \ 2 

k=0 

d*, n = 0,1,.... 

V n ( e )  

d*, n =1, 2,.... ( e )  e n e n ֊ 1 = 7T  e ( e ) 

֊п յT vn+1(e) 

(f) en = — Լ Г ֊ 1 v 2n(ew($), n = 0,1,...: 

(g) - e n ֊ 1 = ֊п 

(h) \ e n ֊ 1 \ < ֊П J 

1 f vAO 
֊п JT vn(e) 
1 

v n ( e )  

vn+1 ( e )  

v n ( e )  
2 

v n ֊ 1 ( e )  
2 

vn+1 ( e )  v n ( e )  

d*, n =1, 2,..., 

d*, n =1, 2,... 

Доказательство. Если zk = 0 (к > 0), то vn(z) ՜ обыкновенный многочлен от 

An (e) = e 
v n ( e )  

vn(e). 
Тогда, учитывая, что 

из теоремы 3 имеем 

1 
2п 

vn(e) 

vn+1 ( e )  

f An(e)d* = 0 
JT 

An(e)d* = 2^ Լ An(e) ^ 
vn(e) 

vn+1 ( e )  
1 d*. 

Учитывая, что если \e\ = 1 то \ An(e) \ = 1, из этого неравенства получаем нера-

венство пункта (а). Доказательства остальных пунктов аналогичны. 

Отметим, что пункт (а) доказан в работе [7] в виде 

\ en \ < const 
JT 

1 vn(e) 

vn+1 ( e )  
d*, 

2 

z 

2 

в n 

2 
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с использованием теоремы Колмогорова о сопряженных функциях. 

3. Т Е О Р Е М А ОБ А Б С О Л Ю Т Н О Й Н Е П Р Е Р Ы В Н О С Т И М Е Р Ы 
О Р Т О Г О Н А Л Ь Н О С Т И 

C(T) T 
ций. Пусть v($) - неубывающая на отрезке [0,2п] функция rnf e C(T). Часто 
нам будет удобно трактовать интеграл fT f (e l^)dvկ&) как интеграл по конечной 
мере v (или dv($)), заданной на окружности T. Саму эту меру отождествим 

C(T) v 
понимать норму соответствующего функционала: 

\\dv || = sup 
\f !<1 

fdv 
IT 

dv. 
IT 

Отметим (см., например, [13]) что любая такая мера может быть разложена на 
абсолютно непрерывную и сингулярную относительно меры Лебега на [0,2п] со-
ставляющие P ($)d$ + dvs. 

v vn (n = 1, 2, . . .) T 
vn ^ v будем обозначать слабую сходимость мер, т.е. соотношение 

lim / fdvn = f fdv, f e C(T). 
T JT 

Пусть данная последовательность равномерно ограничена по норме, т.е. \\dvn\\ < 
c (n = 1 , 2 , . . . ) . Если семейство функций Л с C(T) плотно в C(T), то из теоремы 
о слабой сходимости в сопряженном пространстве (см. [13]) вытекает, что если 

f e Л 

lim / fdvn = fdv, 
T JT 

TO dvn ^ dv. 
Докажем несколько вспомогательных лемм. 

Л е м м а 2. Если 

то 

v Bn(0) 0 lim —г = 0, 
|рП(0)| , n 

lim / dvn = dթ, 
n 

где 

dv = 1  - \ z n \ 2  М С = n = 0 1 
Ո = \С - zn\2 \<Рп(С)\ ,  С = e , n = 0 , 
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Доказательство. Из (1.3) С Л G Д у՛в Т 

гч-п Հn(0) 1 [ d Bn(0) 1 Г - — ֊ 0 1 
З л ) = ^ wTvi՜՜  n =  0 , h... 

v*n ( 0 )  2 п JT v*n ( 0 )  п JT 

Заметим, что 
1/2 (3.2) evn ( e ) dv < J dթ J \ vn(e) \ =2п^е0о. 

Так как рациональные функции {v— (z)}%=0 не имеют нулей в замкнутом круге 
z < 1 

փՈ(z) в + 1 г e + zd 
C0 w Ч = t-Pn + ^ T  dVn ,  

vn ( z )  2 п JT  e  -  z  

(3.3) ԲՈ = I m \ c O 4 ֊ } , n = 0, 1,... vn(0) 

Отсюда имеем 

» " { < ® = S T dvn, n = 0, 1 . . 

Тогда из (3.1) и (3.3) получим 
֊ п IT  dVn = 2п IT  d Բ  -  B n ( 0 ) R e { 1 X . 

Учитывая (3.2), из (3.3) следует 

— f dvn f dթ 
2п Jт 2п Jt \ ՓՈ(Պ \՝ 

откуда следует утверждение леммы. 

Лемма 3. Если \zk \ < 1 - а (к = 0,1,...), 0 < a < 1, mo 

lim f e— dvn = f e—dբ, \ к \ = 1, 2,... 
n ^ J т JT 

Доказателство. Из (1.2) и (3.3) С Л G Д у G T 

. + 1 Г 1 + e z d 1 Г 1 + e z d Bn(z) 1 R evn(e)d 
iPn + ^ -—=rdvn = ^ -— iTTT՜ — 

2п JT 1 - ez 2п JT 1 - ez vn (z) п JT 1 - ez 
Перепишем это выражение в виде 

(3.4) ten + B n W ց Щ Я dբ =2Լ[ ձ ^ dan 
vn(z) п Jt 1 - ez 2п JT 1 - ez 

где dan = dբ - dvn. Так как 

n ^ чЙ „ l £ z 1,7= n /7 4n+1  

1 + & , о V՝՝՝ П^Л— x о e 
1 + 2 ^ K + 2-

1 - ez —=1  1 - ez 
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то из (3.4) следует, что 

в + Bn(z) 1 г С^п(С) d 1 Г d 
Фп + W ч ~ = 7Т  d°n 

^n(z) п JT 1 - Сz 2п JT 
п 1 г Сп+1  

+ 2 V ck (dan) zk + 2 z n + 1 - -^=-dvn, 
K=  п JT 1 - С z 

где 
dan 

IT 
Пусть z = re i V (0 < r < 1), тогда получим 

1 f - k 

ck (dan) = 2п J С dan, к = 1, 2,...,n. 

1) 

1 Г e - i k*Bn (re*) / 1 Г СШ d ( 9 ) \ d Ck ( d a n ) Г = п JT & (re i i p) [ n J T Т - Л ё ^ ^ J ^ 

откуда с учетом (3.2) следует 

(3-5) \ck ^ < ք - ^ Լ 1 , 2 , . . . , » . 

Так как, 
1 Հ |1 - znz| 1 1 < 4 1 1 

\v*n(z)r (1 - | zn | 2 ) 1 / 2 (1 - |z|2)V2 | ^ a ( z ) r 7 ^ A - H F ' 

то из (3.5) имеем 

|ck ( d a n ) | r k < ֊ 7* ^ H z m * 2П T lBn 
и применение леммьй дает 

lim \ck (dan) \ = 0 , к = 0 , 1 , . . . . 
n— 

Лемма доказана. 

Теорема 4. Если \zk\ < 1 - а (к = 0 ,1 , . . . ) , 0 < а < 1, mo dvn ^ а 

Доказательство. Так как семейство функций { e l k d } плотно в C(T), то 

утверждение теоремы следует из лемм 2 и 3. 

Л е м м а 4. Имеет место равенство: 

2 2 

\an\ 2 - \bn\2 JT 
где 

F + / Հ + 1 ^ 
JT JT 

2 | a n | f Un($)un+l($)dd + Дп, n = 0 , 1 , . . . , 
JT 

U n ( ^ ) = L | z n | 2 , * ,2 , С = e " , 
\С - zn\2 Ы С ) Г 

Дп = 4п(1 - | z n | 2 ) ^ e {I 2n(0)} , 
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z = = 1 в виде 

an 1 _ 1 1 ^ e- zn 1 vn(e) 
+  bn£n+1z 1 - zn+re vn+1(e) 1 - zne vn(e)  + 1 - zne 1 - znne vn(e)vn+1(e)՛ 

Откуда следует 

\an\2 - \ bn\ 2 1 1 1 
m  1 \ e-zn+1\2 \vn+1(e)\2 \e-zn\2 \vn(e)\2  I n ( e ) + I n ( e )  

Bn(e) 1 
In  ( e ) =  bn F-n+1y, 

n A 1 -  zn+ (1 - zne )(1 - zn+ie) vn(e)vn+1(e)՛ 
Из (3.7) получим 

Г (\an\ 2 - \bn\ 2)Ղ d* Г d* + 
JT \E- Zn+1 \4 \Vn+1(E)\ 4 JT\E- Zn\ 4\Vn(E)\4 

= 2Re {I 2n(0)} +2\An\ 2 f  D* 
JT ՛ "՛""՛ JT\e-zn\2\e-zn+1 \ 2\vn+1 (e)vn(e)\ 2՛ 

Доказательство следует из этого равенства, с учетом (1.4) и (3.6). 

Л е м м а 5. Справедливо равенство: 
f Un(*)un+1(*)d* = f u 2n(*)d* + 2 f Re{enAn(e)}u2(*)d* 

JT JT JT 

+4п(1 - \ zn \  2) 2B2 (0)Ш ( ^ Ո + ՚ տ ) , n = 0,1,... 

[ v 2 ( 0 ) ( v n ( 0 ) ) J 

Доказательство. Так как 

1 +  e n A n ( e ) 1 + 2 , , 2  ( e n A n ( e ) ) 2  
— — = 1 +  2 e n A n ( e ) +  2z ^ т т т , 1 - enAn(e) 1 - впAn(e) 

то из (2.1) имеем 

Следовательно, 
2 ( * ) » „ / 1 + \ d* 

f Un(*)un+1(*)d* = f u 2n(*)Re . 1 ) 
т JT 11  - ^^(է) 

= f u 2n(*)d* + 2 f u 2n(*)Re {вnAn(e)} d* 
JT JT 

+ 2 I d * . 
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Заметим, что при \С\ = 1 

АП (С) _ , f zn - С \ 2 B2(С) = е2 
ИС)| 4  п+Ч1 - ~пС) С2 (<РП(С)) 

u 2 , . < л л 2 ^ _ „ 2 (1 - | zn | ) 2 ВП (С) 
п ( , ) А п ( С ) = £ п + 1 ( 1 _ — С ) 4 / nS ( 1 - ^ С ) 4 (^п(С))4 

Следовательно, 

T * * * fens « 

_2 ( 1 U 12) 2 I 1 e 2 В П ( С ) 

R e f n + l ( 1 - | z n | 2 ) 2 T ( - п С й T (1 - гПС) 4 1 - enАп(С) (^(С))' 
d, 

F-2 e2 
2п(1 - \zn\ 2) 2B 2n(0)Re '  £- n+^ 2 n  

Լ (1 - enAn(0)) « ( 0 ) ) 4 

z=0 

^n+l(0) = an^n(0)(1 - enAn(0)). 

Следовательно, имеем окончательно 

I Հ № d, = 2п(1 - \zn\ 2) 2B 2n(0)Re {  £ n+l a n e n  

J t  2 ՚ է 1 - e n А п ( С ) / V ' Un+ l (0 ) (^n(0 ) ) 

Лемма доказана. 

Теорема 5. Справедливо 'равенство: 

/ u 2 + l ( , ) d , = 1 + ^ / u 2n(,)d, 
.JT 1 - \ en\ .JT 

+ 1 4 ,2 f u 2n(,)Re {en Ап(С)} d, + On, n = 0 ,1 , . . . , 
1 - \en\2 J t 

где 

On = 4п(1 - \zn\2)2B2n(0)Re / 
(^n+l(0)^n+l(0)) 

+ 8п(1 -\zn\2)2B2n (0) f ^ n + l " 2 zn\ Г  B2 ( 0 ) T) ) £ n + 1 e n a n 
1 - | e n \ 2 Un+l (0) (^n(0) ) 

3 

Доказателетво следует из лемм 4, 5. 

Следующее утверждение доказывается в [14]. 

4 

2 
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Л е м м а 6. Пусть неотрицательная функция F(x) такая, что 

lim x - 1F(x) = + ж . 
x— 

Предположим, что неотрицательные функции fn(t) удовлетворяют неравен-
ству 

/ F (fn(t)) dt < const, n =1, 2,.... 
0 

Если fn(t) ^ da(t) при n ^ ж, где a(t) ֊ мера на [0, 2п\, то мера a(t) абсолютно 
непрерывна. 

z0 = 0 n0 

f Re{вnAn(e)}u 2n(*)d* < 0, e = в}', n > no. 
JT 

zk < 1 - а (к = 1, 2, . . .) 0 < а < 1 

n 1 + \ в— \ 2 

k U 1 - \в— \2 
k=n0 

сходится, то мера /л(*) абсолютно непрерывна. 

Доказательство. Из условия z0 = 0 следует, что Qn = 0 (n = 0 ,1, . . . ) . В силу 

теоремы 5 следует, что 

•2 +1 (*)d* < - -
вп \ JT 

Следовательно, 

f u 2n+1 (*)d* < Հ+ք 2* f u 2n(*)d*, n > n0. 
JT  1  - \ вп \ JT 

! u 2n(*)d* < П ֊ Ք ! u 2no (*)d*, n > n0. 
JT J, \ в — \ JT 

Пусть 

C1 = nm^x f  u—  ( * ) d * ,  C2 = Cno П 1 + \  в — \ 2  ,  
°< k<n0 J t 1 - \вk \2  

k=no 

Cn0 = / u20 (*)d* и c = max{C1,C2}. 
JT 

Тогда 

I u 2n(*)d* < C, n = 0 ,1 , . . . 
JT 

Учитывая следствие 1, из условий теоремы следует, что 

dvn = dբ, n = 0, 1,..., 
JT 

d V n \e-zn\2 \vne\2 
dvn = 1 - 4 ^ , e = в-՛, 
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а из теоремы 4 имеем dvn ^ dբ , Утверждение теоремы следует теперь иь леммы 
6. Теорема доказана. 

Следствие 4. Пусть zk = 0 (к = 0,1, . . . ) , u {e'k}!=a - произвольная последова-
тельность комплексных чисел, подчиненная условию \e'k \ < 1 (к = 0,1, . . . ) , а 
n a 

{գ>k(z)}!=a, соответствующие параметрам {ek}!=a, где 

ek = e'k, к = 0 ,1, . . . ,na - 1, 

ek = - |Re e'k\ sign Re Vk + i |Im e'k\ sign Im Vk, к = na,na + 1 , . . . , 

V = [ 2 n ^k (С) M = , Vk =  С I , ^м 4 , С = e . 

Если 
la 'v*k(С) Ы С ) Г 

! 

Yj\e'k|2 < ^ 
k=a 

то мера թկ&), соответствующая параметрам {ek } ! = a абсолютно непрерывна. 

Доказательство. Так как многочлен k(z) зависит только от параметров e4 

(i = 0, 1 , . . . , к - 1) Vk ek 

I  R e {ek С § Ц } = ^ e'k \ ̂  Vk \ - | I m e'k \ |Ьп Vk \ < 0 

при к = na, na + 1,.. .и С = e®̂ . Учитывая, что \ek \ = \ e'k \ то из теоремы 6 при zk = 
0 ( к = 0, 1 , . . . ) 

В заключение автор выражает глубокую благодарность А. А. Саакяну и С. Г. 
Рафаеляну за ценные замечания. 

Abstract . The paper is devoted to the algebraic properties of rational functions 
which are orthogonal on the unit circle and have fixed poles. 
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