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АННОТАЦИЯ. Настоящая статья является обзором основных результатов в 
стохастической геометрии на плоскости, полученных ереванской исследова-
тельской группой, . В частности, результатов, касающихся второго порядка 
случайных геометрических процессов, полученных методами интегрирова-
ния комбинаторных разложений и инвариантным вложением. Для настояще-
го обзора были выбраны результаты, касающиеся томографии (или стерео-
логии) случайных процессов прямых, случайных мозаик и булевых моделей 
(не обязательно пуассоновских) на плоскости. Эти результаты получены при 
предположении инвариантности или относительно группы T параллельных 
переносов, или относительно группы M евклидовых движений плоскости. 
В каждом из случаев изучаются маркированные точечные процессы пересе-
чений {Pi, Ф } индуцированные на тестовой прямой случайной структурой, 
где {Pi} есть точечный процесс пересечений, индуцированный на тестовой 
прямой направления а, а марка Фi есть угол, под которым происходит пе-
ресечение в точке Pi с тестовой прямой направления а. В случае случай-
ного процесса прямых, этот подход приводит к дифференциальным соот-
ношениям между совместными распределениями числа точек пересечений, 
возникающих на непересекающихся интервалах тестовой прямой, имеющей 
направление а , и пальмовскими вероятностями первого и второго поряд-
ков тех же событий. Анализ этих соотношений дает условия пуассоновости 
га-мерных распределений для любого n > 1. В случае случайных мозаик по-
лучено распределение длины так-называемого типичного ребра направления 
а в терминах вероятностного распределения соответствующего маркирован-
ного точечного процесса {Pi, Ф ^ . Что касается случайных М-инвариантных 
булевских моделей, настоящий обзор включает описание метода, основанно-
го на суммировании тождеств типа Плейеля для реализации внутри конеч-
ного круга и дальнейшее вычисление предела, когда радиус круга стремит-
ся к бесконечности. Чередующийся процесс маркированных интервалов на 
прямой называется рекурентным, если черные маркированные интервалы 
независимы, а длины белых маркированных интервалов составляют неза-
висимую последовательность независимых случайных величин. Одним из 
ранних результатов в этой области утверждает, что из условия рекурент-
ности вытекает экспоненциальность распределения длины типичного белого 
интервала на тестовой прямой. 

Комбинаторные разложения; инвариантное вложение; случайные геометри-
ческие процессы; случайные мозаики. 
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1. В В Е Д Е Н И Е 

Д. Г. Кендал в [5] определил предмет стохастической геометрии как изу-
чение случайных геометрических процессов инвариантных относительно групп 
преобразований основного пространства. Так, статьи Р. Давидсона [7] и [8] на-
писанные под влиянием Д. Г. Кендала, были посвящены изучению случайных 
процессов прямых на плоскости, инвариантных относительно группы M всех ев-
клидовых движений плоскости. Среди работ этого периода отметим работы К. 
Крикеберга [9], Й. Мекке [17] и О. Каленберга [14], а также [1], которые были 

M 
случайных множеств можно найти также в монографиях Р. В. Амбарцумяна 
[22] и [32]. Недавно опубликованная работа Й. Мекке, В. Нагеля и В. Вайс [48], 
о случайных мозаиках была озаглавлена "Распределения длин ребер в плоских 
стационарных и изотропных STIT мозаиках". Отметим, что стационарность и 
изотропность обычно эквивалентна инвариантности относительно евклидовых 
движений (см. [31]). Тем не менее, в настоящее время стохастическая геометрия 
включает много работ вне структуры очерченной Д. Г. Кендалом. 

В течении десятилетий прошедших со дня публикации сборника статей [5], 
активное исследование в области очерченной Д. В. Кендалом велось в Ереване, 
в основном методами предложенными Р. В. Амбарцумяном. На начальном этапе 
этим аппаратом была комбинаторная интегральная геометрия (см. [2, 15, 18, 
4, 6] и [22]) вместе с методом "анализ реализаций" [32]. Позднее, к арсеналу 
был присоединен так называемый метод инвариантного вложения [41]. Другим 
важным аппаратом исследования, который также в основном использовался в 
Ереване, это метод формул Пальма (см. [10]), предложенный в [32]. Система-
тическое исследование распределений Пальма в стохастической геометрии было 
начато в [19] выпуске. 

Самым последним приобретением является техника случайного многоуголь-
ника предложенная в первой статье настоящего выпуска [49] (см. также [47]). 
Настоящий обзор не касается родственных тематик, таких как общие процес-
сы отрезков [1, 3, 16, 20, 21], и порождение мер в пространствах интегральной 
геометрии [35]-[40] и [43] исследованных ереванской группой. 

Настоящая статья содержит обзор основных результатов стохастической гео-
метрии на плоскости, полученных в Ереване. Мы выбрали для обзора результаты 
касающиеся томографии (или стереологии) случайных процессов прямых, слу-
чайных мозаик и булевых моделей (не обязательно пуассоновских) на плоскости. 
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Мы требуем инвариантность или относительно группы T параллельных перено-
сов, или группы M. 

В каждом из случаев изучаются маркированные точечные процессы {Pi, = 
{Pi, }a пересечений, индуцированные случайной реализацией на тестовых пря-
мых: { P i } a - точечный процесс пересечений, индуцированный на тестовой пря-
мой направления а, а марка ^ есть угол, под которым происходит пересече-
ние тестовой прямой направления а в точке Pi. В случае случайных процессов 
прямых методы интегрирования комбинаторных разложений и инвариантного 
вложения приводят к дифференциальным соотношениям между совместными 
распределениями числа пересечений, возникающих на непересекающихся интер-

а 
первого и второго порядков тех же событий. Анализируя эти соотношения, полу-
чаем условия пуассоновости n-мерных распределений для любого n > 1. В слу-
чае случайных мозаик получено распределение длины типичного ребра направ-
ления а в терминах вероятностного распределения соответствующего {Pi, ՝^i}a-

M 
зор включает описание процедуры суммирования тождеств типа Плейеля для 
части реализации внутри конечного круга и дальнейшее вычисление предела, 
когда радиус круга стремится к бесконечности. Один из ранних результатов [19] 
в этой области утверждает, что если чередующийся процесс маркированных ин-
тервалов на тестовой прямой (см. §11), марками которых являются углы пересе-
чения в концах интервалов, является рекурентным, то длина типичного белого 
интервала имеет экспоненциальное распределение. 

Кратко опишем содержание обзора. Необходимые факты из комбинаторной 
интегральной геометрии представлены в §2, а §3 содержит необходимые сведе-
ния из теории трансляционно инвариантных случайных процессов прямых (в 
основном из работ [23, 32, 41, 42]). §4 посвящен обобщенным формулам Пальма. 
В §5 описан метод инвариантного вложения, который называется анализом пер-
вого порядка. Пример анализа второго порядка приводится в §6; он содержит 
интегрирование комбинаторного разложения из §2 и получение дифференциаль-
ного тождества для вероятностного распределения числа пересечений на тесто-
вом отрезке случайными прямыми (аналогичное разложение было использовано 

M 
лучен в §8 методом инвариантного вложения (см. [45]). В §8 получены условия, из 
которых следует пуассоновость точечного процесса { P i } a . Имеется существенное 
методологическое различие между статьями [42] и [45]: анализ второго порядка 
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в [42] основал на разложениях комбинаторной интегральной геометрии (основ-
ными ссылками являются [4, 13] и [32]), в то время как в работах [41] и [42] 
использовался метод инвариантного вложения. Метод интегрирования комбина-
торного разложения описан в §9, где найдено распределение длины типичного 
ребра направления а для T-инвариантной случайной мозаики. 

В последнем параграфе был использован метод суммирования тождеств типа 
M 

процесс маркированных интервалов на прямой рекурентный, то длина типичного 
белого интервала на тестовой прямой имеет экспоненциальное распределение. 

2. ТРАНСЛЯЦИОННО И Н В А Р И А Н Т Н Ы Е П Р О Ц Е С С Ы ПРЯМЫХ: 
О С Н О В Н Ы Е П О Н Я Т И Я 

Случайный процесс прямых определяется как случайный точечный процесс 
в пространстве прямых G на плоскости (стандартная литература по точечным 
процессам суть [24] и [31]). Прямую g е G можно задавать полярными коорди-
натами (գ>,p) основания перпендикуляра, опущенного из начала координат на 
прямую g - точка на единичной окружности Si , p е [0, Естественная 
топология в G есть топология листа Мебиуса. 

M 
лизаций процесса прямых 

M = {m С G : m не имеет точек сгущения в пространстве G}. 

Обозначим через А минимальную г-адгебру подмножеств пространства M от-
носительно которой функции 

N(m, B) = card(m Ո B) 

измеримы для всех борелевских B С G. Пусть (Q, F, P) ֊ вероятностное прост-
ранство, ш е Q. Любое измеримое отображение m(w) : Q -—> M называется слу-
чайным точечным процессом в G. Вместо m мы часто будем использовать символ 
{ g i } , подчеркивая факт, что процесс есть счетное случайное множество прямых. 
Через P обозначим вероятностное распределение процесса {gi} (вероятностная 
мера на (M, А)). Груп па T параллельных пере носов R 2 индуцирует группу пре-

M 
M { gi } P 

T 
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T 
кий процесс прямых, управляемый мерой f (գ>) • dg. Здесь и ниже dg обознача-
ет единственную (с точностью до постоянного множителя) меру в пространсве 
прямых G, инвариантную относительно евклидовых движений R 2 (см. [12, 31] и 

[32])-
Моментные меры. 

Случайный процесс прямых {gi} обладает первой моментной мерой m1(•), если 

m i ( B ) = EpN(m,B) < ж, для B е Bo(G), 

где Ер - математическое ожидание относительно P, B 0 (G) ֊ кольцо всех ограни-
Ч 6 Н Н Ы Х борелевских подмножеств. Тогда {gi} называется случайным процессом 
прямых первого порядка. 
Случайный процесс прямых {gi} обладит второй моментн ой мерой m2(•), если 

m2(Bi х B2) = Ер [N(m,Bi) • N(m, B2)] < ж, для Bi , B2 е Bo(G). 

Тогда {gi} называется случайным процессом прямых второго порядка. 
Будем говорить, что прямая g "пересекает"отрезок 7, если 7 Ո g есть точка из 

внутренности отрезка 7. 
Задавая "тестовый отрезок"7, рассмотрим событие 

^ = {7 пересекается ТОЧНО k прямыми из { g i } } . 

Для заданных n тестовых отрезков դ1, ...,դո С g(a) и n неотривательных целых 

чисел k1,..., kn, будем обозначать ^Ц1 " ՚ ^Ո^ = Ո ^Y^ = ( k ) ՝ ^ ՝Л Я в е Р о я т ՜ 

ностей этих событий используем обозначения 

р ( ! ) • р (Y1 . . : է ) = р ( I ) . 

Определение 1. Случайный процесс прямых {gi} принадлежит, классу TI-2, 
если его вероятностное распределение P T ֊инвариантно и первая и вторая 
моментные меры процесса {gi} имеют в ид f dg и (вне g1 = g2) f 2 dg1 dg2 соот-
ветственно, с непрерывными плотностями f (g) и f2(g1,g2). 

2.1. Некоторые свойства процессов класса TI-2. Свойства, которые мы 
приводим, могут быть доказаны методом трансляционного анализа реализаций 
(см. [32]). 
1. Для случайного процесса прямых из класса TI-2, с вероятностью 1 в реализа-
ции нет параллельных прямых. 
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2. Отрезки, принадлежащие g(a), будем называть горизонтальными, а отрезки, 
ортогональные к д(а) ֊ вертикальными. Горизонтальные отрезки будем обозна-
чать через h, а вертикальные - через v. Если \h\ = l ^ 0, то имеем 

P Q = Ma) l + o(l), P Q = O(l2) и P ( J ) = o(l2), если k> 2, 

где X(a) ֊ интенсивность точечного процесса { P i } a . 
v 

\v \ ^ 0. 

3. Рассмотрим последовательность событий ^ J 1 и V ^ ՛ п Р е Д п о л а ՜ 

гая, ччто отрезки hi и v ^ i l ^ 0 стягиваются к некоторым фиксирован-

ным точкам yi € g(a), i = 1,2. Для пары вертикальных отрезков vi,v2 имеем 
vi vA . . . „ . / vi v2 \ 1 i I = A լ | B, где A С I 1 i I происходит, когда одна и та ж е пря-

v i v2 м а я из {gi} пересекает отрезки v՜ и v2, а B ֊ дополнение события A в , 1 1 

т.е. B обозначает событие, когда отрезки v՜ и v2 пересекаются двумя разными 

{ gi } 
(2.1) 

lim 
о l ֊ 2 P f ^ 1 J 2 Cyi,y2 ,Hh, l im[r 2P(A)] = cA , l i m [ l ֊ 2 P ( B ) j = cy 

Распределения П а л ь м а H y , H y i y 2 , V y , V y i y 2 , и П3 . Грубо говоря, каж-
н п н п н п 

процесса {gi}, при условиях ( l ) ' B ш A соответственно. Наши 

обозначения указывают на зависимость вероятностей Пальма от позиции пре-
дельных точек. Мы можем говорить о процессе прямых, который соответствует 
каждому из вышеупомянутых распределений. 

Оба вероятностных распределения H y и V y определены на M х (0, п), т.е. 

н п 

рез точку y € g(a). Будем рассматривать события типа ^J՜ " ՜^Ո^ х ©i, где 

0 ՜ С (0, п) обозначает событие Ф € ©ь где Ф - направление случайной прямой, 
H y  V y 

не совпадают (см. Лемму 1). 
Как H y i , y 2 так и Vyi,y2 сосредоточены на множестве реализаций, в которых 

yi, y2 € g(a) 
следние две прямые углами Ф՜ и Ф2 . Таким образом, H y i , y 2 и Vyi,y2 суть веро-

M х ( 0 , п) х ( 0 , п) H y i , y 2 V y i , y 2 
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определены нэ> событиях типа ^Ц1 !Ոյ х ©1 х ©2, ©1? ©2 С (0, п). Вновь, Y1 ... Yn 
k1 ...  kn у 

H y i , y 2 и V y i , y 2 могут принимать различные значения на одних и тех же событиях 
(см. Лемму 2). 

Распределение Пальма Пд имеет особый статус. В [25] и [32] существование 
распределения Пальма Пд доказывается толь ко для M-инвариантных процессов 
прямых. Можно дать нестрогое определение распределения Пд , как условное 
вероятностное распределение процесса { g i } , при условии, что одна из прямых 

{ gi } g 
распределения Пальма Пд для {gi} е TI-2 состоит в следующем: 

n g ( ! ) = ո ^ = с— 1 ш I ֊ 2 p ( ( j ) ո 

Математические ожидания относительно пальмовских распределений будем 
записывать в виде интегралов. 

Л е м м а 1. (см. [42JJ. Пусть F(m, Ф1) ֊ ограниченная функция, определенная на 
M х (0 ,п). Если { g i } е TI-2, то для каждого направления а и точки y е g(a) 
имеем 

\(а) J F(m, Ф1) dHy co t^ 1 | = А(а + п/2) J F(m, Ф1) dVy, 

где Փ1 ֊ угол между g^) и случайной прямой, проходящей через точку у. 

Л е м м а 2. (см. [42JJ. Пусть F(m, Ф1 , Ф2) ֊ ограниченная функция, определенная 
на M х (0, п) х (0 ,п). Есл и {gi} е TI-2, то для каждого направления а и точек 
У1,У2 е g(а) имеем 

cyi,y2,hh  F ( m , ^ Ь ^2 ) d H y i , y 2 ^ c o t ^ 1 c o t ^ 2 | =  cyi,y2,vv /  F ( m , Ф ь Ф2) d V y i , y 2 ,  

где Ф 1 ; Ф2 суть углы между g ^ ) и случайными прямыми, проходящими через 
y1 y2 

3. О Б О Б Щ Е Н Н Ы Е Ф О Р М У Л Ы ПАЛЬМА 

{ gi } 

цесс пересечений { P i } a = ^}Ո g(a) на тестовой прямой g ^ ) инвариантен отно-
сительно сдвигов вдоль g ^ ) и имеет конечную интенсивность А(а). Пусть 

Pk(t, а) = вероятность и меть k точек из { P i } a на интервале длины t 

и 

pk(Y, а) = совместная вероятность иметь kj точек из { P i } a в Yj, j = 1, n, 

где Y = (Y1,..., Yn) ՜ система непересекающихся интервалов из g ^ ) , 
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k = (ki,.. . ,kn) ֊ последовательность неотрицательных целых чисел. 
Заметим, что вероятность p^ (Y, а) на самом деле есть функция 2n переменных 

Pk(Y,a) = Pki,..,kn (ti, . . . ,tn, ui, ..., Un-i, a) = pk(t,U, a), 

где ti,.. . , tn - дайны отрезков դ՚լ, a, ui - длина пробела между Yi и 7 i+ i-
Ф о р м у л ы П а л ь м а первого порядка. 

Для отрезка Y С g(a) даны t имеем классическую формулу Пальма (см. [32]) 

(3.1) ^ ^ = A(a) H y ( , - H r < где pk(t,a) = P (k k - 1) y Լ k 
Эта формула справедлива для обоих концов y отрезка 7. Здесь и ниже 

H y ( Л ) = ° . 

В монографии [32] содержится обобщение формулы Пальма (3.1) для вероятнос-
тей pk(y, а) с несколькими интервалами y С g(a). 

Возьмем один из отрезков Yi и в его правом конце дадим приращение еi длины 
\ei,\. Пробел между приращенным отрезком и Y i+ i становится ui-\е^\. По формуле 
Тейлора 
(3.2) _ _ 

pk(ti, ...,ti + \ei\, ...,tn,ui, ...,Ui - \ei\,...,Un, a) - pk(t,u, a) dpk dpk 
lim 

k . h o \ei\ dti dui՝ 

С другой стороны, по формуле полной вероятности имеем 

p н © Ո Ի ՝ է " п п = P н н ? п П н ^ п п + P н н ? п ո Լ * , е ' п п + « « ) k i  ki k 0 k i  ki  - 1 1 

е р © = р աոա+К© Ո ( ? ) п+°<N). 

_ Y ... Yi-i Yi+i 
yk) i \ki ... ki-i ki+i 

Подставляя эти формулы в (3.2), получим 

< " > A(a)A,H. ( ! ) = dk - dU, 

где ri обозначает  Yi 

( 3 - 4 ) A i Y ֊ k = Y(ki,...ki-i,...,kn)  -  Y(ki,...ki,..,kn). 

Yi 

мулы (3.3): 

'Y\ =  dpk  dpk 
^ A ( a ) A i H ' i պ = a - dui-i ՛՛ 

li  Yi 
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Yi  Y j 

приращения слева и справа соответственно, отрезками £ ; и £j. Длины отрезков 
£ ; и £j совпадают и равны l. Пробел между приращенными отрезками Yi и Yi+1 

будет Ui — l, а между Yj ^ Y j ֊ 1 станет u j ֊ 1 — l. По формуле Тейлора предел 
выражения 

Pk(t1, ...,ti + l, ...,tj + l, ...,tn,U1, ...,Ui — l,..., Uj—1 — l,..., Աո, а) 

— Pk(t1, ...,ti + l, ...,tj, ...,tn, U1, ...,Ui — l,..., Uj—1,..., Աո, а) 

(3.6) — Pk(t1, ...,ti ,...,tj + l, ...,tn,U1,..., Ui,..., Uj—1 — l,...,Un,а) + р^ (Y, а) 

l—2 

д  2Pk  d 2Pk  д  2Pk +  d 2Pk 
dtidtj dtiduj֊1 dtjdui dui duj֊1 

С другой стороны, можно разлагать вероятности в (3.6), применяя формулу пол-

ной вероятности. Используя обозначение (kj = ^ ^k^ , получаем 

՛ № « n T Y ; : £՛ ^ : £ j р ) = 

= J L P Ա т Т к ; Y — S1 I — £ ; £0)+°< l '2>. 
Аналогично, имеем 

P ^ M ՝ " : £ i j = £ P ( I £ 0 j + ij  ճ " j / / s=0,1,2 

+ E WRN Ո s = 0,1 V 4 7 i j ՝՝• " j 

Л Ո Yi Yj  £i  £ j 
к I I կ - 1 k, 1 s 

+ P Ш ' Ո ( к Д 2 k j 2 j + ^ 

p d Ա Y : 1 = i l p ( y £s У 

Ո Ո Yi Yj  £;  £ j 
+ £ P к Ո k ki kj — 1 s 1 s = 0,1 

+ P f ( 1 ) ո Ա j — 2 0 1 ) ) + « С ) • 
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Наконец, 

р © = £ р k е Շ + ° < ՚ 2 ) ՛ 
4 7 Si +Տ2 <2 4 i 2 / 

Подставляя в (3.6), получаем 

/о 7՝, с A2 H HYП = 9 2pk d2pk d2pu + d2pk. 
i j r i ' j ^ y dtidtj dti d u j - i dtj 8U: 8U: d u j - i ' 

(3-8 ) A j Y k =  Y ֊ k j - Y կ -  Y ֊ k 1 +  Y k ,  

ki =  ( k i j ...j  ki  - Լ ...j kn ) j  k i j =  ( k i j ...j  ki  -  1, ...)  kj  -  1, ...)  kn ). 

В частности, для j = i + 1, в (3.7) имеем i = Аналогично 

гчеп с A2 H HYП  92^  92pk  92PU +  32PU ( 3 . 9 ) С1г}г.,hh  A i j H r i , i . [т = ^ я^  - ^ о  - -kt-k-. + i j  r i ' l j ykJ dtidtj dtiduj dtjdui-i ՝ dui-i duj 

В случае i = 1 или j = n, мы должны подставить д— = 0 и д— = 0. В частности, 

i = 1 j = n 

(3.10) cii,rn,hh A2n Hr„,ii (Yj 
d 2pk 

k) dtidtn 

(2) 
Hy 

порядка, определенных условием, что две прямые из реализации процесса {gi} 
содержат точку y € g(a). Например, используя формулу Тейлора, получаем 

(3 11) c(2) A 2 H(2) нYП = 2 + C ri, h  A i i H ri \k) = Ցվ 2 dtiдщ + du2 , 

где с՝ 2՝>h ֊ постоянная, A2 : ֊ обычная вторая разность по i. Аналогичная формула 
(2) существует для п^ h. 

4. К О М Б И Н А Т О Р Н А Я ФОРМУЛА А М Б А Р Ц У М Я Н А 

Этот параграф содержит описание конкретного комбинаторного разложения, 
версии которого были использованы в [2, 4, 13, 32] и [33], а также используются 
ниже в §§6 и 10. Для полноты, начнем с общего комбинаторного алгоритма, 
впервые представленного (без доказательства) в [33]. 

Предположим, что на плоскости задано конечное множество точек {P:} (неко-
торые тройки точек могут быть коллинеарными). Обозначим через pij отрезок 
с концами P : и Pj, а терез \pij \ его длину. Положим [pij] = {g € G g Ո pij = 0}. 
Пусть Br{Pi} минимальное (конечное) кольцо (кольцо Бюффона) подмножеств 
G, содержащее все множества [pij]. Две точки P: И Pj называются соседними, 
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если отрезок pj не содержит других точек из множества {Pi}. Каждой паре 
соседей Pi,Pj соответствует прямая 

gij = прямая проходящая через P i и Pj 

и четыре локально непересекающиеся подмножества из G: 

1 = {g G G все точки из {Pi} gj лежат в правой от g полуплоскости}, 

2 = {g G G все точки из {Pi} gij лежат в левой от g полуплоскости}, 

3 = {g G G точка Pi лежит в правой, a Pj в левой от g полуплоскости }. 

4 = {g G G точкаP i лежит в левой, a Pj в правой от g полуплоскости }. 

Так как прямая g G G ненаправленная, то говоря о левой или правой полу-

плоскостях, ограниченных прямой g G G, мы подразумеваем следующее: каждой 
прямой gj мы приписываем направление, скажем от Pi к Pj, тел и i < j. По 

g 
g i j 

Как обычно IA(g) = 1, тел и g G A и 0, в противном случае. Через բ обозначим 
М ֊инвариантную меру в G. 

Теорема 1. (Р.В. Амбарцумян [4, 33, 44]). Значение меры p(C) для каждого 
подмножества C G Br{Pi} представимо в виде линейной комбинации расстоя-

p i j  P i  P j 

(4.1) MC) = £ cHj (C) \pij \, 
i<j 

{ Pi } 
i<j 

числа cij вычисляются по формуле: 

(4.2) cij(C) = IC(j j ) + IC(i , j j ) ֊ I C j ) ֊ IC(j , j )• 

В (4.2) 

IC (г j ) = Icni(g), IC (i ,j ) = Icn2(g), IC (г , j ) = Icn^(g), IC (i j ) = Icn4(g). 

{ Pi } 
разложение (4.1) не единственно. Пример различных представлений (4.1) - (4.2) 
можно найти в статье [49] настоящего выпуска. 

Разложение (4.1) - (4.2) было использовано в работе [44] в следующей по-
становке. Пусть задана система непересекающихся замкнутых интервалов 71,..., 
Yn С g(a) (g(a) ֊ тестовая прямая направления а). Рассмотрим прямоугольник 
R, основанием которого является минимальный отрезок, содержащий դւ,...,դո. 
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Через Di с R обозначим замкнутый прямоугольник, основание которого есть Yi,, 
а вертикальные стороны прямоугольников Di, ..., Dn обозначим через v-լ, ...,v2n, 
|vi| = ... = |v2n| = l 

Через rir, r = 1,2,... обозначим случайные хорды прямоугольника Di, образо-
2n 

ванные прямыми из {gi}. Пусть A = Ո [vi] = [v1] Ո [ v 2 n ^ e [v] = {g G G g Ո v = 
i=1 

Щ. Положим Xj(g) = g Ո Dj, j = 1,..., n. Определим 

Bkl,..,km = B ֊k = {g G G : точно kj хорды Tjr пересекают Xj(g), j = 1, ...,n} 

и рассмотрим множества 

{ P j } = множество концов хорд Tir и {Qm} = вершины прямоугольника R. 

Нетрудно доказать, что 

A Ո Bk G B r { { P j } U {Qm}}. 

Следовательно, разложение (4.1) можно записать для инвариантной меры թ(Շ) 
множества C = A Ո B-£. Для каждой реализации m = { g i } , для которой 

{Pi } f | { Q m } = 0 

и коллинеарными тройками в { P ^ | J { Q m } могут быть или {Pi,Pj, Pk} С gs G m 
или {Qm,Qj,Pk}. Тогда разложение (4.1) - (4.2) имеет вид: 

4 
(4.3) MA Ո Bk)=£ &(m), 

i=1 

(4-4) 

£i(m) = v T 2 + l2 •Ik(Qi,Q4)WT2 + l2 • Ik(Q2,Qs) -T-I^QuQa)-T• Ik(Q2, Q4), 
n 

(4.5) & ( m ) = 2 ^ J 2 Tr | • AiIk(Tir), 
i = 1 r e A 

(4.6) &(m) = Y J * P i , P j | • MPi,Pj) - Is(Pi,Pj)]IA(Pi,Pj)A 2rqIk(Pi,Pj), 

(4.7) & ( m ) = ^ ^ Qm,Pj I IA(Qm,Pj ) [Id(Qm,Pj ) - Is(Qm, Pj )]• AiIk(Qm, Pj ). 

Qm Pj 

Выше мы использовали следующие обозначения: 
T — длина горизонтального основания прямоугольника R; %(g) = I%-(g) ՜ 

индикатор множества B^; операторы A i и A2j были определены в (3.4) и (3.8). 
В двойной сумме, определяющей £2(m), Y1 распространяется по всем хордам 

reA 

Tir, продолжения которых пересекают отрезки v1 и v2n, вторая сумма распрост-
раняется по всем Di; i = 1,..., n. Сумма J2*, определяющая £3, распространяется 
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2 { Pi , Pj } С { Pi } Pi Pj 

надлежат разным прямым из {gi} и лежат на разных вертикальных окнах. Для 
определения индикаторов Id и Is в (4.6), рассмотрим хорды тг; и rqm, для кото-
рых точки P i и Pj являются концами. По определению, Id(Pi, Pj) = 1, если хорды 
тн и Tqm лежат в разных полуплоскостях, ограниченных прямой, проходящей че-
рез точки Pi и Pj; Is( ) = 1 — Id()- Символ A2 q относится к прямоугольникам 
D r и Dq, на вертикальных сторонах которых л ежат точки P i и Pj. 

В (4.7) индикаторы I d и Is имеют аналогичный смысл, отрезок, концом кото-
рого является точка Q m , суть v1 и v2n. Символ A i относится к прямоугольнику 
D i  P j 

в аргументе индикаторов կ, IA, Id или Is обозначают соответствующие прямые 
из G. 

5. АНАЛИЗ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

В статье [41] изучаются Т ֊инвариантные случайные процессы прямых {gi} 
на плоскости и маркированный точечный процесс {Pi, }а, где случайное мно-
жество { P i } a есть точечный процесс пересечений, индуцированный на тестовой 
прямой g(a) направления а, а марка ^ есть угол, под которым прямая из реа-
лизации пересекает тестовую прямую g(a) в точке Pi. 

Для заданной системы непересекающих замкнутых интервалов 71, ..., Yn С 
g(a), рассмотрим треугольник, показанный на Рис.1. 

Рис. 1 
На прямой g(a + ф) рассмотрим n отрезков y1, ..., դ'ո, чьи перпендикулярные 

проекции на g(a) суть начальные отрезки 71, ..., դո. Длины Yi пусть будут ti, а 
пробелы между Yi и Yi+1 обозначим через Վ. Так как при ф ̂  0 ti — ti = о(ф) и 
u — Uj = о(ф) (i = 1, 2,..., n, j = 1,..., n — 1), имеем 

(5.1) lim рф^  u ' ,  а + ф ) — Pk(t,  u , a ) =  dPk 
Ф^о ф да 
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Вычислим те же пределы, используя разложения 

(5.2) 

(5.3) 

И 
S 1 , . . . , S 2 „ _ 1 > 0 

k Ո 

U J ( k ) ո ( S1, . . . ,S2„_1>0 

v1 v2 
«1 «2 

v1 v2 
«1 «2 

... V2n ֊1 

... « 2 ո ֊ 1 

.. V2n ֊1 

.. «2n ֊ 1 

Л е м м а 3. (см. [45JJ. 

(5.4)  дрк = lim ф - 1  
да Ф^о 

2n 1 

i=1 
{ Ю Г — P i n 

Имеем разложение 

< " > ( ? ) = ( ? ) Ո R U ( ? ) Ո L 

где R ֊ событие {Ф G (0, п/2)} and L = {Ф G (п/2, п)}. 

Замечание 2. Обозначения R и L имеют смысл возможной кинематической 
интерпретации углов как скоростей точек, движущихся вдоль прямой g ^ ) . 

R L 

Используя (5.4), (5.5) и 

(5.6) P K M = А(а + п/2) yi ф + о(ф), i = 1,..., 2n — 1, 

где yi - координата основания v.j на g ^ ) (см. Рис. 1), получаем 

(5.7) [А(а + п/2) ] - 1 ֆ ֊ 

i=1 

да 

v I TI ո R + V { n L — у { n R — у { m L 

+ X ) у՞* 
i=1 k П  R + M k > n L > — 

— | £ n R — м k 1 n L  

В (5.7) сумма распространяется на отрезки YU •• -,Yn, как и выше Կ - левый, a ri 
- правый концы отрезка y^ Наконец, ki = (k1,..., ki-1, ki — 1, ki+1,..., kn). 

Заменим вертикальные окна горизонтальными. Очевидно, 

у ш о — y . rnnR I | j | [ W ) ֊ 4 ( * ) ] ] dVl. 

v 
1 
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I 
меняя Лемму 1 для 

dHh. 

F(m, Ф) = I l^kj [Ir(Ф) - IL(Ф)] 

соотношение [^ (Ф) - ^ (Ф) ] • | օօէՓ| = օօէՓ, получаем (сравни с [42] 

А(а+п/2) V, Ю П М ֊ v , FFLNR -А(а) I ( k ) • cot Ф 

При условии (см. §8 ниже) 
а) для каждого направления а, последователи ость խօէՓ.յ} некоррелирована 

с числом точек из { P i } a . 
оно равно 

-А(а) I l k ) • cotФ dH;, = -А(а) • H 

Стационарность дает нам возможность использования упрощенной записи 

J cot Ф H,. = E a cot Ф. 

Аналогично, при условии а) 

А(а + п/2) 

А(а + п/2) 

^ - v I О 

v „ ( ( m R ) - V , a M O 

А(а + п/2) 

Подставляя эти формулы в (5.7), получаем 
V - I | £ Ю * - V , £ ) Ո R 

А(а) • H h [k ) • E a cot Ф, 

А(а) • H r i [-է ) • E a cot Ф, i k 

= -А(а) • H r i Աք ) • E a cot Ф. 
i  ki 

д а = » . H , i H , i + 

+УГ H r 

Из (5.1), (5.3) и (5.5) следует 
(5.8) n 

dPk F ՝տի yi rdpk -  dPk 
да I ՝՝ dti dui-1 i=2 

H r 

n-1 

УГ^ 

i=1 

E a cot Ф. 

dPk  dPk 
dtj du 

dPk 
dtn 

Лемма 4. (впервые доказано в [41], см. также [42] and [45]J. 

А' (а) 
(5.9) E a cot Ф = -

А(а) 

Y Y 
k k 

Ea cot Ф. - УГп 
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А(а) 
вой моментной меры f ( f ) : 

у.+п/2 а+п 
А(а) = j \ cos(f — а)\ f ( f ) df = J cos(f — а) f ( f ) df — J cos(f — а) f ( f ) \ df. 

а+п/2 

а+п 

Дифференцируя, получим 

а+п/2 

А'(а) = j sin(f — а) f ( f ) df — j sin(f — а) f ( f ) df. 
а а+п/2 

Используя Ф = f — а — п/2, имеем 

Е а cot Ф = Е а cot(f — а + п/2) = —Еа tan(f — а) 

А(а) 

п 

j tan(f — а) \ cos(f — а)\ f ( f ) df = 

А(а) 
sin(f — а) sign[co«(f — а)] f ( f ) df 

А(а) 

а+п/2 а+п 
J sin(f — а) f ( f ) df — J sin(f — а) f ( f ) df 

а+п/2 

что и требовалось доказать. 

А' (а) 
А(а) , 

Так как yri — yii = ti and yrij1 — yri = щ, то (5.8) можно переписать в виде 

(5.10) 
А ( а )  dPk 

n 1 n- 1 

да Հ^  t i dt. Հ^  u i du =°. А'(а) да dt. i=1 

Первые интегралы этого однородного в частных производных дифференциаль-
ного уравнения первого порядка суть 

А(а) ti = ci, i = 1, 2,...,n, А(а) uj = bj, j = 1,...,n — 1. 

Таким образом, мы приходим к заключению: 

(5.11) Pk (t, u, а) = զ^ (А(а) ?,А(а)й), 

где qk суть некоторые функции от 2n — 1 переменных. 

п 

1 

п 
1 

1 
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6. И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е К О М Б И Н А Т О Р Н Ы Х Р А З Л О Ж Е Н И Й . 
АНАЛИЗ В Т О Р О Г О ПОРЯДКА 

Для P G TI-2, комбинаторное разложение (4.3) выполняется с вероятностью 
P = 1. Таким образом, мы можем усреднить (4.3) относительно распределения 
P P 
чение Ер. Величины E p £ j (г = 1,..., 4) зависят от параметра l и при l ^ 0 их 

l2 

Аналогичное утверждение справедливо для /л(А Ո В^) из (4.3). Основываясь на 
этих фактах, в этом параграфе мы выводим дифференциальное тождество для 
Pk(t, и, а), приравнивая члены , пропорциональные l2 в правой и левой частях 
усредненного уравнения (4.3). 

Анализ E P / л ( А Ո В^). По теореме Фубини имеем 

(6.1) ЕрМ (А Ո В ¥ ) = У Ер Ik (g) dg = j Pk(xi(g), ..,Xn (g),a) dg. 
A A 

Здесь а = 5(g) - направление прямой g (так что при l ^ 0 множество значений 
а стягивается к точке а ) и 

(6.2) Pk(xi(g), ...,Xn(g),^) = Eplk(g) = P(g G % ) = Ph(x(g), u(g), а). 

Используя (2.1), выделим главный член в (6.1) 

(6.3) ЕрМ (А Ո Вж) = pk(t, и, а) • T • l2 + o(l2 ). 

Анализ E P £ 1 (ш) . Имеем 

t и \ f t 
7, 7, а + ф + prl 

ч cos ф cos ф J  k \ c o s Ф c o s Ф 
- 2  T P k ( t  щ  

где cos ф = (1 + l 2 / T 2 ) ՜ 1 / 2 , откуда следует 

^ * , n , l2 dph(t, и, а) ti l2 
E p & ( m ) = Pk (t, и, а) • T + E df. T ՝ + 

i = 1  i  

+ Հ—1  dPk а ) и ,2 +  d 2Ph а ) l 2 + ( ,2 ) 
( 6' 4 ) +Ճ дщ T • l  + ^ а 2 T + o ( l ) . i=1 

Ep^1(m) = V T 2 + l2 \ p J — , — , а + ф) + — , ^ а - ф) k cos ф cos ф  k cos ф cos ф 

Анализ E P £ 2 (m) . Значение меры m1 на множестве [v1 ] Ո [v2n] равно f (а) — + 
o(l2), следовательно 

2 f(а)  n  

(6.5) Ep&(m) = Z t i Л ^ ¥ ( ? , й , а ) l2 + o(l2), 
T i=1 
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где пк(t, u, а) = ПА Ф • 

Анализ Ер^з(m). Нам понадобится следующая простая лемма интегральной 
геометрии. 

Л е м м а 5. (см. [45JJ. Пусть xq, xr ֊ одномерные координаты точек Pi и Pj на 
vq vr g  xq  xr Тогда 

( yq  —  y r ) 2 ,2 , о(12л 

T \Pi, Pj\ IA(g) dxq dxr = K y q J r J l2 + o(l2). 

P1 G vq P2 G vr 

Id(P1, P2) — Is(P1, P2) = S(q, r) [I(R x R) + 1 ( L x L) — I(R x L) — I(L x R)], 

где S(q, r) = и yq - левый конец, a yr - правый конец Yr-,  ш S(q, r) = —1 в 
противном случае; R = (0, п/2), L = (п/2, п). По Лемме 5 имеем 

Е р С з ( т ) = T ^ ( y q — yr)2 cq,r,vv S(q,r) A?jVq,r ( ( k ) x ( R x R U L x L ) ] 
T q<r  k  

(6.6) — A 2 q V i , ^ Q x ( L x R [ J R x L ) ) 

{yq} 

тервалов из системы Y- Мы используем краткие обозначения 

cVq,Vr ,vv =  cq,r,vv ,  yyq ,y r = y q , r . 

Анализ Е р £ 4 (m) . Пусть 
2n 

& ( m ) = nq(m), 

q=1 

4 
nq ( m ) = £ ] Г К (Qm, Pj ), 

m=1 Pj Evq 

К(Q, P) = \Q, P\ • IA(Q, P)[Id(Q, P) — Is(Q, P)] • Ai %(Q, P), 

A A i COOTвнтствует отрезку Yi c концами yq. Рассмотрим события: 

{ = вертикальное окно vq пересекает ся { П Р Я М Ы М И ИЗ { g i } , а все 

остадьные вертикальные окна (т.е. окна из Щ) не имеют пересечений; 
V.q ] = вертикальное окно vq пересекается одной прямой g0 G { g i } , которая 1 / А 

пересекает, по крайней мере, одно вертикальное окно из vq и ни одна другая 
{ gi } 
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Ub=q ( l ) = вертикальное окно vq пересекается прям ой из {gi} и суще-^b=q у 1 1 J — utvnu Vq 
ствует точно одно окно vb = vq, которое пересекается другой прямой из { g i } . 

Л е м м а 6. (см. Щи Щ). Для P G TI-2 

(2n 
U 

q=1 
, F) U D F)U ( ? ) A U (? D 

1 — o(l2). 

С точностью до случайного слагаемого, математическое ожидание которого 
есть o(l2), имеем следующее представление: 

4 4 
(6.7) nq(m) = nq1 ( m ) + Е n (2T ) ( m ) + nqA ( m ) + E ^Пф՝)(m) 

m=1 m=1 b=q 

I 
4 

( m ) = >. ՝ К(Q p). т l'uq  uq nq1(m)= £ К(Qm,P1) • I fa v°q) ; 
m=1 ՝• ' 

nqm) (m) = £ К(Qm,Pj) • I fa 
P ,P v 

nqA(m) = ]T К (Qm, P1) • I a ; n% ) ( m ) = К (Qm, P1) • I ( J . 

Анализ E P [n q 1 (m) + nqA(m)] (see [42]). Используя А''(а) + А(а) = 2 f (а) (см. 
[32]), получаем 

2n n 

(6.8) Ер £ (nq1(m) + nqA(m)) = —4 f T ) ] Т ti A^ (t,u, а) l2 + o(l2). 

Анализ Ерn^m^(m) (см. [42]). 
2n 4 

Е ^ Е E E n q m ) ( m ) = — 2 E р Ы m ) — 
q=1 m=1 b=q 

1 2n-1 
(6.9) — ֊ E yq (T — yq) E S ( q , b) cq,b,vv Aj f i (q , b)l2 + o(l2), 

T q=2 b=q 

Q(q,b)= Vqb^ (YJ x (R x R լ| L x l)^ — Vqb^ ( { j x (b x R[JR x L^. 

Анализ E P n q 2 (m) (см. [42]). 
2n 1 2n-1 

(6.10) Е р £ nq2(m) = T E yq (T — yq) cq,q,vv A 2 fi(q,q) l2 + o(l2). 
q=1 q=2 
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Приравнивая коэффициенты при է2, из (6.3) - (6.6) и (6.9), (6.10) получим 

Z d t i * + £ диг  u + da2 = 2  f W ^ *  A n ( t  и,  а )  
i=l i=l i=l 

(6.11) + J ^ ( y i -  y j )2  Ci'jvv  S ( i ' j ) A 2 q ) + S ' 
i<j 

(6.12) 
2n-1 2n-1 

s = - Z yq ( T  - yq  S (q , b )  cq,b,vv A j ՏՀգւ^+^շ yq ( T  - yq)  cq,q,vv  A u ՀՀգ ,գ ). 
q=2 b=q q=2 

7. И Н В А Р И А Н Т Н О Е В Л О Ж Е Н И Е . АНАЛИЗ В Т О Р О Г О ПОРЯДКА 

Рассмотрим прямоугольник R, основанием которого является минимальный 
отрезок, содержащий 7 1 , Y n - Пусть T — длина горизонтального основания пря-

n n-1 
моугольника R, T = YI ti + Y1 и^ Через Di с R обозначим замкнутый прямоу-

i=1 i=1 
гольник, чье основание есть YU вертикальные стороны прямоугольников D1, ..., 
Dn обозначим через V1,...,v2n, |v1| = ... = |v2n| = l а сторону прямоугольника Di 

параллельную YU будем обозначать через Վ- Прямую, содержащую отрезки y1, 
..., Y'u обозначим Через g'(a) (см. Рис. 2). Обозначим через i = 1,2 диагонали 
прямоугольника R. Пусть di = (di1,di2, ...,din), где dij = d i f ) Dj, j = 1,...,n, 
i = 1, 2. Пробелы на диагонали di будем обозначать через 5i = (5i1, Si2,..., Տվո-1)). 

Рис. 2. 
Используя T-инвариантность, получаем 

Р ( l ) = Р ( l Q = Pk(t,U,a), 7՛ = (Y1 ,..,Y'n). 

Используя формулу Тейлора, получаем, что предел 

Pk(duSu  а + Ф) + Pk(d-2,^2, а - ф) - 2p^(t,U, а) (7.1) L2 = lim 0^0 ф՝• 2 
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равен 

(7.2) v՜^  дРк(t  u ,  а ) t + n - 1  дРк(t  u ,  а ) +  д 2Рк ( t , u ,  а )  

ди  t i + ^ -՝  u i + i=1 i=1 
L2 ди Հ-Հ дщ i=1 

где ф - угол между g ^ ) и диагональю d1. 

да 2  

Тот же предел можно вычислить используя разложения 

И 
s1,...,s2„>0 

di v1 v2 
k «1 «2 

v2n 
«2n 

i = 1, 2, 

И 
s1,...,s2„>0 

U 

Y v1 v2 
k «1 «2 

Y' v1 v2 
k «1 «2 

v2n 
«2n 

s1,...,s2„>0 
Н ж ^ ы будем использовать следующие обозначения: 

v2n 
«2n 

Vq v°q ) = вертикальное окно vq пересекается k прямыми из { g i } , а все другие { 0 у — ւյ̂ է* л ITJ.XVCWJ.XJXJ.V̂"̂  V̂/xvxj.V./ cq 

вертикадьные окна (т.е. окна из vq) не имеют пересечений; 
q  вертикальное окно vq пересекается одной прямой g0 G { g i } , которая 

пересекает, по крайней мере, одно вертикальное окно из vq, и ни одна другая 
прямая из {gi} не пересекает ни одно из вертикальных окон; 

( J q = вертикальное окно vq пересекается прямой из {gi} и существует 

точно одно окно v = vq из множества окон V1,... v2n, которая пересекается другой 

{ gi } 

PG (2n 
U 

q=1 

Vq V 

1 0 • Vq и Ո Vq и ՛ ՝ ՝ ՛ И q 

1 1 = 1 — o(l2). 

di v1 ... v2n 1ак как P | -=֊ „ „ k 0 ... 0 
P ( Y V1 

1 k о 
v2n i = 1, 2 

L2 = lim — I E ( Kq,1 +  Kq,A +  Kq,2 + E  Kqb 
ф 1 q = M b=q 

2n 

получаем 

(7.3) 

где использованы следующие обозначения 

= Е р  dk  Vq t i — p k  vq  v°q)—p { Հ-՜t \ k m 0 \k m о V k m 1,2 

q q m = 1, 2, 

Kq,A E 
i=1,2 

p ( f i n m - p ա ո m - p ա ո 

1 

A 

0 

v q  

1 
A 
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Е di Vq Vb Vq, Y  Vq  vb  vq,  v  

,= 12 k 1 1 0 j P \k 1 1 0 

_ P I l Vq Vb Vq,Vb 
P ' k 1 1 0 

По отдельности проанализируем слагаемые Kq,1, Kq,2, Kq,A и Kq,b. 
Анализ Kq, 1 и Kq, A• 

2n 
Величина Y ( K q 1 + KqA) имеет порядок l . A именно 

q=1 
2n 

(7.4) J 2 ( K q 1 + KqA) = -2 f ( a ) J 2 ti Ank(t,U,a) l2 + o(l2), 
q=1 i=1 

7  
где nk(t, и, а) = ПА • 

Анализ Kq,b. Анализ разбивается на случаи, зависящие от положений точек 
пересечения xq е Vq и xb е Vb относительно подразбиений Vq и Vb диагоналями 

R 
Ниже используем S(q, b) = + 1 если yq = li (левый конец отрезка id и yb =  rj 

(правый конец отрезка Yj), и наоборот. В противном случае S(q,b) = - 1 . Также 
мы будем использовать обозначения для углов ©a = {Ф е (0, п/2)} (оструе углы), 
©о = {Ф G (п/2,п)} (тупые углы). 

2n 
Величина Y Y  Kqb имеет порядок l2. А именно 

q = 1 b = q 

2n 

£ £ Kqb = - yb)2 Cq , b , vv S (q, b) A j Vq , b( (k) X [©a X ©a J ©о X ©о) ] 
q— 1 b=q q<b L \ \ / / 

X ©о X ©a ©a X ©о - A 2 V i l l ^ b q y i j \ 1 k 1 ~ ՝ ^о ՜՝ ^a l J ^a ~ ^о , 

1 2n-1 
(7.5) - T J2 yq (T - yq)J2 S(q, b) Cq,b,vv A 2Q(q, b)l2 + o(l2), 

q=2 b=q 

где 

Q(q, b) = V q ։ b ( Q x (©a X ©a{J ©о X ©о) ) 

- V q , ^ (^j X (во X © „ Ա ©a X © „ ) ) . 

Анализ Kq,2. 
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2n 
Величина YI  Kq 2 имеет порядок l2 . А именно 

q=1 
2n 2 n ֊ 1 

(7.6) ] Г Kq,2 = ^ yq (T - yq ) Cqq}Vv A 2 Ո(զ, q) l2 + o(l 2). 
q=i q=2 

l2 

(7.6), получаем 

E d t i Կ + E d U ^ + d O 2 = - 2 7 ( a ) E t i  A i n k ( t , u  a )  

i=1 i=1 i=1 

(7.7) + E ( y i - yj)2 Ci,j,vv S(i,j)A 2rqQ(i,j) + S, 
i<j 

(7.8) 
2n-1 2n-1 

s = - E y q ( T - y q S ( q , b )  cq,b,vv A r j ^ ( q , b ) + E yq ( T -yq)  cq>qw A 2 i^ ( q , q ) -
q=2 b=q q=2 

8. У С Л О В И Я ФАКТОРИЗАЦИИ 

Рассмотрим уравнения (5.7), (7.7) при наличии следующих условий на вероят-
ностное распределение Т-инвариантного {Pi, 

a) Для каждого направления а, последователи ость {cot некоррелирована 
с числом точек из { P i } a (см. §5). 

b) Последовательность { c o t ^ i } есть последовательность некоррелированных 
случайных величин. 

c) {gi} удовлетворяет так называемому условию "достаточного перемешива-
ния", а именно, точечные процессы, индуцированные на тестовой прямой на-
правления а и на "типичной"прямой из {gi} с тем же направлением, имеют одно 
и то же распределение. 

Как показано в [41], решая эти два уравнения, при выполнении условий а), Ь) 
и с) следует пуассоновость одномерных распределений pk (t,a). 

В работах [42] и [45] исспедовались многомерные вероятности p^(7, а). Так как 
вероятностное распределение случайного точечного процесса { P i } a полностью 
определяется величинами pk(у, a), n > 1 (см. [24]), изучение величин pk(у, a) 
приводит к утверждениям единственности, касающихся вероятностных распре-
делений точечных процессов { P i } a или даже { g i } . 

Используя Лемму 2 для 

F(m, Ф ь Ф2) = I Ш • [j (R х R) + 1 (L x L) - I (R x L) - I (L x R)], 
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произведения գ ,j,vv Q.(i,j) в (6.10), (6.11) можно записать в терминах горизон-
тальных окон. Получаем 

(8-1) 

ci,j,vv  j )  ci,j,hh  x  

ւկէյ [I (R x R) + 1 (L x L) - I (R X L) - I (L X R)]j dHi ժ | c o t ^ 1 • cot^ 2 | . 

Вместе с элементарным тождеством 

[I (R x R) + I (L x L) - I (R x L) - I (L x R)] | c o t ^ 1 • co t^ 2 | = c o t ^ 1 • co t^ 2 , 

из (8.1) и из факторизационных условий а) и Ь) вытекает 

(8-2) ci,j,vv ^ ( i , j )  ci,j,hh I l k ) cotՓ1 cotՓ2 I d H i j 

(8.3) 

I \Z)  cot^1 cot^2 ) dHijj 

,'Y\ A'(a)2 

Hi,j k E i j j h h (cot^1 cot^2) = Hi A(a)2 Xi j \kJ ' 

Докажем, что при выполнении условий а) и Ь) выражение S = 0. Действительно, 
используя обобщенные формулы Пальма, получаем 

2n-1 

Е yq(T - yq) Е  տM) 
q=2 b=q 

d 2Pk,  d 2Pk, 
dti dtj dti duu 

д  2Pk +  d 2Pk 
dtj duv duu duv 

2n֊1 

+ E yq ( T - yq) 

q=2 

d 2Pk d 2Pk d 2Pk + 
д  2Pk 

dt2 dti dui dti dui-1 ' dui dui-1 

где в двойных сумммах, u = i, если q = r.j и u = i - 1, тел и q = կ. Аналогично, 
v = j , если q = rj и v = j - ^ ^ л и q = l j . 

Для любого i = j , наличие множителя S(q,b) обращает в нуль члены, соот-
ветствующие b = lj и b = r-j. Также в двойной сумме, если i = j , то yq и yb суть 
концы одного и того же интервала YU поэтому S(q,b) = S(b,q) = +1. Так как 
частные производные в первой и во второй строчках выражения S встречаются 
с разными знаками, то получаем S = 0. 

Остается преобразовать слагаемое 

A O f ! Е (yi - yj )2 * j vv s ( i , j ) Aiq Hi 

[^(g)]2 
[A(a)]2 

i<j 

E (yii  - УГ,  ) 2 С1г , hh A2j  н 1 г , r . ( k ) + 

7 
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+  (Vri  - yij )  cri,lj,hh А - Нгг j 

[A/(a)j2 

[A(a)]2 E 
Yi,Yj 
i<j 

(yri - yrj ) Cri}rj ,hh Aj Нп,г, + 

+ (y i i - yij ) cii,lj ,hh Aij Hii,ij l^k 

[A'(a)j2 A 12 
[A(a)] 

Используя (6.7), (6.9)-(6.11) и 

+ т А ? а ) 2 ^ % c i i ' r i ՝ h h ^ ^ i \k 

- ( y i i - y i j ) 2 -  (yri - yrj ) 2 +  (yri - yij ) 2 +  (yii - yrj ) 2 = 2 ti t j , 

- ( y r i - yrj ) 2 +  (yii - yrj ) 2 -  (yii - yij+1 ) 2 +  (yri - y i j + 1 ) 2 = - 2 ti  u j , 

- ( y r i - yrj ) 2 +  (yri - yij+i ) 2 + ( y i i + i - yrj ) 2 - ( y i i + 1 - yi+1 ) 2 = 2 < 

вышеупомянутое слагаемое можно переписать в виде 

i j 

№ ) ] 2 

[A(a)]2 
f - ^ - t2 + V ^ u2 + 2 v ֊ ^ t-1 

dt2  l i + du2  u +  2 dti dtj  կ  j  
j=1 j i<j  J  i=1 

(8.4) 
n n— 1 гл2 

d ж 
- 1 - 1 ֊ °i du i = 1 j = 1 

n—1 2 д p-
+ 2 E E ցՀ՜^է  t i  u j + 2 E du idu j 

i<j 

Таким образом, при выполнении условий а), Ь) формула (7.7) принимает вид 

A  dp- (t, u, a ) A1  dp- (t, u, a ) c) 2p- (t, u, a ) 2 A A ) 

Ճ W.  ti + Ճ дu  ui + da2 = 2  f ( a ) Ճ  ti  Ai n- ( t>  u>  a )  
i=1 i=1 

[A/(a)]2 

[A(a)]2 

i=1 

+ 
n гл2 n— 1 гл2 

v ՝ d ^ i t2 + v d 2 p -
dt 2  t i + 2 ֊ ^ 

d 2p-

i=1 

n n— 1 

- u2 
j 1 du2 

j=1  j  

d 2 P -
1 d 2p-

•J— 1 dui uj i=j=1 
(8-5) + 2 E d t j  ti  t j + 2 E E dtu  ti u + 2 E 

i<j i=1 j=1 

У С Л О В И Е П Е Р Е М Е Ш И В А Н И Я 
Теперь дополнительно предположим, что выполняется условие с). Аналити-

чески оно имеет вид 
(t, u, a ) = p- (t, u, a ), 

и выражение (8.5) сводится к дифференциальному уравнению. Решая это урав-
нение вместе с начальными условиями 

pg(0,u, a) = 1 и p-(0, u, а) = 0, если k փ 0, 
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приходим к следующей теореме. 

Теорема 2. Пусть для случайного процесса прямых {gi} из класса TI-2, мар-
кированный точечный процесс {Pi, ՝ ^ i } a удовлетворяет условию а). Если для 
некоторого направления а вы,полнены, условия Ь) и с), то для того же значения 
а точечный процесс { P i } a пуассоновский, т.е. 

a) t P k ( « . « ^ П И ^ է ֊ . « • 
i=1 

Доказательство: Используя Pk(t, u, «) = Як(А(а) t,X(a) u), см. (5.11), находим 

(8-6) d s = к « ) ,  aJ pk = 4 « ) d k , dt 

d 2p ֊k (t,Ա,a) 

dtj duj 

да 2  
Х"(а) 

dui' 

1 IՆ c\ Ո — 1 t~\ 

E £ t. + E & u 
i=1 

+ [А'(а)]2 

i=1 

i=1 

V ^ t2 + V ^ u2 + 2 v &3L 
dt2  t i + 2 ^ du2  u j + 2 dti tj ti  t j 

j=1  j  i<j 

1 d 2  

^ ti uj + 2 E 
1 

d 2pk 
ui  u j 

dui uj 
(8-7) _ _ , _ 

i=j=1U "' iU' j  

Подставляя (8.6) и (8.7) в (8.5) и используя A"(а) + A(«) = 2 f (а) (см. [32]) 
получим уравнение для функций զ^: 

n—1 ՜ 

^Е  ti  AiVk • (8-8) [А(а)]  —  
I I —1 

E  adt и + E Й u 
i=1 i=1  i i=1  i  

а 

ЦИЙ 

oo oo oo 
Ф(^1, •••, zn; t1, •••,tn; u1, • ••,un—1) = E ••• %(А(а) t.A^) u) z^1 z2,2 ••••z hn 

k1 = Q k2 = Q kn=0 

(8.8) запишется в виде 

(8.9) 
I 1 

ՀՀ дФ ՀՀ <9Ф w . 
ճ^ Ж + Ճ  ui =  А ( а )  J^ti (zi - 1)Ф 

i=1 
dti дщ 

i= i 

Решим (8.9) для начальных условий 

•••,zn;0, •••, 0; u1, • ••.щ—) = 1 
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Для пуассоновского {P. } а имеем 

..., zn, t1,...,tn; u1, •••, un-1) = exp X ( a ) J 2 ti (zi - 1) 
i=1 

и легко проверить, что это выражение удовлетворяет (8.9). Следовательно, функ-
ция 

exp - А ( а ) ^ է - (zi - 1) 
i=1 

,  z n ; 117  t n ; u1,  u n - 1 ) 

удовлетворяет 

(8.10) 

и начальным условиям 

F ( z 1 , . . . 7  zn  ;  11 7  tn  ;  U 1 ,  un-1  )  

" dF n— dF 
E t - dt- + E u - d u ֊ = 0 

i=1 i=1 

F(z1,..., zn;0,0; u1, ...,un-1) = 1. 

Это хорошо известное уравнение Эйлера для однородных функций порядка 0. 
Каждое решение уравнения (8.10) при k > 0 имеет свойство 

F(z1, ...^n; kt1,...,ktn; ku1, . . . ^ ^ - 1 ) = F(z1, ...^n; t1,...,tn; u1,un-1). 

Среди них только F(t,z) = 1 удовлетворяет (8.10). Теорема доказана. 

9. ОДНОРОДНЫЕ С Л У Ч А Й Н Ы Е МОЗАИКИ 

Метод интегрирования комбинаторных разложений может быть использован 
для нахождения распределения длины типичного ребра направления а для T-
инвариантных случайных мозаик. 

Мозаика определяется как разбиение плоскости на непересекающиеся выпук-
лые ограниченные многоугольники с непустыми внутренностями. Мы будем рас-
сматривать только мозаики, не имеющие узлов типа T. Тогда мозаика полностью 
определяется множеством его ребер {S-}. Случайную мозаику можно определить 
как случайный процесс ребер, т.е., как процесс отрезков на плоскости с веро-
ятностью 1 являющийся мозаикой (см. [1, 3, 19] и [29]). Мы предполагаем, что 
математическое ожидание квадрата числа ребер мозаики, пересекающих ограни-
ченное борелевское множество конечно. Следовательно, для случайной мозаики 
определены такие понятия как вероятность P и инвариантность относительно 
группы. Стандартные понятия (см. [21, 23]) первой и второй моментных мер хо-
рошо известные для случайных полей отрезков также применимы к случайным 
мозаикам ([21, 25] и [32]). Тем не менее мы кратко напомним их. 
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Отрезок на плоскости определяется тройкой 

6 = (g,t,T), 

где g - прямая, на которой лежит отрезок, t - одномерная координата центра 
отрезка на прямой g, а т - дайна отрезка 6. 

Первая моментная мера Л1 (•) процесса ребер T-инвариантной случайной мо-
заики есть мера в соответствующем пространстве. Если предположим, что Л1(^) 
имеет плотность относительно d6 = dg dt dv, то она необходимо имеет следующий 
вид 

Af (т, f ) dg dt dr = Af (т, f ) d6, 

где f - направление прямой g. Полагаем, что плотность f непрерывна. 
Для Л2(•) полагаем, что 

У Л2(d61 dd2)= f1(g1,g2) dg1 dg2 

A i 

Д 1 = {(t1 , t2, т1, т2) : v. Ո 6. = $, с несущими прямыми g. G [v.], i = 1, 2}, 

vu v ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ b i x отрезка длины l и расстоянием t. 
Обозначим 

B 0 = {g G G : R Ո g не пересекается ни одним ребром мозаики} и A = [v1] Ո [v2]. 

Для /л(В0 Ո A) запишем комбинаторное разложение (4.3) (для n = 1), причем все 
слагаемые остаются неизменными за исключением слагаемого £2(m), который 
надо заменить на 

& ( m ) = -2^2 \Xi\lA(Xi), 
i 

где X. ՜ хорды прямоугольника R, порожденные ребрами, а множество {P-} со-
стоит из точек пересечения ребер с dR. 

Вычисления аналогичные тем, что были П р ОДеЛ еШ ы в §§6-8, приводят к сле-
дующему выражению для 

P(\т\ > t, а) = J f (т, а) с!т 
t 

т.е. вероятности, что длина типичного ребра случайной мозаики имеющей на-
правление а будет больше, чем t (см. [30]): 

՜1 d 2po(t, а)՜ 
P(Id >t а ) = -  д2po(t , а )  д  P(\т\ > t , а ) = շ A dt2 + 2А dt t да2  
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(9.1) -t j j ПФ1 ւՓշ,վ 0 ) [Id - Is] Ф1, ^2)sin^1 sin^2 d^1 d^2, 
о 0 

Пф 1 ,ф 2 , ^0 ) f1(t,а, ф 1 ՚ ф 2) s in^1 Տ™Փ2 d^1 d^2 = 

= }1Ո0 J П ф 1 , ф 2 , ^ 0 ) Л2^1 d§2), 

A1 

f1(t, а, Ф1? Ф2) ֊ плотность второй моментрной меры маркированного точечного 

процесса пересечений {Pi, Ф ^ а на теотовой прямой направления а, Пфьф2,t 

- условная вероятность события ПРИ условии, что \P1,P2\ = t, а марки в 

точках P1 и P2 равны Ф1 и Ф2 , соответственно, причем pQ(t, а) = Р ^0 

Если случайная мозаика и изотропна, то 

д2 Ро(Ь,а) = 0 

да 2 ' 

и из (9.1) вытекает соотношение найденное в работе [29] (см. также [3] и [21]). В 
общем случае не проводился анализ уравнения (9.1). Можно только заметить, что 

а0 
лить, используя значения ро^,а) только в некоторой окрестности направления 
а0 и распределение маркированного точечного процесса {Pi, Ф ^ а на тестовой 

а0 

п п 

10. С Т Е Р Е О Л О Г И Я Э Р Г О Д И Ч Е С К И Х Б У Л Е В Ы Х МОДЕЛЕЙ 

Булевы модели определяются как объединение областей, принадлежащих про-
цессу случайных выпуклых областей, инвариантному относительно группы ев-
клидовых движений плоскости. Процесс выпуклых областей на R 2 можно опре-
делить как точечный процесс в пространстве плоских выпуклых областей. Если 
в этом пространстве задана некоторая мера, то мы можем говорить о пуассо-
новском процессе выпуклых областей и соответствующей "булевой модели" (см. 
[33]). Пуассоновские булевы модели принадлежат классу более общих "эргоди-
ческих булевых" моделей, определенных как объединения выпуклых областей 
из случайного процесса областей, обладающих определенными свойствами эрго-
дичности (см. [19] и [21]). 
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Для удобства, объединение выпуклых областей насовем черным множеством, 
а его дополнение ֊ белым. Результат, полученный в [19, 21], касается случай-
ных чередующихся последовательностей черно-белых маркированных интерва-
лов, индуцированных на тестовых прямых. Марками вновь являются углы пере-
сечения между тестовой прямой и границей двумерной раскраски. Чередующий-
ся процесс маркированных интервалов на прямой называется рекурентным, если 
черные маркированные интервалы независимы, а длины белых интервалов об-
разуют независимую последовательность независимых случайных величин. Под-
черкнем асиметричность этого определения. Рекурентность процесса означает, 
что белые интервалы независимы от их длин, причем существует возможность, 
чтобы углы и длины каждого черного маркированного интервала были бы за-
висимы. Внутри этой структуры получаем и другой случай "принципа незвиси-
мых углов": из рекурентности черных интервалов следует экспоненциальность 
распределения длины типичного белого интервала на тестовой прямой. Отме-
тим, что в книге Матерона ([11], стр. 140) также приводятся некоторые условия 
экспоненциальности белого интервала, однако условия из [21] носят совершенно 
иной характер. 

Раскраски четырехугольников. Получим интегро-геометрический резуль-
тат, касающийся неслучайных раскрасок ограниченных выпуклых четырехуголь-
ников. 

m 
m 

mR = m Ո  KR, 

где KR ֊ круг ради уса R с центром в начале координат. 
Множество m R может состоять из нескольких связных (не обязательно выпук-
лых) компонент; каждая компонента может иметь белые многоугольные дыр-
ки, которые могут быть окружены черными многоугольными островками. Един-

m 
ницу множества m R конечно для любого R. 

Ниже предположим, что на любой тестовой прямой g С R2 одномерная рас-
m 

годичности. Так мы предполагаем, что математическое ожидание f (T) типично-
го белого интервала T на тестовой прямой для любой функции f можно вычис-
лить как предел суммы 

1  N  

^ E f (Tni 
n=1 
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где Tn ֊ белые интервалы на ограниченном отрезке из g, длина которого стре-
мится к бесконечности. 

Очевидно 
N 

(10.1) J Y^f (Tn) dg = £ J IArs (g) f (T ( r' s )) dg. 
[Kr]  n = 1  T < S [ a r 

Здесь ar rn as суть стороны области ш д , а T (rs) g 
ченного точками из a r и as. Полагавм Iats (g) = 1, если этот интервал полностью 
белый и нулю в противном случае. Рассмотрим интеграл 

(10.2) J lA(g) f (T) dg, 
խւ]Ոխշ] 

где A = A12, T = T ( 1 ՚ 2 ) . Интеграл (10.2) зависит от раскраски минимальной 
выпуклой оболочки D натянутой на отрезки a1 и a2, т.е. множества ш 1 2 = D Ո ш. 
Положим B = [a1] Ո [a2] Ո A, так что 

IA12 (g) f (T) dg = J IB (g) f (T) dg. 
խւ]Ոխշ] [D] 

Результат для четырехугольника имеет следующий вид: 

J[f (T) - f (T)T cot «1 cot «2 ]dg = - ] T \a\f (T)I8b (a) - \s\f(T)IdB (s) 

B a£dmi2 Qi,Qj types 

+ J2 \d\f (T )IdB (d) - f f' (T )(X1 - X2)(X1 cot ^ - X2 cot fr)^ (T Щ 

+ ]T \s\f (T )IdB (s) - Y \d\f (T)IdB (d) - \s\f (T)IdB (s) 
Pi,Qj type s Pi,Qj type d P i P j type s 

1 4 r 
(10.3) + £ \d\f (T )IdB + f '(T) T 2 cot f3IdB (T) с!ф, 

Pi,Pj typed i=1 [p^i] 

где {Pi} - множество концов отрезков a1 и a2, {Qi} - множество вершин границы 
д(ш)12, углы «1 в «2 лежат в одной полуплоскости относительно T. Область ин-
тегрирования Ф^ - множество тех значений ф, для которых хорда T из пучка [Qk] 
не пересекается с черным множеством. Пара P^ Pj - тип а d (типа s), если a1 и a2 

лежат в разных (одной и той же) полуплоскостях (полуплоскости) относительно 
прямой gij (gij - прямая, проходящая через точки Pi и Pj). Правило знаков в 
случае слагаемых PiPj такое же как и для слагаемых QiQj. Отметим измене-
ние правила знаков для слагаемых соответствующих парам PiQj. Обозначения, 
использованные в последних слагаемых показаны на Рис. 3. 
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Рис. 3. 
Суммирование по четырехугольникам. 
При вычислении суммы (10.3) мы не выписывали в явной форме слагаемые, 

вклад которых имеет порядок o ( R 2 ^ i R ^ ж. Этим путем мы освобождаемся 
от "краевых эффектов". 

Суммируя по четырехугольникам из многоугольной раскраски в KR , полу-
чаем (при R ^ ж) 

J E l f (Ti) - f '(Ti)Ti cot a ( i ) cot a2 i }] dg 
[ K R ]  I  

f 1 1 = [f (x1) + f (X2) - f (x1 + X2) + 2 X1f '(X1) + շ X2f'(x2)] dl 
d0mR 

+ E [f (X1 + p) + f (X2 + p) - f (p) - f (X1 + X2 + p)] [Is - Id] p 
strings in KR 

J [f '(X1 + X2) (X1 - X2) (X1 cot p1 - X2 cot ^2)-
d0mR 

(10.4) f '(Xi) X? cot j3i 
i=1,2 

Kdl + o(R2), 

где 9 ° m R = 9m Ո KR есть граница с исключением dKR. Заметим, что для спра-
ведливости (10.4), нужно предположить, что дmR не имеет прямолинейных от-
резков. Обозначения показаны на Рис. 3. 

Эргодические случайные процессы областей. 
На этой стадии требуется, чтобы реализации с вероятностью 1 обладали бы 

необходимыми свойствами на бесконечности (при R ^ ж). В частности, матема-
тическое ожидание случайных величин, определенных на случайных касатель-
ных прямых или шкивах, можно представить в виде пределов математических 
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ожиданий, вычисленных относительно распределения маркированной случай-
ной раскраски, индуцированной на прямой. Справедливость такой "интегральной 
геометрии в малом" можно вывести из принципа ограниченной сходимости (см. 
[19] и [21]). 

При выводе уравнения (10.4) предположили, что можно пренебречь гранич-
ными эффектами, т.е. что множество m обладает следующим свойством (см. 

Свойство 1. Тотальный вклад "лежащих близко" к границе dKR есть o(R2) 
при R ^ ж. 

m 
творяющие с вероятностью 1 Свойству 1. Возможно простейшим примером таких 
случайных множеств являются булевы модели, порожденные некоторым случай-
ным процессом выпуклых областей инвариантных относительно группы M. 

Анализ показывает, что с вероятностью 1, реализации пуассоновской булевой 
m 

мы отметим следующие: 
Свойство 2. Главные значения (в обычном смысле анализа) трех функций 

(скажем, F1, F2, F 3) при интегрировании и суммировании знаков в правой ча-
сти (10.4) при R ^ ж сходится к пределу, который не зависит от реализации. 
Обозначим эти пределы через 

Edi F1, EKdi F2, EpFs 

подчеркивая, что они могут быть интерпретированы как математические ожида-
ния некоторой случайной величини F.. Индексы в знаке математического ожи-
дания E указывают на меры возникающие при определении соответствующей 
случайной касательной или шкива. 

Свойство 3. Пределы 

A = lim n - 1R - 2 |d0mR | , 
R—>x 

A2 = lim n - 1R - 2 У^ p., 
R—x ^ 

s t r i n g s i n K R 

A1 = lim n - 1R - 2 к dl 
R—x J 

d0 mR 

существуют и независят от реализации. Эти величины, очевидно, могут быть 
интерпретированы как некоторые конкретные плотности. 

Свойство 4. Для последовательности белых маркированных отрезков 



К О М Б И Н А Т О Р Н Ы Е ПРИНЦИПЫ В С Т О Х А С Т И Ч Е С К О Й Г Е О М Е Т Р И И 63 

Г/ГГ! (n) (n)\i { ( l n , «1 ,«2 )} на прямой, пределы 

N 

Jim N - 1 У F(Tn, «ՀՀ «2n )) = E F ( T , «1,«2) 
n=1 

( T, « 1 , « 2 ) 
уравнением называется типичным белым маркированным отрезком на те-
стовой прямой. 

Наконец формально, Свойство 4 эквивалентно 

, N <g) 

I ]Г F(Tn,« (n\«2 n )) = EF(T,«l,«շ)\д 0шR\ + o(R2) 
[KR ]  n=1  

при R ^ то, где N(g) ֊ число белых отрезков на хорде g Ո KR. 
Случайную область, удовлетворяющую Свойствам 1 ֊ 4 будем называть эр-

ш 
R2 

E[f (T) - f '(T) T cot «1 cot «2] 

= Edl[f (x1) + f (x2) - f (x1 + X2) + l/2f'(x1) + l/2f'(X2)] 

-y-EK di [f '(X1 + X2)(X1 - X2)(X1 cot p1 - X2 cot fc) - ^ f '(xi)x 2 cot 
i=1,2 

(10.5) - у E p [ f (p + X1 + X2) + f (p) - f (p + X1) - f (p + x2)][Is - Id]. 

Рекурентность черных интервалов и экспоненциальность. 
Некоторые внутренние свойства процессов черно-белых маркированных ин-

тервалов, индуцированных на прямых однородными и изотропными булевыми 
моделями (и удовлетворяющими всем другим общим условиям приведенным вы-
ше) могут быть продемонстрированы преобразуя (10.5). 

Определение 2. Чередующаяся последоватеьность маркированных черно-бе-
лых интервалов { ( J i , Ф^, Ф2^)} и {(Ti, «1\ «2՝ ))}, индуцированных на тестовой 
прямой булевой моделью, называется рекурентной, если 

(a) случайные последовательности { ( J i , Ф^, Ф2^)} и {Ti} независимы,; 
(b) члены последовательности { ( J i , Ф^)} для различных i независимы,; 

{ Ti } 
ность независимых случайных величин. 
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Отметим асимметричность: из свойств (а) и (Ь) вытекает, что компоненты T, 
а1, а2 типичного белого маркированного интервала независимы, хотя вполне воз-
можна зависимость в тройке ( J , Ф2), составляющей типичный черный мар-
кированный интервал. 

Уравнение (10.5) упрощается в случае рекурентности маркированного черного 
интервала. Во-первых, 

E [ / ' ( T ) T cot a 1 cot а2] = E [ / ' ( T ) T] E cot а 1 E cot а 2 = 0 , 

так как а. имеет плотность h(a) = 1/2 sin а. Во-вторых, второе и третье сла-
гаемые равны нулю. Оставшееся слагаемое в правой части (10.5), при условии 
рекурентности маркированных черных интервалов принимает вид 

E d i / ( х . ) = E/(T), г = 1, 2; 

Edi/(x1 + x2) = E / ( T 1 + T2), 

T1 T2 
пределением совпадающим с распределением типичного белого интервала длины 
T 

/ 
получаем 

/(х) = exp (—Ax), для некоторого A > 0. 

Пусть y(A) обозначает преобразование Лапласа распределения случайной вели-
T 

y(A) = E exp(—AT). 

Тогда уравнение (10.4) сводится к дифференциальному уравнению 

y(A) = [y(A)]2 — A-12 , dy ( A )  

dA 

общим решением которого является 

y(A) = 1 
1 + CA՝ 

Очевидно, только C > 0 имеет смысл. Отсюда следует, что длина типичного 
белого интервала необходимо экспоненциально распределена. 
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m 
делью, порожденной с помощью эргодического, однородного и изотропного слу-
чайного процесса областей, имеющих ограниченные кривизны, для которых вы-
шеупомянутые математические ожидания существуют. Если индуцирован-
ная одномерная черно-белая раскраска на тестовой прямой рекурентна, то рас-
пределение длины типичного белого интервала на тестовой прямой экспонен-
циальное. 

В заклэчении этого параграфа приведем два примера не пуассоновских много-
угольных случайных раскрасок, для которых маркированные черные интервалы 
на тестовых прямых рекурентны. 

Пример 1. Пусть {ni} ֊ случайная мозаика плоскости, порожденная однород-
ным и изотропным пуассоновским процессом прямых. Многоугольники щ неза-
висимо раскрашены или черным (с вероятностью p) или белым цветом (с ве-
роятностью 1 — p). Здесь очевидно имеем экспоненциальное распределение как 
для белых так и для черных типичных интервалов на тестовой прямой. 

Пример 2. Пусть D ֊ типичный многоугольник в мозаике определенной выше, 
и пусть D 1 ; D2,... ֊ последовательность независимых случайных многоуголь-

D 
{Mi} в M управляемого мерой Хаара, положим 

X = (UMi Di) c. 

m 
m 

ную черную раскраску на тестовых прямых. 

Abstract. The paper contains a review of the main results of Yerevan research 
group in planar stochastic geometry, in particular the second order random geomet-
rical processes using the methods of integration of combinatorial decompositions and 
invariant imbedding. For the present review we have chosen the results concerning 
tomography (or stereology) of random processes of lines, random tessellations (mo-
saics) and Boolean models (not necessarily Poisson) in the plane. The results are 
obtained either under the assumption of invariance with respect to the group T of 
translations, or the group M of the Euclidean mot ions of R 2 . In each case the marked 
point processes {Pi, of intersections induced by the random pattern in question on 
the test lines are studied, where {Pi} is the point process of intersections induced on 
a test line of direction a, the mark is the angle at which the intersection with the 
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test line of direction « occurs at point Pi. In the case of random line processes, 
these approaches lead to differential relations between the joint probabilities for 
the numbers of intersections that occur in disjoint intervals on a test line having 

« 
events. By an analysis of these relations, conditions of Poissonity of n-dimensional 
distributions for any n > 1 are derived. In the case of random tessellations the 

« 
of the probability distribution of the corresponding {Pi, Ф } As regards random M-
invariant Boolean models, the present review includes a description of the method 
based on summation of Pleijel-type identities for the part of the realization within 
a finite disc and subsequent calculation of the limit when the radius of the disc 
tends to infinity. An alternating process of marked intervals on a line is called black-
recurrent if the black marked intervals are independent and the lengths of the white 
intervals constitute an independent sequence of independent random variables. One 
of the earliest results in the field states that black-recurrence implies an exponential 
distribution for the length of the typical white interval on a test line. 
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