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АННОТАЦИЯ. В работе исследуются обобщенные пространства Соболева и 
дифференциальные операторы в этих пространствах. Найдены необходимые 
и достаточные условия на многогранник К при которых функция h^ при 
достаточно больших s удовлетворяет условию Берлинга. Эти условия совпа-
дают для многогранников из R + . Также исследуется регулярность решений 
одного класса дифференциальных операторов. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Пусть N - множество натуральных чисел, N0 = N U {0} и 

N" = {a = (ai,..., an) : aj e N0, j = 1,. ..,n], n e N. 

Для n e N обозначим через R n и E n n-мерные евклидовые пространства точек 

Հ = (Հւ,...,Հո) e R n , х = (хъ...,хп) e E n , 

R+ = {e e R n : > 0, j = 1 , . . . , n } , R " = {e e R n : ei ..Հո = 0} . 
Q a e N", Для точек Հ e R n , x e E n , v e R+ , a e N", множеств Bi,B2 С R n и числa t > 0 

положим 

wew = (e2 + . . . + + e n ) i / 2 , (e,x) = ex +... + enxn, iei v = leir...\enr, 
tv = (tvi,...,tvn), \v\ = vi + . . . + vn, tBi = {tv,v e Bi} 

Bi e B2 = {v,v = v(i) + v ( 2 ), v(j) e Bj ,j = 1,2} and D a = ՈՀ1 ...D^, 
д « n 1  д  yj = j— либо Dj где либо Dj = —— либо Dj = -rj—, j = 1,...,n (i2 = —1). 

d^j i дхj 
Далее, через n(v) обозначим множество точек такое, что 

n(v) = {բ e R+ : f = v = 0, для каждого j (1 < j < n) f j = vj либо f j = 0}. 

Определение 1. Говорят, что положительная функция h : R n ^ (0, 
1. является медленно растущей весовой функцией (МРВФ) (см. определе-

ние (0.1.1) из [1JJ, если существуют положительные числа А и а, для 
которых 

(1) h(e) < Ah(v)(1 + we — nW) a, e,n e R n , 
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2. является медленно меняющейся весовой функцией (ММВФ) (см. \2\), 
если с некоторыми положительными постоянными Ъ,х и r 

(2) X ՜ 1 h(n) < h(0 < xh(n), e К", ye - n\\< bh r(n). 

3. удовлетворяет условию Д (см.., например, [3, 8JJ если существуют по-
стоянная c > 0 и число S e [0,1) такие, что 

(3) h(e+n) < Վհ(0հտ(n) + h smn)], e,n e R", 

4. удовлетворяет условию Берлинга (Б) (см.Щ), если 

(4) Bh = sup / հ Ո ) ^Հ < ж. 
I R n h(n - е ж е ) 

Определение 2. (см [2j или [5JJ Пусть D ֊ конечный набор точек из R+ . Ха-
рактеристическим многогранником (ХМ) набора D называется минимальный 
выпуклый многогранник Ж = №(D), содержащий множество D U {0} . 

Для любого n e N через Л" обозначим множеств о всех n-мерных выпуклых 
многогранников Ж с R+. Для люб ого Же Л" чере з հՎ£) обозначим функцию 

հա(օ = Е lev, 
иеш0  

где Ж0 - множество вершин многогранника Ж. Нетрудно заметить, что для любых 
Же Л" и բ еЖ (см., например, [5]) 

(5) ier < հա0 (e), e e К", 

Многогранник Ж e Л" называется полным (см.., например, [2] или [5]), если Ж 
имеет вершину в начале координат, и отличные от начала координат вершины 
на каждой оси координат. 

Ж e Л " Ж 
- полный многогранник и коодинаты внешних относительно Ж нормалей (n — 1) ֊ 
мерных некоординатных граней неотрицательны (положительны) (см., напри-
мер, [2, 6]). 

Пусть 0 e Ж e Л", X j j = 1 , . . . , k - внешние относит ельно Ж нормал и (n — 1) ֊ 
мерных некоординатных граней многогранника. Тогда 

Ж = {v e R+ : (v, X j) < dj, j = 1,...,k}, 

где dj = max v e s (v , X j) > 0 j = 1,.. .,k. 
Ж 
v e Ж 0  

(6) n(v) с Ж, (n(v) с Ж\9Ж), 

<9Ж = <J v eЖ : max {(v, X j) — dj} = 01 . 
1 < j< k 
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Пусть Р(է) = Y1 а 1а£, а - многочлен с постоянными коэффициентами, где сумма 
распространяется по конечному набору (P) = {a G N" : Ya = 0}. Характеристи-

P 
ХМ Ж(Р) набора (P). 

P 
называется гипоэллиптическим, если выполняется одно из следующих эквива-
лентных условий: 

1. Если dp ( է ) ֊ расстояние от точки է G R " до поверхности {С : Z G C" = 
R " х iR" , },то dp (է) ^ ж при ||է|| ^ то. 

2. Существуют положительные постоянные c uC такие, что при доста-
точно больших է G R " ||է|с < CdP(է). 

3. Для любого a G N" , |a| = 0, 

p ( a )(e) D ap(է) 0 

~PW = ^ 0 n p u 

cC 
է G R " 

p  ( a ) (է) 
p (է) 

< C | |է | | - ^1 , a G N", 

Определение 4. Скажем, что непрерывная функция h : R " ^ (0, + ж ) удо-
влетворяет слабому условию А, если существуют постоянная c > 0, число 
k G N множест ва e j С { 1 , . . . ,n} и функц ии hj (է e) (է e = (կէ , . . . ^ j r ) при 
e j = { j i , . . . , j r } j = 1,... ,k), удовлетворяющие условию А в соответствую-
щем подпространстве R r такие, что 

U e e = { 1 , . . . , n } } i g n  hj ( j > 0 j =  1 , . . . , k , 
j=i 

к к 
(7) c - i ] J hj ( t j < հ(է) < c ] J h j ( t j , է G R " . 

j = i j = i 

Л е м м а 1. (см. [11], лемму 1) Пусть Ж ֊ полный многогранник. Тогда неравен-
ство 

hu^ + п) < chu(էխա(ո), է,Ո G R" , 
c > 0 

многогранник Ж правильныйi. 

П р е д л о ж е н и е 1. Если функция h = hu, порожденная многогранником Ж, удо-
влетворяет слабому условию А, то Ж ֊ правильный многогранник. 

Доказательство. В силу леммы 1 достаточно показать, что с некоторой посто-
янной ci = ci (hu) > 0 выполняется неравенство 

4է + п) < cih^hn), է, п G R", 
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Пусть (см. определение 4) k G N UJ=i  е  (j) {1,...,n} и hj (է функции, 
удовлетворяющие условию Д с числами Sj G [0,1) ( j = 1 , . . . , k), для которых с 
некоторой постоянной c2 > 0 выполняется оценка (7). Тогда в силу оценки (3) с 
некоторыми постоянными c3,c4,c5 > 0 имеет место 

Հէ + п) < е^П hj (է + Ո 
j=i 

,(з) 

< c 2 c ^ [hj (է՛ 
j = i 

г, 
+ hj3 (է„ ( , )  hj Ո 

„(з) 

< c ^ n hj (է 
j = i 

Предложение доказано. 

„(з) „(з) 
hj h e < ^Հէ)Հո), է, п G Rn. 

Д 
Д 

Հէսէշ) = 1 + է2 + է2 + է2է2 = (1 + է2)(ւ + է2). 

Для весовой функции h : R n ^ (0, и числa s G R i , через Whs, Whs,loc(0) и 
о 

Wհ՛ (О), где О с E n ֊ область, обозначим следующие обобщенные пространства 
Соболева: 

Whs = Whs (E n ) = {f G S ' ( E n ) : h sF(f) G Լշ(Rn)}, 

Whs,ioc = {f G S'(O) : h sF(pf) G Լշ ( R n ) , p G С™(Щ 
о 

при этом Whs (О) ֊ замыкание множества CQ°(О) по норме пространства Whs. 
Здесь S F 
Фурье. 

В работах [3, 4] и [7]-[9] исследованы некоторые алгебраические свойства обоб-
о 

щенных пространств Соболева Whs, Whs loc(0) и Whs (О), тогда h ֊ функция, 
порожденная вполне правильным многогранником, и получены результаты ре-

h 
нений. В работе [10] в терминах многогранника, а также в терминах свойств 
функции из пространства Wh н аи ден ы необходимые и достаточные условия, 
при которых функция hu удовлетворяет уеловию Д. 

Целью настоящей работы является нахождение условия на многогранник Ж G 
Л п, при которых функция h^ при достаточно больших s будет удовлетворять 
условию Б. а также исследование регулярности решений одного класса дифе-
ренциальных уравнений. 

2. Н Е К О Т О Р Ы Е С В О Й С Т В А В Е С О В Ы Х Ф У Н К Ц И И 

Л е м м а 2. Функция h = hu является МРВФ тогда и только тогда, когда Ж 
правильный многогранник. 

п  
j  
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Доказательство. Пусть Ж с R + - правильный многогранник. Так как 0 е S , 
то для любых e,n е R n в силу неравенства треугольника и оценки (5) имеем 

h(e) = h(n+e-п)= Е \n+e-n\ v  

ve®0 

< E (\n\ v + \e - n\v + E nne - n \ ՜ ) 
ve®0 ,uen(v) 

= h(n) + h(e - n)+ E E \n\ v\e - n\ v՜թ  

ve®0 ^en(v) 

< h(n) + h(e - n) + h(n) E E \e - n\ v՜թ  

ve®.0 ^en(v) 

< h(n) + ci(1 + ye - n\\)d + C2h(n)(1 + ye - n\\)d < C3h(n)(1 + ye - n\\) d, 
где c1, c2 (c1 > card Ж0, c2 > 2^ 1card Ж0) ֊ некоторые постоя иные, c3 = 1 + + c 1 + 
c2, a d = maxve®o \v\, т.е. h является МРВФ. 

Пусть теперь h — МРВФ. Покажем, что Ж ֊ правильный многогранник. Так 
как h : R n — (0, + ж ) , то, очевидно, 0 е Ж0. Покажем (см. (6)), что для любого 
v е Ж0 имеет место n(v) с Ж. Предположим обратное, что существует а е 
Ж 0, для которого П(а) С Ж, т.е. существует точка v е П(а)\Ж. Пусть, ради 
определенности, а = (а1:..., ak, 0 , . . . , 0 ) v = (а1:..., аг, 0,..., 0), а1,... ,ak = 0, 
1 < r < k < n. Так как Жг = խ е Ж : /лг+1 = . . . = /лп = 0} выпукло и v е Жг, то 
существует вектор А = ( A 1 , . . . , A r , 0 , . . . , 0 ) , для которого 

r 

р = Е vj Aj > max (в, А) > 0 (0 е Жг), 
j = 1 

Пусть e s = (sX l,..., sXr, 1, . . . , 1), n s = (տ ճ ւ,... ,sXr, 0, . . . , 0 ) s = 1, 2 . . . Тогда для 
любого s = 1, 2 . . . имеем 

(s) \\es - n s\\ = (n - r) 1 / 2, h®(e s) >\e s\a = s A i a i + - + A r a r = sp, 
и 

h(n s) = E \ՈՏ\Բ = E \ՈՏ\Բ < (cardЖ0) max s ( e'X ). 
ве®0 ee®0n®r  e e® r  

a 

— ( 1 + \\es - n s \ \ ) a - ^ и s 

h 
Ж 

Л е м м а 3. Пусть P ֊ положительный многочлен, P(e) — ж при e — ж. Тогда 
P является ММВФ тогда и только тогда, когда P гипоэллиптичен. 

P 
леммы. Тогда существуют положительные числа c, r и х такие, что 

(9) х ՜ 1 < ֊ ֊ < х, e,n е R n , \\e - n\\< cP r(n). 
P ( n ) 
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P 
оценки (10.4.1) работы [1] с некоторой постоянной c i > 0 

(10) sup P(է + п) > ciP (է, cP r (է)), է G R n , 
\\ri\\<cP  r (Հ) 

где для данного многочлена Q функция Q определяется формулой 
i /2 

Q^,t) = { y , \Q ( a )rn 2t 2 1  a  1' 

Из оценки (9) в силу (2) имеем 
1 

X > ut \  s uP 
P ( п ) M֊v\\<cP r(Հ) 

P(q,cP r (п)) 

ш 

P (է) = 
P (п) \\£֊v\\< c P  r Ш 

sup P (п + է — п) 

>c >c 
P ( a ) ( п ) 

Р(п) 
\ (a) 

Так как по условию леммы P(է) ^ ж при 
для любого a G NQ, а = 0 

(cP (п)) 

^ ж , то отсюда получаем, что 

P  ( а )(п) 
<  Х [cP r(п)] | a ^ 0 щ и УпУ ^ ж, 

c i P (п) 
P 

P 
P 

условия P (է) > 0 при всех է G R n следует, что существуют положительные числа 
c2 и r такие, что 

(11) P r(է) < c2dp(է), է G R n . 

Тогда для всех է,п G R n таких, что ||է — пУ < P r(է)-, используя оценки (10.4.1) 
и (11.1.2) работы [1], в силу оценки (11) с некоторыми постоянными c3,c4 > 0 
имеем 

P (п)= P (է + п — է) < sup P (է + Z) < sup P(է + Z) 
K\\<P r(i) K\\<c2dp (Հ) 

< ^ ( է , c2dP(է)) < c 4 P ( է ) , 
т.е. при любых է,п G R n таких, что յյէ — пУ < P r (է) справедливо неравенство 

P (п) 
P (է) 

< c4 

Из оценки (11.1.2) работы [1] непосредственно следует, что с некоторой постоян-
ной х > 0 для всех է G R n и a G NQ 

dp aՀէ) \P(a)(6|< X\P(է)\. 

Пусть для числа t0 > 0 

£ ^ < 1/2х 
Հ—՚ а! a=0 

1 
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Тогда в силу формулы Тейлора отсюда для любых С,п € R n таких, что ЦС — п\\ < 
t0P r(С) < t0c1dP(С) имеем 

Р ( а )(С)(С - п) а  

р(n) = P(С + п — С) = P(С) — £ ( С ) 1 , n ) > P(С) а! 
а=0 

— £ |Р(а)(С)1ИС — п\\ а > р(С) — £ |Р ( а ) (С)! (с^ 0 ) | а | аР а | (С) 

а=0 а ! а=0 а ! 

3lto) | a | . 1 
> р (С) — x p (С) £ ^ ^ > 2 р (С)-а ! ՜ 2 

а=0 
Откуда 

(12) P(п) > 1 P ( С ) , С,п € R n , 1С — п\\< t0P r(С)-

р 

Следствие 1. Пусть многочлен P такой, что Р(С) = Р(С, 1) ^ ж при ЦСУ ^ ж. 
Тогда функция P является ММВФ тогда и только тогда, когда многочлен P 
гипоэллиптичен. 

Доказательство. Так как, очевидно, что функция h является ММВФ тогда 
и только тогда, когда h2 является МРВФ, то утверждение следствия непосред-
ственно следует из леммы 3, если его применить к многочлену Р2. 

З а м е ч а н и е 1. Легко заметить, что для любого многочлена P функция P яв-
ляется МРВФ. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть k € N, 

A ( j ) = (A{,...,Ai), min A( j ) = 1, dj > 0 для j = 1,...,k 
Ki<r, 

• t,, A (i)\ < d и Ж = {v € R+ • (v, A ( j )) < dj, j = 1,..., k}. Тогда существует число S € (0,1), 
для которого 

(13) ( J n(v) С { а € R+ • (а, A ( j )) < dj(1 — S), j = 1 , . . . , k } = Ж* 
ve®0 

c > 0 

(14) £ !С!^ < ch-(С), С € R n . 
^en(v) , ve®0 

Доказательство. Утверждение предложения очевидно, если | J v e Ж о n(v) = 0. 
Поэтому пусть Uv eSRO n(v) = 0. Обозначим 

Pi = min min (a, A ( j ) ) , j = 1 , . . . , k и S = min \ — \ 
ve®0, n(v)=0 ^en(v) V ) i<j<k [ d j ) 

Так как для любых v € Ж0 и a € n(v) 

о < [a, A ( j ) A(j) , j = 1,... ,k, 
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и множества Ж0, n(v) (v G Ж0) конечны, то S G (0,1^. Кроме того, так как в = 
v — / G n(v), то для любых v G Ж^ / G n(v) и j(1 < j < k) имеем 

/ ճ ( յ ) ) = (v, X ( j^ — [v — X ( j )^ < dj — pj < dj(1 — S) 

Это доказывает вложение (13). 
В силу выпуклости многогранника Ж* имеем с некоторой постоянной ci > 0 

(см. (5)) 

Е \է\" < cihu, (է), է G Mn, 
^en(v) 

Так как Ж* = (1 — S) Ж, то отсюда получаем оценку (14). Предложение доказано. 

Л е м м а 4. Функция h = hu является ММВФ тогда и только тогда, когда 
Ж 

Ж 
любого многогранника Ж с М+ с некоторыми положительным и числами c и р 

(15) Հէ) < c(1 + У ^ Г и G М, 

то в силу предложения 2, используя неравенство и неравенства (14) и (15), имеем, 
с некоторыми постоянными ci, c2 > 0 и числом S G (0,1) при всех է,п G Мп 

Հէ + п)= Е \է + п\v < E u r + \пГ + Е \է\թ\пГ 
veu0 veu0 \ ^en(v) 

< Հէ) + h(п) + cih i - 6(է)Հ - տ(п) < Հէ) + c(1 + УпУ р) 

+c2h i - s(է) (1 + \\п\\ р ( 1 - в )) , 

Пусть t > 0 УпУ < th r(է) и пЛ G МП где r = min j p, (i— 6)p j . Отсюда с некоторой 
постоянной c3 = c3(t) > 0 имеем 

Հէ + п) < Հէ) + c3(1 + Հէ)) + c3h i - s(է) (1 + h 6(է)) . 

Так как 0 £ Ж0 (следовательно, Հէ) > 1), то отсюда следует, что с некоторой 
постоянной c4 > 0 

(16) Հէ + п) < €ՀՀ(է), է,п G 

как только УпУ < th r(է). С другой стороны, в силу (15) и неравенства треуголь-
ника имеем при п,է G Мп и УпУ < th r(է) 

Հէ + п) > Հէ) — h(п) — cih i - sm i - s(п) 

> Հէ) — c (1 + t ph(է)) — ccih i - s(է) (1 + t ( i - 6 ) ph 6) 

(17) > (1 — ctp — ccit ( i - 6 )hu (է) — c — ccihU - 6 (է). 

Взяв число t0 > 0 такое, чтобы 1 — ctp — ccit0 > 1/2, из (17) получаем при 
п,է G Мп и УпУ < t0h r(է) 

(18) Հէ + п) > 2Հէ) — c — cih i - 6(է). 
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Так как h ^ ) ^ ж щ и Wd ^ ж, то из (18) следует, что существует постоянная 
c5 > 0 такая, что 

НС + п) > 1 h ( 0 — С5, С,п € R n , ЦпК t0h r(С). 

Это неравенство вместе с оценкой (16) доказывает, что h = h®֊ ММВФ, так как 
h(r) > 1 при всех т € R n (0 € Ж0). 

Пусть h = h® ֊ ММВФ. Покажем, что Ж ֊ вполне правильный многогранник. 
Предположим обратное, что Ж не является вполне правильным многогранником. 
Так как h — ММВФ, то для некоторых положительных чисел x,c6,r выполняется 
оценка (2), т.е. 

(19) Х - 1 < — < х, С,п € R n , \\С — п\\< С6h r(п). 

Отсюда, в силу предложения 2.1 работы [9] и леммы 1 работы [10] следует, что 
Ж 

ла р и С7, для которых 

(20) \\ո¥ < crh(n), п € R n . 

Ж 
шесказанного существуют v € Ж0 и a € n (v) такие, что a € дЖ. Пусть ради 
определенности 

V = (vi,.. .,Vk, о , . . . , 0), a = (vi,.. .,vi, 0 , . . . , о), 

v1. ..vk = 0 (1 < l < k < n). 

Так как Ж в ш у к л о и a € дЖ то существует вектор 0 = A = (A1,... ,Al, 0,..., 0) € 
R+ , для которого 

(21) (a, A) > max(а, A). 
ae® 

Пусть С = ( s X l , . . . ,sX l, s e,..., s e) и п8 = (sX l,... ,sX l, 0,..., 0),для любого s = 
1, 2 , . . . , где 0 < e < m a x 1 < j < l { A j p r } = e0. Тогда в силу (20) и (21) получаем 

;(n — 1)1/2 r s£ (n — 1)1/2 

ЦnsЦpr <  c ? s£0 
и отсюда 

ь(Сй) |c s|v s (M,x)+e (vi+i+...+vk ) 

h ^ > (cardSR 0)s(vX) = (cardR 0)s(^ , x) ' Ж  ПРИ S ^ ж 

Ж 
вполне правильный многогранник. Лемма доказана. 

П р е д л о ж е н и е 3. Если МРВФ h ^ ) = К ( С ь . . . , Сп) удовлетворяет условию Бер-
линга, то 

c > 0 

(22) КС + п) < ch (Oh^) , С,п € R n . 

b) для любого s > 1 функция h s также удовлетворяет условию Берлита. 

s 
Г — П8\\/Кг(п8) < cr V ч„РГ < • ^ и s ^ ж 
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c) для любого к(1 < k < n) 

г եՀը) d e , 

где Ո = (ու,.. -,Vk), Ո' = (m+i, • • • ,Ոո) an d n = (v',v")-
d) при дополнительном условии 

h(-e) < cih(e), e e R n , 
с некоторой постоянной ci > 0 

h(e) ^ то при ||£|| ^ то. 

Отметим, что аналогичные пунктам а) и Ь) результаты для ММВФ доказаны 
в И . 

Доказательство. В силу условия предложения (см. (1)) для любых т,п e R n 

имеем 
B Г  h (n ) de Г  h (n ) de 

B h - J h(v - e)h(e) d e = J h(v - e - т ne+т) d e  

i t -  h(n) de 

- A2 J h(n - т)h(T)(1 + lieil) 2 a  e  

Откуда 

(23) 

0 <1 ( I T B P d e < 

h (n )  

h(n - т)Щ(Т) 

что доказывает (22). 
Пусть s — 1. Тогда в силу (23) 

< A 2Bh(f (1 + i i e i i r 2 a d e ) 

h s ( v ) -de < s u p , _ ^ ' Լ ^ ք „  h ( ± f , ՝ e j h s(v - e ) h s ( e p - nT h s - i(n - т щ т ) j h(v -e)h(e) 

h s - i(n) 
<  B h  snup hs-i(n - т)Щ(т) < 

т.е. утверждение пункта Ь) также доказано. 
Покажем справедливость пункта с). В силу оценки (1) и теоремы Фубини 

имеем для любого т'' e Rn -k  

B > г  h(n) d e > r m de 

h - j h(n - e w e ) * - A2 J h(v - (е,т пше^ ՚ օ ( ւ + г՛ - т ՛՛ ii) 2 a  5  

1 " Ы п )  

a 2 յ j h( v - ( e ' ^ ' O h e ՛ ^ ՛ ՛ ) s (i + iie՛՛ - т d 2 

Отсюда следует неравенство 

h n - к А ю . т ՛> d e ՛ <  B h A i J ( i + i i e ' ' i i - a  d e f < то 

т.е. утверждение пункта с) также доказано. 

i 
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Докажем утверждение пункта d). Пусть, наоборот, при условиях предложения 
существуют постоянная c2 > 0 и последовательность { С 8 } ^ ЦС8! ^ ж щ и s ^ 
ж , Д л я которых К(С8) < c2, s = 1, 2,.... Не умаляя общности, будем считать, что 
ЦС8 — С 1Ц — ̂ и s = l, l = 1 , 2 , . . . В силу условия предложения и оценки (1) 

r 

где ֊ объем единичного шара в R n . В силу произвольности r это противо-
h 

утверждение пункта d) справедливо. Предложение доказано. 

Следствие 2. При условиях предложения 3, для любого фиксированного т" функ-
ция д(С') = h(C, т") удовлетворяет условию Берлинга. 

Доказательство непосредственно следует из утверждения пункта с) предло-
жения 3. 

Следствие 3. Если для многогранника Ж и некоторого числа s > 0 функция 
h = h® удовлетворяет условию Берлинга, то Ж ֊ правильный многогранник. 

Доказательство непосредственно следует из предложения 3 (см. (22)), леммы 
2 и предложения 2.1 работы [10], так как с некоторой постоянной c = c(s) > 0 

Предложение 4. Пусть h ֊ МРВФ и для некоторого s0 > 0 h  8 0 € L1. Тогда 
К(С) ^ ж при ЦСЦ ^ ж . 

Доказательство. Предположим обратное, что при условиях предложения су-
ществуют число c > 0 и последовательность {С8 } i ° , ЦЦС8 Ц ^ ж при s ^ ж, 
для которых К(С8) < c, s = 1, 2 , . . . . Не умаляя обощности будем считать, что 
ЦС8 — С 1Ц — 2 (s = l, l = 1, 2 , . . . ) Тогда для любого r € N в силу оценки (18) 

где |V1| - объем единичного шара в R n . В силу произвольное!и числа r получен-
h - 8 0 € L1 

e = e(h) > 0 
кое, что К(С) — e при всех С € R n . 

Доказательство непосредственно следует из предложения 4, так как функция 
h 

^ ^ ( С ) < h®(С) < кэ®(С), С € R n . 
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П р е д л о ж е н и е 5. Пусть е > 0 и so > 0 - произвольные числа, функция h : 
R " [ е, +ж>) удовлетворяет оценке (3) (т.е. условию Д) и h  Տ0 € Լչ. Тогда 
при s > S g , где 6 ֊ число из оценки (3), функция h s удовлетворяет условию 
Берлинга. 

Доказательство. Пусть s > s 0 / ( 1 — 6). В силу оценки (3) и условия предложе-
ния, имеем с некоторой постоянной c = c(s) > 0 и для всex п € R " 

f h s(n) diС < c Г h s(n — Qh s S(С) + h s g(п — Qh s(y — С) ^ 
J h s(n — 0h s(0 J h s(n — С)hs(n) 

(24) < c J[h - s ( 1 - 6 )(n — С) + ^< 1 - 6 )(СШ < 2ce s 0 - s ( 1 - S՝>\\h - s 0\\Ll 

hs 

Т е о р е м а 1. Пусть е > 0 s1,s2 > 0 и h1 (С1,---,Ск) > е, hշ(Сl,...,Сп) > е 
(l < к + 1, l,k < n) обе являются МРВФ, причем h- s i, h- s 2 € L1. 

Если функции h1 и h2 удовлетворяют условию Д, то при достаточно боль-
s>0 

^(Си---,Сп) = М(С1,.. . ,Ск )h2(С^ , . . . ,Сп) 

удовлетворяет условию Берлинга. 

Доказательство. В силу предложения 5 функции hf и h a2 удовлетворяют усло-
вию Берлинга соответственно при s > s1/(1—61 ) и s > s 2 / ( 1 — 62), где 51,52 € [0,1) 
- числа, при которых для h1 и h2 выполняется щенка (3). Если l = к + 1 ( 1 < l < 
n), то в силу теоремы Фубини и оценки (24), при s > m a x { s 1 / ( 1 — 61), s 2 / ( 1 — 6 2 ) } 
имеем с некоторой постоянной c = c(s) > 0 и при любых п € R " 

Г h s(n) 
J h (п — Oh ( С ) d  

hf(Ոl,•••,Ոk  ) h2(Ոk+l ,---,пп )  

dС 
J  h1(п1 —  С1 ,...,пк  —  Ск )М (С1,... , Ск ) h2(Ոk+l —  Ск+1,...,пп  —  Сп^2 (Ск+1,...,5„) 

< 4 c 2 е s l + s շ - s ( 2 - < 5 l - < 5 շ ) \ \ h - s շ \ L \ \ h - s 2 \ լ , 
т.е. h s удовлетворяет условию Берлинга при l = к + 1. 

Пусть l = 1 и s > s 2 / ( 1 — 62). Тогда в силу пункта а) предложения 3 и пред-
ложения 5 с некоторой постоянной c1 = c 1(s) > 0 и при всех п € R՞՜ имеем 

f h s(n) 
Ь8(л — o h s ( o dС 

< s u p ^ п ъ ^ . ^ к ) Г h 2 W ^ < С 1 

՜ n i , - , V k ( i М ( п 1 —  С1,...,пк  —  Ск)М(С1  , . . . , С к ) ] h 2 ( п — С ) Ц ( С ) ՜ 1 

т.е. h s удовлетворяет условию Берлинга при l = 1. 
к = n l = 1 

заменой h ^ a h2 и h2 на h1 щ и s > s1/(1 — 61). Пусть поэтому 1 < l < к + 1 < 
п. Положим С' = (Съ . . . ,С—1), С" = (С1,...,Ск) и С"' = (Ск+1, . . . , Сп) • Тогда в 
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силу пункта с) предложения 3, теоремы Фубини и предложения 5 с некоторой 
_ տշ ՜ 
) ՚ (1Տշ)-

h s(n) 

постоянной c2 = c2(s) > 0 (s > max{ ՛, ^ - ^ ՚ } ) при всex n £ R " имеем 

J h s(n - C)h(C) 

h\(v',v")h s2(v" ,V՛") 

ԺՀ 

) de h\((vt, ци) - (Հէ - Հ4))ն\(Հէ, &ГЩ((Г1ГГ, цш) - (Հ'' - ՀՊաՀ'', Հ'') 

< [ [ КЫ^") 
- J J hi((v',v»)-(е,е>)П(е,е<)  5  5  

Г h2(e", в''') „ 
X & ™ l T „ ] h2((e", в''') - (т'' ,?")Щ(Т'',?»)  d e <  c 2  

т.е. h s удовлетворяет условию Берлинга и в случае 1 < l < k + 1 < n. Этим 
теорема доказана. 
Замечание 2. Утверждение теоремы остается верным и в случае h(£) = 
ԿՀ ),...,hk(e e ),где Uk =1 e j =  { 1 ,... ,ո}, функцսս  hi > £ > 0 удовлетворяют 
условию А и с некоторым si > 0, h-S i £ L1} i = 1,..., k. 

Замечание 3. Пусть функция hu удовлетворяет слабому условию А. Тогда 
существует число s0 = so (Ж) > 0 такое, что h^ при s > s0 удовлетворяет 
условию Берлинга. 

Доказательство непосредственно следует из замечания 2 и предложения 1. 

Теорема 2. Пуст,ъ Ж С R+ (n = 2). Для того, чтобы функция h^ при доста-
s 

чтобы Ж был правильным многогранником. 

Доказательство. Пусть hu удовлетворяет условию Берлинга. Тогда в силу 
s>0 

sK (а, следовательно, и Ж) ֊ правильный многогранник. 
Пусть теперь Ж С R+ - правильный многогранник и {v 1 j )}j=0 = Ж0. Будем 

предполагать, что вершины пронумерованы в следующем порядке 

v ( 0 ) = (0), 0), > v f 2 > ... > v1k = 0, v2k ) > v2 k - 1 ) > . . . > v 2 1 ) = 0. 

Пусть Mi ֊ многогранник с вершинами 

v2 

Ж = i k= -11 Mi c1 > 0 
Հ £ R 2 

(0, 0), v i - v1 i + 1 ), 0), (0,v2 i + 1 ) - v2 i'), i = 1,...,k - 1. 

k-1 
— 1 
c1 

1 
(1 + IՀ11Vl - V l + \եՐ - Ա շ ) < Խ(Հ) 

i=1 
k-1 

(1 + |Հ11V1 - V 1 + \Հ1 Ր - V 2 ) . 

Очевидно, 
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hi(C1,C2) = 1 + |С1 |^( ) - v 1 + ) + |С2|^( +  )-v() удовлетворяет уеловию Д и 
является МРВФ при v ( i ) — v ( i + 1 ) = 0 — v ( i ) = 0 1 < i < Ո 

hi(C1,C2) = 1 + |С1|^1 ) - v 1 + ՚ удовлетворяет уел овию Д и является МРВФ 
(i+1) (i) п л ^ ^ при v2 — v2 = 0 1 <  1 < п, 

hi (С1, С2) = 1 + |С2Г2 + - Ա շ удовлетворяет уел овию Д и является МРВФ 
(i) (i+1) п л ^ ^ 

при v1 — v1 = 0 1 < i < п. 
Следовательно, в силу теоремы 1 и замечания 2 функция при достаточно боль-

s>0h s  

Т е о р е м а 3. Пусть Ж С R+ - правильный многогранник, для которого при лю-
бом i(1 < i < п) функции 

hi ( ք ) = h®(Cl,...,Ci-l, 0, Сi+l ,...,Сп) 

удовлетворяют условию Д. Тогда при достататочно больших s функция h® 
удовлетворяет условию Берлинга. 

Доказательство. Очевидно, для любого s > 0 существует постоянная c = 
c(s) > 0 такая, что С € R n 

c £ hs ( ք ) + £ (25) c - 1 ^ 
= 1 v£N0r 

< h s ( 0 < c £ h s ( e ) + £ c s  

i=1 v£N0nRn 

s>0 

(26) sup f hs ( e h ( С ) dc < 
n J Щп — c ) h ж ( c ) 

Очевидно, для доказательства оценки (26) достаточно показать, что при доста-
s 

С h s(n ( i )) 
( 2 7 ) т /  d c< ^ ՚=1 " ՚ 

< 2 8 ) т / w — r n s d c <  v € Ж 0 п к п ՝ 

Докажем оценки (27). В силу (25) и условия теоремы имеем с некоторой посто-
янной c = c(s) > 0 

s u p F  hs(n(i)) (1С 

G i  = Ti Щ — Ш )  d c  

< c c ^ r ^ — ^ I ^ W r a C F ) d c  i = 1 ' . . . ' n > 

где 0 = ( 0 , . . . , 0,li, 0 , . . . , 0) ֊ вершина многогранника Ж лежащая на оси С (на-
помним, что Ж ֊ правильный многогранник). Так как функция hi (1 < i < n) по 
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условию теоремы удовлетворяет условию Д, то в силу теоремы Фубини (см. (2)) 
с некоторыми постоянными с1,с2 > 0 и S, е [0,1) и для произвольных վ 

О, < с, ք , , «  ( ' Ղ , de 
hi ( v ( i ) - e ( i )) + ,n ( i ) - e ( i ) T ՛ ) h (e ( i )) + ւ&ւտ ՚ ՛) 

< C 2 j ! hi ( ( ( i ) - e ( i )) hf՛ (e ( i )) + h* № - e ( i )) hi (e ( i )) e 

՜ C 2 (hi (n ( i ) - e ( i )) + ,n ( i ) - e ( i ) , i l i ) (hi ( e ( i ) ) + ieii i1՛) 

< C2 f f * ( t t - 1 ) , dea) 
J J 1 + (Mhl / l՛ (e ( i ))Y' 

+ h i ( a ' - 1 ) ( n ( i ) - e ( i ) ) ՛ de^d^ 

i + կա - ե1/Վ / 1՛ (n ( i ) - e ( i ) ) ) i 1  

(29) < 2c2jhi ( S i - 1 ) + 1 / l՛ ( e ) d e j d t , i = i,...,n. 

Так как S, e [0,1) и 

hi (e ( i )) > 1 + Հ2ieii l i, i = i,...,n, eeR", 

то отсюда непосредственно получаем, что при достаточно больших s интегралы, 
стоящие в правой части (29) сходятся, т.е. верна оценка (27). 

Докажем оценки (28). Так как с некоторой постоянной с1 > 0 для всex п е К " 
n 

I v 
< П ( 1 + Ы Г и hu(n) > ъ Ц ( 1 + Ш Г ' , 

i=1 i=1 

и функция 

g(e) = П ( 1 + e i r (v e R " ) , 
i=1 

Д 
торой постоянной c4 = c4(s) > 0 

s up f ui (  l n l7)u (t)de < C4sup f g i(n)(g i(п -e)g i(e))de< 
n j h^(n - e)hu(e) n j 

Этим оценка (28) доказана. 
h s  

Берлинга. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 4. Из лемм 2, 4, предложений 3, 5 и леммы 2 работы [10] следует, 
что 

Л" г Л" г Л" г Л" 

где Л" = {Же Л" : hu - МРВ Ф}, 
Ч.у. = {Же Л" : hu -ММВФ}, 
ЛДд = {Же Л" : hu удовлетворяет оценке (3)}, 
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Л В = {Ж е Лп : h® удовлетворяет оценке (4) для некоторого s > 0}. 
Из теоремы 2 следует, что Л^ = Л В. 

3. Н Е К О Т О Р Ы Е С В О Й С Т В А Р Е Г У Л Я Р Н Ы Х О П Е Р А Т О Р О В В 
П Р О С Т Р А Н С Т В Е С О Б О Л Е В А 

Предложение 6. Пусть функция h = h® удовлетворяет слабому условию Д 
fi С E n . Тогда для любого числа s > s0(h) (см. замечание 3) существует посто-
янная c = c(s) > 0 такая, что 

(30) ||uv||Whs < c||u||Whs ||v||Whs, u,v е Whs, 

(31) | | u v | | ° < ՎՎ^ | | v | L >  u , v  eWhs{n), 
Wh'(n) Wh'(n) W hs(n) 

(32) uv е Whs,ioc(0), u,v е WhsMn). 

Доказательство. Мы докажем только оценку (30), доказательства (31) и (32) 
проводятся аналогичным образом. Так как при s > so (см. теорему 1 и замечания 
2, 3) функция h s удовлетворяет условию Берлинга, т.е. 

Bh 
h s(n) 

h s(n - 0h s(0 
< ж, 

то в силу равенства Парсеваля для любых u,v е Whs 

h s(0 
Ի/(Հ — n)h s(n) 

h s(0 (Fu)(t — ri)(Fv)(V)dri 

(h s(e — r,)(Fu)(£ — n)) (h s(n)(Fv)(V))dV 

< I sup 
h s(0 

h s ( e — n ) h s ( n ) d n ) UhSFuU2L2HhSFvH2L2 = Bhh'HWhs M?Whs 

Предложение доказано. 

Предложение 7. Пусть Же Лп ֊ правильный многогранник, M е Лп ֊ много-
гранник, для которого функция hM удовлетворяет слабому условию Д и а1, а2 е 
(Ж\дЖ) Ո N++. Тогда существуют числа е0 > 0 и c0 = c0(s) > 0 такие, что для 
любого s > s0 (где число s0 то же, что и в предложении 6) и при всех е е (0,е0), 
ji ,j2 е N0 справедливы неравенства: 

(33) 

(34) 

(D a i uj (D a 2uj 

(D a i u) j 1 (D a 2 u) j 2  

W h + ՜ 0 11 � � W h h h > 
hM 

u е Whh s  

< j l j \ \ u \ \ W + j 2 , u еW hhM ( f i ) , 
W hhM 

(35) (D a i u j (D a 2 u j е Wh^ioc u е WhhM ,ioc(fi), 

где h = h®, функция, порожденная многогранником Ж. 

2 
uvHhs 

L 2 
2 

2 

W hM* M 
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Доказательство. Докажем только утверждение пункта (33), так как доказа-
тельства пунктов (34) и (35) проводятся аналогично. 

Из правильности многогранника Ж и условий a1, a2 e (Ж\дЖ) Ո N+, следует, 
что можно выбрать число eg > 0 такое, что 

(36) {{v : v e R+ , v < a1} U {v : v e R+ , v < a2}} 0 e0M С Ж. 

Так как при s > s0, WhsM является кольцом (см. предложение 6), и в силу (36) с 
некоторой постоянной c1 > 0 

П ( 1 + Հ i a 1 ) + N ( i + h SM+ £(0 < C1h(0h sM(Հ) 

для любого Հ e R n и e e (0,e0). Так как D au e Whs+E (j = 1, 2), то в силу 
предложения 6 имеем 

D 1 u ^ D 2 u f < B ^ 3 2 H D 1 u) 
v 7 v 7 W S + E v 7 S + E 

M 

3l 32 

< (BhMcl) 

Предложение доказано. 

2\ jl + j2 НЗ1+З2 
u G Whhs . e hhM 

Следствие 5. Пусть f (Հ1:...,Հհ) (f (0) = 0) ֊ целая функция, Ж С R+ - пра-
вильный многогранник, a M С R+ ֊ многогранник, для которого функция hM 

удовлетворяет слабому условию А, и a 1,..., ak С (Ж\дЖ) Ո N+. Тогда суще-
e0 > 0 s > s0 

f [D° u,..., D a u e W. hS+E0 : u  e  Wh*h-M  ,  

f D a u,...,D a u ew , ( 0 ) , u ewhnh'M (to), 

f D u,..., D a k u ) e Whs++E0 Joc(Q), u e WhhM ,ioc(to). 

Доказательство непосредственно следует из предложения 7. 

Определение 5. (см. [5, 6JJ. Линейный дифференциальный оператор 

P (D) = Е YaD a  

аЕЩР) 

Ж 
лярным), если его характеристический многочлен является невырожденным 

c > 0 a e Ж 

|£Г < c(IP(Հ)| + 1), Հ e R n . 

2 a -

2 
D a  u 

S + E S + E h h M M 

u 
hhM 

M 
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П р е д л о ж е н и е 8. Пусть P(D) ֊ линейный регулярный дифференциальный опе-
+ M С Ку-ратор с правильным характеристическим многогранником Ж С R+L M С R n 

правильный многогранник, 91,92 е R 1 и 9 = m&x{91,92}. Тогда 

{u е  WhhM :  P ( D ) u е  W h M } = { u е  Whh%}  ,  

[u е ^ У h h M ( f i ) : P(D)u е^ 1 hM ( f i ) } С {u е^hhM ( f i ) } , 

{ u е  WhhM,ioc(fi): P ( D ) u е  WhM,ioc(fi)} С { u е  Whh%,ioc(fi)} , 

где h = h® ֊ функция, порожденная многогранником Ж. 

Доказательство непосредственно получается с помощью равенства Парсеваля, 
c1 , c2 > 0 91 , 92 е R 1 

ci (h(e)hM(Հ) + \P(t)\h%(Հ)} < h(e)hM(o 

< c2 (h(e)hM(Հ) + P(t)\h eM(£)) , Հ е R n . 

Т е о р е м а 4. Пусть k е N0 u Q(D) = P(D) + f (D a  1,..., D ak), где P(D) ֊ ли-
нейный регулярный дифференциальный оператор с правильным характеристи-
ческим многогранником Ж, f (z1,..., zk), f (0) = 0 ֊ целая функция, а 1,... ,ак С 
(Ж\дЖ) Ո N + M С R++ - многогранник, для которого функция hM удовлетворя-

Д s1 > s0 s0 s2 е R 1 

s = max{s 1 , s 2 } . Тогда 

u е WhhM : Q(D)u е WhM) С WhhM 

где h = h® ֊ функция, порожденная много гранником Ж. 

Доказательство. Так как при s 1 > s 0 , в силу следствия 5 f (D a  1 u,..., D a ku) е 
Whs 1 +e для некоторого числа е > 0 и при всex u е Whhs i, то утверждение теоремы 
очевидно, если s 1 > s 2 . 
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Пусть s 1 < տշ. Так как в силу следствия 5 для любого u e Whh=2 (s2 > S1 > s0) 
f (D a i u,..., D a k u) e W h s 2 + E и P (D)u e WhS2 (i.e. Q(D)u e W h * 2 т о 

WhhM С {u e WhhM : Q(D)u e WhM) . 

s1 < s2 

(37) {u e WhhM : Q(D)u e WhSi} С WhhM. 

Пусть u e WhhM и Q(D)u = g e WhM2, Тогда в силу следствия 5 для некоторого 
e0 > 0 f (D a iu,... ,D a ku) e W, si+Eo, следовательно, h  

P(D)u = g + f (D a i u,..., D a ku) e WhsM U WhM1+E0. 

Если e0 + s1 > s2, то g + f(D a iu,...,D a ku) e W^, следовательно, в силу 
предложения 8 u e W h h s ^ . Если же s 1 + e0 < s2, то снова в силу предло-
жения 8 u e W, ,si+E0. Так как чи ело e0 зависит лишь от M, Ж и a 1,...,a k, 

hhM 

то, повторяя эти рассуждения r раз (где число r e N определяется из условия 
(s2 — s1)/e0 < r < 1 + (s2 — s1)/e0) мы получим вложение (37). 

Следствие 6. При условиях теоремы 4 и предположениях f e C и s > s0, все 
решения u уравнения Q(D)u = f из класса WhhsM являются бесконечно диффе-
ренцируемыми функциями, т.е. при s > s0 

{u e WhhsM : Q(D)u e C™} С C~ 

Доказательство следует из теоремы 4. 

З а м е ч а н и е 5. Утверждение теоремы 4 остается верным, если пространство 
о 

Wh заменить соответственно пространствами Wh (0) или Wh,ioc(Q). 

A b s t r a c t . The paper considers differential operators in the generalized Sobolev 
Ж 

under which the function h^ satisfies the Beurling condition for s great enough. They 
coincide (become necessary and sufficient) for polyhedrons in R+ . The regularity of 
a class of differential equations is investigated. 
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