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А Н Н О Т А Ц И Я . Рассматривается класс матриц-функций определенных на не-
котором контуре комплексной плоскости и допускающих мероморфное про-
должение во внутреннюю либо внешнюю области контура. Данный класс 
матриц-функций, вообще говоря, не обладает стандартной факторизацией 
Винера-Хопфа. В работе для указанных классов матриц-функций исследу-
ется задача индексной факторизации, близкой по своим свойствам к факто-
ризации Винера-Хопфа. Найдены критерии индексной факторизации и точ-
ные формулы для частных индексов. Предлагается конструктивный метод, 
сводящий задачу факторизации к решению конечного числа явно записыва-
емых систем линейных алгебраических уравнений. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

В теории краевых задач для аналитических функций и в теории операто-
ров теплицева типа возникает необходимость представления матрицы-функции 
G порядка n х n, определенной на некотором замкнутом контуре Г комплексной 
плоскости C, в виде 

(1.1) G(t) = G-(t)A(t)G-1(t), t е Г, 

где A(t) = diag [tK l,..., tKn] (кi е Z, i = 1 n ) , а матрицы-функции G±} явля-
ются граничными значениями матриц-функций, аналитических соответственно 
во внутренней Ո+ ( э 0) и во внешней Ո - ( э ж ) областях контура Г Числа Ki 

(i = 1 , . . . , n) называются частными индексами G. Предполагается, что G± обла-
дают дополнительными граничными свойствами обеспечивающими, в частности, 
однозначность частных индексов. 

Среди факторизаций типа (1.1), наиболее хорошо исследована факториза-
ция, известная в литературе под названием Винера-Хопфа (точное определение 
см. ниже). В настоящее время критерии существования факторизации Винера-
Х о п ф а известны для широких классов матриц-функций (см. например, [1]-[4]). 
Несмотря на это, конструктивная теория факторизации Винера-Хопфа (в случае 
n > 1 ) построена для весьма узких классов матриц-функций. Наиболее полное 
исследование в этом плане проведено для аналитических (и близких к ним по 
структуре мероморфных) матриц-функций. 
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Необходимые и достаточные условия факторизуемости матриц-функций, пре-
дставляющихся в виде суммы матрицы-функции из класса Смирнова и рацио-
нальной матрицы-функции с полюсами вне контура, получены И.М. Спитков-
ским (см. [5] и [4]). Им ж е предложена рекурсивная процедура построения фак-
торизации. Общий подход построения факторизации аналитических оператор-
функций предложен в [6] и основан на теории минимальной факторизации ана-
литических оператор-функций, развитой авторами этой работы. Явная фактори-
зация для различных классов мероморфных матриц-функций построена в рабо-
тах [7, 8, 9]. Несмотря на различие методов, результаты всех этих работ форму-
лируются в терминах степенных моментов (относительно контура Г) матрицы-
функции, обратной к факторизуемой. 

В работах [10,11] рассматривается факторизация более общего характера, чем 
(1.1) и изучается ее связь с векторной задачей Римана. 

В работе [13] (см. также [12]) вводится понятие индексной факторизации, поз-
воляющей з а счет ослабления требований на граничные значения G-1, суще-
ственно расширить класс матриц-функций, допускающих представление (1.1). 

G 
ее индексная факторизация существует и одновременно является факторизацией 
Винера-Хопфа. 

Настоящая работа посвящена исследованию индексной факторизации меро-
морфных матриц-функций. 

2. П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Е С В Е Д Е Н И Я И Р Е З У Л Ь Т А Т Ы 

2 .1 . Пусть Q j (j = 0 , 1 , . . . , m) односвязные ограниченные области комплекс-
ной плоскости С такие, что Q j С Q 0 , Q j Ո Q i = 0 ( i , j = 1,... ,m), а границы 
Г = дQj ( j = 0 , . . . , m) являются замкнутыми жордановыми спрямляемыми 
кривыми. Предполагается, что контур Г = U j = 0 Г ՛ opиынтирован таким обра-
зом, что при его обходе, внутренняя область Q + = Q 0 \ U j = 1 Q j остается слева, 

а внешняя область Q - = С \ Q + ֊ справа. 
Пусть E± (0 < p < <х) ֊ классы Смирнова областей Q ± (по поводу опреде-

лений, см. [14]-[16], а т а к т а [4]), E  - ֊ класс фупкций из E - , исчезающих па 

бесконечности, a L± ( լ ՜ j - множество функций из Lp ( = ЬР(Г)), совпадающих 

почти всюду на Г с угловыми предельными значениями некоторой функции из 

E± ^ E - Н и ж е через R будем обозначать множество рациональных функций, 

а через R0 - множество рациональных функций с полюсами вне контура Г. Мно-

жество мероморфных в Q + ( Q - ) функций <ք, для каждой из которых существует 

ненулевой многочлен q+ (существуют ненулевой многочлен զ ֊ и целое число к 

(к > 0)) такой (такие), что q+G ( L + ) ( է ՜ հ ( q ֊ ^ ) ( t ) GLбудем обозначать 

через M+ (M՜). Мы также будем пользоваться следующими обозначениями: 

Lp : = L+ + L -, м± := L± + R0, L± = Ա L±, M± = Ա M±. 
>0 >0 
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Скажем, что Г е S, если все области Qj, C\ Qj j =0,..., m) являются смирнов-
скими (относительно определения смирновской области и достаточных условий 
для Г е S см. [14j-[18j, а также [4]). 

Ниже пространство вектор-столбцов порядка n (матриц порядка n х n) с эле-
ментами из линейного пространства X обозначается через X n и ( X п х п ) , Вместо 
часто встречающихся слов матриц-функция и вектор-функция используются со-
кращения м.-ф. и в.-ф. соответственно. 

Под правой факторизацией Винера-Хопфа в пространстве Lp (1 < p < ж) 
относительно контура Г (далее WH(r,р)-факторизация) м.-ф. G мы понимаем 
(см. [4]) представление (1.1), где 

G± е (L±)n, G± е (L±)n, q = p/(p - 1), 
A(t) = diag [ t K l t K n ] , t е Г, к1 < к 2 < • • • < кп, Ki е Z, i = 1, .. .,n. 

Числа к . . . , к п называются правыми частными индексами матриц-функции G 
WH( r, p) G 

2.2 . В работе [13] введены понятия ( r+ ,p ) ֊ частных индексов и (r+ ,р) - индекс-
ной факторизации м.-ф. G (далее I(r+,p)^aKTopH3a4HH (1 < p < ж ) ) . Приведем 
определения этих понятий и некоторые факты, необходимые в дальнейшем. 

Пусть м.-ф. G порядка n х n, элементы которой почти всюду на контуре Г 
принимают конечные комплексные значения. Через D+(G) (1 < p < ж) обозна-
чим пространство всех в.-ф. е ( L + ) п таких, что G^+ е С՜^ а ч е Р е з Dp-(G) ֊ 
пространство всех в.-ф. е (L -)п, для которых существует ф е С^ такое, что 

= G^>. 
о о 

Оператор, проектирующий Lp на L + или на L - (1 < p < ж ) параллельно L -

или L+ соответственно обозначим через P+ или P— Действие проекторов P± на 
в.-ф. и м.-ф. понимается покомпонентно. 

Пусть Tp(G) ֊ оператор Теплица (1 < p < ж) с областью определения V+(G), 
действующий по формуле 

Tp(G)<p+ = P+(Gv+), ra (а е C), 

и т — (а е C \ { 0 } ) ֊ операторы сдвига, действующие на функцию f е (соответ-
ственно в.-ф. и м.-ф.) по формулам 

(Taf )(t) = (t - a)f (t), T- = - ( a ) - 1 TaT-1 ( T - = (то) - 1). 

Обозначим через Npj (G) (j е Z) ядра опрвра/тора Tp |̂ To jGj. Следуя [12], под-
пространство 

Npj (G)= Np,j (G) + ToNpj (G) 
будем называть (p,j)+-наследственным подпространством, а его произвольное 
прямое дополнение Mp,j (G) в Np,j+1 ֊ (p,j)+-индексным подпространством м . ֊ 

G 
Vp(G,j) = dim Mp,j (G). 

В [12] доказывается, что 

n ( G ) V p ( G , j ) < n . 
jez 
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В случае n(G) = n будем говорить, что м.-ф. G допускает конечную (r+ , p ) ֊ 
индексацию. 

Пусть 

{n1,...,ns} = { j ; Vp(G,j) > 0 } , Ո1 <Ո2 < ••• <Ոտ (s е N) 

и nj = np(G, r / j ) . Числа к1 = • • • = кП1 = щ и 

кП1 + 1 = • • • =  кП1+П2 = V2, . . .,  Kni+n2 + ՝՝՝ns — i + 1 = • • • =  Kn(G) = Vs 

будем называть (r+, p) ֊4acTHbiMH индексам и м.-ф. G. Для каждой точки z е Q + 
рассмотрим также подпространства 

Npj(G; z) = {V(z) : ф е Npj(G)} и Mpj(G; z) = { ф ) : ф е Mpj(G)} . 

В работе [12] доказано, что число dim Np,j(G; z) одновременно для всех j < 
Ո1 и почти для всех z е Q+ является постоянной, которую обозначим через 
Vp(G; - ж ) , . Там ж е (см. также [13]) доказывается, что число d i m N p , j ( G ; z) рав-
но np(G; -ж) + n(G) одновременно для всех j > ns и почти для всех z е Q + и, 
что dim Np,j(G; z) не превышает vp(G; -ж) + n(G) z Определим 

Vp(G; + ж ) : = n - n(G) - pp(G; -ж). 

Отсюда в частности следуют следующие утверждения, необходимые нам в даль-
нейшем (см. также [12], [13]). 

I. np(G; -ж) = 0 тогда и только тогда, когда существует j е Z такое, 
что dim Np,j (G) = 0. 

II. np(G; + ж ) = 0 тогда и только тогда, когда существуют j е Z и z е Q+ 
такие, что dim Np,j (G,z) = n. 

В работе [13] доказано, что если vp(G, -ж) = 0, то 

dim Npk(G) = J2(k - j) V p j , G ) , k е Z. 
j<k 

Отсюда, пользуясь стандартными рассуждениями (см., например, [9]), н етрудно 
убедиться в справедливости следующего утверждения. 

III. Пусть np(G, -ж) = 0, а по и Ոտ+1 ՜ произвольные целые числа, удовле-
творяющие условиям по < Пь Ոտ+1 > Ոտ> Ո0 < Ոտ+1- Тогда для любых 
i = 1, 2,..., n(G) (r+,p)-частные индексы м.-ф G удовлетворяют равен-
ствам 

(2 .1) Ki = по + card{j : d i m Np,j (G) - d i m Np,j-1(G) < i, j = по + 1,.. .,%+1}. 

G ( r+ , p) 
G допускает представление (1.1), а ф а к т о р ы G± и Л удовлетворяют условиям: 

а) G± е (L±)nxn, _ 

б) для любых z е Q + и V е Cn, V = 0, в .-ф T - 1 G + V не принадлежит 
V+(G), 

в) для любых z е Q - и V е Cn, V = 0, в.-ф. (т-) G-V не принадлежит 
V - ( G ) , 

г) Л(t) = diag [tK l,... ,tKn ], где к1 < • • • < Kn ֊ целые числа. 
Справедливы следующие утверждения (см. [12] и [13]. 
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IV. Пусть м.-ф. G допускает конечную (r +, p)-индексацию, {щ,... ,ոտ} = 
{ j , j p ( G , j ) > 0 } (s G N), a k1 < ••• < кп ֊ ( r + , p ) ֊ частные индек-
сы G. Тогда м.-ф. G допускает I(r+,p) факторизацию. Кроме того, ес-
ли Mp,Vk (G) (к = 1,..., s) некоторые (p,nk)+-индексные подпростран-
ства м.-ф. G, а столбцы м.-ф. G+ являются базисом пространства 

Mp,m (G) + ••• + Mp, ns  (G )>  т о представление 

G = G'_A (G+)՜1, где Л = diag [tK l,... ,tKn] и G'_ = GG+A_ 1, 

является I(r + ,p)-факторизацией м.-ф. G. 
V. Пусть jp(G, - < ) = 0 и представление G = G_AG՜1 является I(r+,p)-

факторизацией м.-ф. G с A(t) = diag [tK l,... ,tKn]. Тогда м.-ф. G допуска-
ет конечную (r+,p)-индексацию с (r+,p) частными индексами равными 
К1,..., кп. Если 

{Ո1,...,Ոտ } =  { j , J p ( G , j ) > 0 }  ( s  G  N ) ,  nj = j p ( G , n j )  ( j =  1 , . . . , s ) , 

G + 1 , . . . , G+ni, G + 1 , . . . , G+n2,..., G + 1 , . . . , G+ris столбцы матриц-функции 
G+, mo span {G+1,..., G + } (к = 1,..., s) является (p, пк)+ -индексным 

G 
VI. Если м.-ф. G обладает тем свойством, что из условий ф G С^ и G^> = 0 

следует, что ф = 0, то условие в) I(r+,p)-факторизации выполняется 
и для z G Г . 

2 .3 . М.-ф. B, мероморфную в области Q + и имеющую почти всюду на Г угловые 
граничные значения, назовем ^допустимой в Q + (1 < p < <) , если существует 
ненулевой многочлен g такой, что из условия ф+ G D+(B) следует дВф+ G ( L + ) • 
Обозначим множество ^допустимых в Q + м.-ф. через MFp(Q+). Обозначим че-
рез Fp(Q+) подмножество MFp(Q+), состоящее из аналитических в Q + м.-ф.. 
Нетрудно заметить, что если B G Fp(Q+), то из уеловия ф+ G D+(B) следует, 
что Вф+ G ( L + ) п . Заметим также, что для того, чтобы м.-ф. B G MFp(Q+) 
достаточно выполнение одного из следующих двух условий (см. теоремы 1.11 и 
1.25 из [4]): 

—- \ пхп 
1) В G ( M + J , q = p/(p - 1), 

2) Г GSrn BG (M + )пхп. 
о 

Для м.-ф. G, определенной на контуре Г через D _(G) (1 < p < < ) обозначим 

пространство всех в.-ф. ф_ G ^ L _ j таких, что Gф_ G С?- Тогда м.-ф. G, меро-
Q _ Г 

ния, назовем p-допустимой в Q _ , если существуют ненулевой многочлен д и чиюло 
о ֊к  и о ֊ \ п  

к G Z (к > 0), такие, что из условия ф_ GD_(G) следует, что т 0 gGф_ G [L_ ) • 

Обозначим множество p-допустимых в Q _ м.-ф. через M.Fp(Q_). Подмножество 
MFp(Q_), состоящее из аналитических м.-ф. ю Q _ обозначим через Fp(Q_). Ес-

о (о \ п  

ли G G Fp(Q_) и ф_ GD_(G), то Gф_ G [L_) • Заметим также, что для того, 
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чтобы G е MFp(Q ) достаточно выполнение одного из следующих двух условий 
(см. теоремы 1.11 и 1.25 из [4]). 

/, \ ихи 
1) G е (M-) ,q = p/(p - 1), 

2) г е «Տ и G е (M-)ихи. 

Нетрудно видеть, что из условий g е R и G е MFp(n±) следует, что gG е 
. G, мероморфную в области г 

угловые граничные значения, назовем регулярной в тел и det G тождественно 
не равен нулю в 

Пусть B(A) регулярная м.-ф. в (П՜). Ганкелевы операторы H+(B - 1) и 

H -(A - 1) с областью определения D+(B - 1) D -(A - 1) соответственно определим 
по формулам: 

H+(B - 1)V = P-(B - 1v), H -(A - 1)v = P+(A՜1^). 

Пусть 

Js = \ Укzk; Ук е Cu,z е c j , s е N, 

1к=о J 

Js = ^ У к z к ; Ук е cu,z е c j , - s е N, 

а изоморфизмы Փտ : C u ' s ' ^ J s определены по формулам: s 1 

*sy = յ շ Ук zк, 
к=о 

где У = У , . . . , У ՜ ] T , Ук е Cu (k = 0,...,s - s е N , 

-1 

Գտց = ^ УКzК, 

где У = [У՜ 1,..., УТ]Т, Ук е Cu (k = s,..., -1), -s е N. 
В данной работе исследуется задача I(r+,р)-факторизации м.-ф. из класса 

MFp(П+) и м.-ф., обратные к которым принадлежат MFp(П՜) (1 < р < ж). 
Справедливы следующие утверждения. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть B е ТР(П+) регулярная м,-ф в П+. Тогдa Nps(B) = { 0 } 

при s < 0 и Nps(B) = B - 1ker(H+(B - 1)\j ) при s > 0. 

Доказательство. Пусть е Nps(B). С помощью стандартных рассуждений 
Н GT р УДНО убедиться, что = 0 щ и s < 0 и е J s при s > 0. Поскольку 
H+(B - 1)B^+ = 0 ТО Nps(B) С B - 1ker ( H + ( B - 1 ) \ ^ (s > 0). 

Пусть е ker^H+(B - 1)\Js) (s > 0), т.е. е Js и ф+ = B - 1p+ е (L+)п. 

Очевидно, что ф+ е D+(B) и Tp (r- sB) ф+ = P+ (T- s¥>+) = 0. 
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П р е д л о ж е н и е 2. Пусть A G (L_)ПХП и A_1 G MF1(Q_). Тогда 

NP J (A)= j  ԽՀԱ+ П Ա j A ֊i) , 
где j_ = 2(j — \ j\), j+ = 2(j + | j | ) (j G Z) и կ ֊ единичная матрица порядка 
n n 

п 
Доказательство. Пусть ф+ G Npj(A). Тогда сущестувует ф_ G ( L _ j такой, что 

T_ jAф+ = ф_,и.е. TQ A_1ф_ = T_ j ф+ G ( L + ) п . Отсюда 

т0_Г ф+ = P+ (TQ  + A_1 ф_) = Н_ Ա+A_1) ф_ 

С другой стороны, 

H+ Ы՜ կ ) TQ_  j ф+) =0. 

Докажем обратное. Пусть 

ф + G к е м  Hp l T0 V G ке^Н+ ( т - j ՜ п 
I m H - т0 + А - 1 

'о 

п о ( ՜+ -i \ (о \' -+ 
Тогда существуют ф_ G D_ (тQj A_1 j и ф_ G [L_ j такие, что TQ A_1 ф_ = 

ф+ + ф_. Поскольку A_1 G MF1(Q_), то существует многочлен g такой, что 
gф+ = gT^ A_  1ф_ — gф_ G ( L + ) п Ո {M_Y\ где полюсы в,-ф. gф+ находятся в 
бесконечности, т.е. gф+ является векторным многочленом и, следовательно, ф+ G 

RQ^. Поскольку ф+ G Щ, A G (L_ )П П , а правая часть равенства т0 J Aф+ = 

ф_ — т_ J Aф_ аналитична в Q _ и равна нулю в бесконечно удаленной точке, т0 
-+ / О \ п п 

то t_ J Aф+ G [L_ j • С другой стороны, tQ ф+ G (L+) и At' ф+ G Сп, т.е. 

tQ ф+ G D+(A). Отсюда 

Tp ( V j A j ф + = P+ (т_j+Aф+) = 0. 

L1 введем следующее обозначение: 1 f ) k = П 11_k_1 f (t)dt, к G Z. 

Пусть B  1 G Mp)пХп и P_ (B ^ = 0 М.-ф. P_ (B 1 ) допускает представление 
в виде 

P_ (B _ ^ = Pr Q_1 = Q_  1Pe, 
где Qr и Qe - матричные полиномы с старшими коэффициентами равными 
единичной матрице ! п , a Pr и Pe - матричные полиномы удовлетворяющие 
условиям deg Pr < deg Qr = vr и deg Pe < deg Qe = ve. Очевидно что та-
кого типа представления неоднозначны. Наименьшие числа vr и ve, при ко-
торых возможны такие представления, будем обозначать соответственно через 
vr(B_^ и ve{B_1). Заметим также, что возможность представлений P_ (3_^ = 
Pr Q__ 1 и P_ (B_ ^ = Q__  1Pe соответственно эквивалентна существованию матриц 
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, Q ^ ֊ ! € C n x n и Q0£) , . . Q V J - i € C n x n , удовлетворяющих соотношени-

r ֊ 1 

(2.2) {B - 1)-(vr+m) + J 2 (B - 1}-(m+k)Qk = 0, m € N, 
k=0 

(2.3) 
VI-1 

(B - 1)-{ve+m) Q^ {B - 1)-(m+k) =0, m € N. 
k=0 

-14 В случае, когда P- (B ^ = 0, будем считать, что щ(В 1 ) = vr(B 1 ) = 0. 

Для В - 1 € (M+)nxn через H+ (s € N) будем обозначать ганкелеву матрицу: 

Н + = s 

{В - 1)-1 

{В - 1)-2 

{В - 1)-2 

{ В - 1 ) - з 
. {В - 1)-, 
• { В - 1 ) - , - 1 

{ В  1 )-ve(B - 1) { В  1 )-ve (B - i)-1 ••• { В  1)-vt(B - l)-s + 1 

Пусть h+ = rangH+ при s > 0 и h+ = 0 . Учитывая (2.2), нетрудно заметить, что 
h+ = hvr(B-i) при s > Vr(В - 1). 

Пусть A - 1 € (M-)nxn и P+ ( A - 1 ) = 0. М.-ф. P+ ( A - 1 ) допускает пред-
ставление в виде P+ (A - 1) = Vr Q-1 = Q-1Vi, оде Qr, Q^, Pr и Vi - мат-
ричные полиномы удовлетворяющие условиям Qr (0) = Qi(0) = In, deg Vr < 
deg Qr < vr и deg Vi < deg Qi < vg. Наименьшие числа vr, v£, для котором воз-
можны соответствующие представления, будем обозначать соответственно че-
рез vr(A-1), vi(A - 1). Аналогичным образом, возможность таких представле-
ний для P+ (A - 1) эквивалентна существованию матриц Q^ •••,QVr՝> € C n x n и 
Q^ ..., QqV} € C n x n , удовлетворяющих соотношениям 

(2.4) 

(2.5) 

{A - 1)vr+m + J2{A - 1)vr +m-kQk =0, m € N 
k=1 

{A - 1)ve+m + J2 Qr{A - 1)ve+m-k =0, m € N. 
k=1 

В случае, когда P+(A ^ = 0, считаем, что vr(A 1 ) = ve(A 1 ) = 0. 
В [19] доказано, что если A - 1 € MF1(H -) Ո (M-)nxn, то 

ImH - [ r j A - 1 ) = H - ( r j A - 1  

Отсюда, очевидным образом, следует что 

' - ( v r ( A - i ) + j ) 

j € Z, j > 0. 

Im H - ( r j A - 1) = Iml H - ( r j A - 1  

' - ( v r ( A - i ) + j ) 

j € Z, j > 0. 

V 
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Пусть A_1 G Ml )Ո X Ո•^ o гR a• ч е Р е з ( — s G N) будем обозначать ганкелеву 
матрицу: 

տ 

A _ 1)1 (A _  1)2 ... (A _ V (А-1) 
(A _  1)շ (A _ % . . . (A _ V (A-i)+1 

(A _ 1) _ S (A _ 1) _ s + 1 . . . (A _ 1) _ s+Vr (A-1) _1. 

Числа h_ (s G Z, s < 0) и пространство Fj ( j < 0) определим следующим 
образом: h_ = rang H_ при s < 0 и h_ = 0, Fj = ker H_ при j < 0 и F0 = 

- i 

j ) ' 
что числа h+, h_ зависят от матриц В р A  1 и контура интегрирования. Эти 
числа будем обозначать через h+ ( Г , В _ ^ и h_ (Г, A _ 1 ) соответственно. 

Спиг (А Р Из (2.5) следует, что h_ = h_Ve(A-1y когда s < —ve(A 1 ) . Очевидно, 

3. Ф А К Т О Р И З А Ц И Я М А Т Р И Ц - Ф У Н К Ц И И 
М Е Р О М О Р Ф Н Ы Х В О В Н У Т Р Е Н Н Е Й 

О Б Л А С Т И К О Н Т У Р А 

I( r+ , p) 
MFp(Q+). 

П р е д л о ж е н и е 3. Если B G MFp(Q.+ ) допускает I(r+,p)-факторизацию, то 
det B^1 имеет конечное число нулей в Զ + . 

Доказательство. Пусть представление B = B_AB_1 является I(r+,p) ֊ фактори-
зацией м.-ф. B. Поскольку det B± = 0 в , то из теоремы единственности следу-
ет, что det B отличен от нуля почти всюду на Г. Из B G MFp(Q+) и B+ek G D+(B) 
(к = 1,... ,n), где ek = [ 0 , . . . , 1,..., 0 ] т (к = 1 , . . . , n) ֊ базисные векторы в С п , 
следует, что существует ненулевой полином g такой, что gBB+ G (L+)пхп, В,-
ф. gB_Л принадлежит ( M p ՜ ) n х n и может иметь полюс лишь в бесконечности. 

Поэтому из равенства gBB+ = gB_Л следует, что gBB+ G (L+)пхп Ո (M_՝)пхп. 
gBB+ 

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть B ֊ регулярная м.-ф. в Ո+. Тогда 

1) Если B G MFp(Q+) (1 < p < < ) , то jp(B, —<) = 0, 
ր—- \ пхп 

2) Если B_1 G Ш+) , mo jp(B, +<) = 0. 

Доказательство: Пусть ф+ G D+ (B). Поскольку м,-ф. B из MFp(Q+), то суще-
ствует ненулевой многочлен g такой, что gBф+ G ( L + ) п . Пусть If j < —degg. 

Если ф+ G N p j ( B ) , то существует ф_ G ^ L _ j такое, что gBф+ = TQgф_. Отсю-
да следует, что gBф+ = 0, и получим ф+ = 0 в силу регулярное!и м.-ф B. Таким 
образом, Np,j(B) = { 0 } , и 1) следует из утверждения I. 

ր—- \ пхп 
Пусть B_1 G ( M + ) , тогда существует ненулевой полином q такой, что 

qB_1 G (L+)пхп, Заметим, что qB_1 ek G D+(B) (к = 1,... ,n). Если j > degq, то 

из равенства т_3BB_1qek = т_3qek (к = 1,..., n) следует, что B_  1qek G Np,j(B). 
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В свою очередь из регулярности B следует существование точки z е Ո+ такой, 
что dim Np,j (B,z) = n. Таким образом, утверждение 2) следует из II. 

Т е о р е м а 1. Пусть B е MFp(Q.+ ), 1 < р < <ж. Для того, чтобы B допускала 

I(r+,p)-факторизацию, необходимо и достаточно, чтобы B_1 е (^Mp 

Доказатльтво: Пусть B допускает I(^^-факторизацию, тогда B = B_AB_ 1, 
где B_ е (L -)nXnH B+ е (L+)nXn, A(t) = diag [tK l, • • • ] ( K i е Z,l = 1 , . . . , n ) . 
Тогда очевидно, что B регулярная м.-ф. в Ո+. Поскольку существует ненуле-
вой многочлен g такой, что gBB+ = gB_A е ( L + ) n  n, то отсюда следует, что 

1 ր—- ( nxn 
B- е ЙПХП- Из нредставления B_1 = B+ ( B - A ) ՜ следует, что B _ 1 е ( M + J 

Обратное утверждение следует из предложения 4 и утверждения IV. 

Следствие 1. Если B е M.Fp(Q.+), B_1 е ( M + ) n x n и представление B _ A B _ 1 

является I(r+,p)- факторизацией м.-ф. B, то d e t B _ ( z ) = 0 для z е Г . 

Доказательство: Пусть существует z 0 е Г такое, что d e t B _ ( z 0 ) = 0. Поскольку 
м.-ф. B _ ( z ) - рациональная м.-ф., то существуют ненулевой вектор V е Cn и 

рациональная в.-ф. ф_ ( լ такие, что в достаточно малой окрестности точки 

z0 имеет место представление B_(z)V = (z — z0)^>_(z). Отсюда (т__0)  1 B_1B_V = 

B_1(—z0)r0^_ е (Lp)n, т.е. ( т ՜ )  1 B_V е D_(B), что в силу VI противоречит 

условию в) I(r+,р)-факторизации. 

3 .2 . Приведем теперь явные формулы для (r+,р)-частных индексов м.-ф. B е 
MFp(H+) в случае, когда B_1 е ( M + ) n x n _ 

П р е д л о ж е н и е 5. Пусть B_1 е ( M + ) n x n , s е N и vr(B_1) > 0. Тогда в.-ф. 

<принадлежит, ker (B_1) | J j тогда и только тогда, когда вектор 

принадлежит KerH+. В частности, справедливы равенства 

(3.1) dim ker^H+ ( B _ 1 0 | J ) = ns — h+ • 

Доказательство: Пусть < е Js- Поскольку H+(B_1)< = H + (P_B_ 1) <р, то для 
достаточно больших \z\ имеет место разложение 

_1 տ_1 

(3.2) H+(B_1)< (z)= յ շ z-յշ(B_1)m_kOk• 
т=_ж k=0 

Нетрудно видеть, ЧУО если < е J s , то B_1< е ( M + ) n x n _ Учитывая (3.2), по-

лучим, что < е ker (yH+ ( B _ 1 ) | J j тогда и только тогда, когда вектор = 

\[<p)T, • • • {<)!) ֊1]  T удовлетворяет бесконечной системе уравнений: 

տ_1 
(3.3) J2(B_ 1)m_k <)k = 0 , m = —1, —2 • • • 

k=0 
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Поскольку существуют матрицы կք՝1 е C n x n (i = 0 , 1 , . . . , Vi(B - р — 1), удовле-
творяющие (2.3), то для выполнения (3.3) необходимо и достаточно, чтобы вектор 
Ф - принадлежал Ker H+. Формула (3.1) следует из очевидного равенства: 

dim J dim Ker^H+ (B - ^ J ) = dim KerH+. 

Т е о р е м а 2. Пусть B е Fp(Q.+) и B - 1 е (M+) . Тогда (r+,p) -частные ин-
B 

Ki = card{j | n + h+_i — h+ < i; j = 1, 2, .. ., v r ( B - , i = 1, .. . ,n, 

если vr (B -1) = 0 и к1 = • • • = Kn = 0, если vr(B -1) = 0. 

Доказательство: Если vr (B - ^ = 0, то доказательство очевидно. Если vr (B - ^ = 
0 

3 .3 . Перейдем теперь к построению факторизации м.-ф. B в случае, когда B е 
Fp(Q+) И B - 1 е М + Г п -

Обозначим через w^wl : Cn s ^ Cn ( s + 1 ) (s е N) следующие матричные опе-
раторы: 

/ I n 0 . . . 0 Հ 
0 In 0 

0 0 . . . I n 
\0 0 . . . 0 J 

0 0 
In 0 
0 In 

0 0 

Очевидно, что w lsKer H+ С Ker H++1 (i = 1, 2, s е N ) . 

П р е д л о ж е н и е 6. Пусть B е Fp(Q+), B - 1 е e.M+) 
Ker H+ и 6s, s е N ֊ некоторое прямое дополнение 

Vi 

0 
0 
0 

In 

(B - 1) > 0 8o = 

w1Ker H+ + wSKer H+ 

e Ker H++1. Тогда 

(3.4) Nps(B) = B -  1Փտ+1 (wlKer H+ + w2sKer Ա+) 

a Ms-1 : = B  1 Փ տ 9 s - 1 является (p, s — 1)+-индексным подпространством м.-ф. 
B, причем d i m M s - 1 = d i m 0 s - 1 (s е N). 

Доказательство: В силу предложения 1 и 5, Nps(B) = { 0 } при s < 0 и Nps(B) = 
B - 1 l$sKer H+ щ и s > 0. Равенство (3.4) следует из легко проверяемых равенств 

ՓտKer H+ = Фs+1wjKer H+ и ro^sKer H+ = y^^Ker H+. 

Поскольку NP}0(B) = 0, то очевидно, что M0 являет ся (p, 0)+-индексным подпро-
странством. 

Пусть f е Np, s(B) Ո Ms. Тогда существуют векторы y1,ys е Ker H+ и y е 0s 

такие, что 

f = B - 1*s+1w1y1 + B - 1ys+1w2sys = B - 14s+1y-

1 
s w w s s 

nn 
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Отсюда B ^ ^ (шIy1 + ш՝2У2 — y) = 0, следовательно, ш lsy1 = y, т.е. y = 0, 
поэтому f = 0. С другой стороны, 

Np,S+1(B)= B_1^s+1Ker H++1 

В_Ч s + 1 (u\Ker H+ + u2sKer H+) + 6S 

= B_14s+1UXaKer H+ + B_1^s+1^SKer H+ + B_1^s+16s 

= Np ss(B) + Ms. 

Таким образом, очевидно, dim Ms_1 = dim 6s_1, и доказательство завершено. 
Из утверждения IV и предложения 6 следует теорема. 

Т е о р е м а 3. Пусть B е Fp(Q+), B_1 е (M+ 0nXn, v£(B_1) > 0 и Ո1 < ••• < Vs 
пробегает все возможные значения к1 < ••• < Кп (r+,p) частных индексов 
м.-ф. B. Пусть {XVi,1: • • •, XVi,ni} ֊ базисы пространств 9Vi (I = 1, • • •, s) и 

Um,j = B_1^Vi+1XVi,j, I = 1, • • •, s, j = 1, • • • ,nj• 

Тогда, если 
B+ = [Uni,1, • • • ,  Uni,ni, U m ,1 • • • ,  Uns ,ns ] , 

Л = diag [tK l, •• •,tKn ] and B_ = BB+A_ 1  

то представление B = B_AB_ 1 является I(r+,p)-факторизацией м.-ф. B. Если 
V£ (B_1) = 0, то представл ение B = In In ( B _ 1 ) 1 являет ся I (r+,p) - фактори-

B 

З а м е ч а н и е 1. Пусть B е MFp(Q.+) и B_1 е (M+)nxn_ Нетрудно заметить, 
что существует полином q с нулями в такой, что qB е F p (П+) и (qB)_1 е 
(M+)nxn. Теоремы 2 и 3 позволяют строить I(r+,p)-факторизацию м.-ф. qB. 
Если представление qB = В_АB_ является I(r+ ,p)-факторизацией м.-ф. qB, 
то легко видеть, что представление B = B_AB+ 1, где B_ = Tkq_1B_ (k = 
degq), A = T_k А и B+ = B+ являет ся I зацией м.-ф. B. В част-

ности, (r+,p)-частные индексы м.-ф. B в случае, когда vr (q_1B_1) > 0, могут 
быть найдены по формулам: 

Ki = —degq + card^j \ n + h+_1 (T,q_1B_1) — h+ (T,q_1B_1) < i, 

j = 1, 2, • • • ,vr (q_1B_1) j , i = 1,...,n. 

В случае vr ( q _ 1 B = 0 имеем к1 = • • • = Kn = —degq. 
у ( nx n 

Пусть теперь B е MFp (П+) и B_1 е [M+j . Тогда существует no-
( о q0 Г q0 B - 1 е 
( M + ) n x n . Поскольку q_1B е MFp (Q.+), mo I(r+,p)-факторизация м.-ф. q_1B 

B 
жет быть восстановлена по схеме, предложенной в [20]. 

( r+ , p) 
к = к1 + • • • + Кп м.-ф. B. 
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Т е о р е м а 4. Пусть 1 <p < ж, B е MFp(Q+) и B - 1 е ( M + ) n x n . Тогда (r+,p)-
суммарный индекс м.-ф. B равен разности количества нулей и полюсов функции 
det B в области Q+ с учетом их крат,ноет,ей. 

Доказательство: Обозначим 

£ = 2 - 1 min d(ri, Г ) и UE = {z е C; |z| < е} . i, j = 0, . . . ,m j =  i  

Пусть Qi}E (i = 0,..., m) - односвязные области комплексной плоскости с грани-
цей r i j £ = dQi,e, удовлетворяющие соотношениям: 

Qo,£ С Qo, Qo С Qo,e + Ue, Qi С Q£,i, С Qi + Ue, i = 1,...,m. 

Будем предполагать, что r i j £ являются замкнутыми жордановыми спрямляемы-
ми кривыми и контур Г е = U m=o Гj,e ориентирован таким обр азом, что при его 
обходе в положительном направлении внутренняя область Q+ = Qo,e \ Uj=1 Qj,e 
остается слева. 

Примеры таких областей могут быть построены с помощью функций, осу-
ществляющих конформное отображение областей Qo и C \ Qi (i = 1,...,m) 
на единичный круг. Заметим, что при этом r £ j i (i = 1,... ,m) могут быть вы-

£ > 0 B 
аналитична и обратима в некоторой области, содержащей множество Q+ \ Q+. 
Поскольку B± е M+ (Г е ) , то в силу теоремы 2.6 [4] м.-ф. B допускает WH(r,p)-
факторизацию на Г е . Пусть представление . B = B-kB—1 является этой фак-
торизацией и Л = diag [т^1 ]• В силу той ж е теоремы число к = к1 + 
• • • + Kn равно рданости между количеством нулей и полюсов det B в Q+. М.-ф. 
B+1 е Rn^n  

аналитичны в Qe = C \ Q+ и непрерывны на Г е . Следовательно, 
B±1 аналитичны в Q - и непрерывны на Г. М.-ф. B+ определим равенством: 
B+ = B - 1B-Л. Поскольку B+ совпадает на Q + с B+, то в силу своего опре-
деления B+ е (Ь+(Г))nxn и удовлетворяет условию б) определения I(r+ ,p)-
факторизации для z е Q+. Пусть z е Г и существует V е Cn, V = 0 такой, что 
T - 1B+V е (Ь+(Г))n. Поскольку BT-1B+V = т - 1B-ЛV и det(B-K)(z) = 0, то 
т -  1B-ЛV&Cn, и потому T - 1 B + V е D+ (B). Таким образом, м.-ф. B+ удовлетво-
ряет условию б) определения и для z е Г. Отсюда следует, что представление 
B = B-ЛB—1 являет ся I ( ^ ^ - ф а к т о р и з а ц и е й м.-ф. B на контуре Г. Доказа-det B 
жестве Q + \ Q + . 

4. Ф А К Т О Р И З А Ц И Я М А Т Р И Ц - Ф У Н К Ц И Й 
М Е Р О М О Р Ф Н Ы Х В О В Н Е Ш Н Е Й О Б Л А С Т И К О Н Т У Р А 

4 .1 . По аналогии с предложением 3 нетрудно убедиться в справедливости сле-
дящего предложения. 

П р е д л о ж е н и е 7. Если м.-ф. А допускает I ю и A - 1 е 
1 MFp(Q ), то det А^1 имеет конечное число нулей в Q 

Справедливы также утверждения 
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у  ( nx n 
П р е д л о ж е н и е 8. 1) Если A е \И_ ) , 1 < p < ж, то np(A, + ж ) = 0. 

2) Если A регулярная матриц-функция в О_ такая, что A_1 е MFp(Q_), 
то np(A, —ж) = 0. 

A е Mp-

_. уО  (nxn 
q и число i е Z (I > 0) такие, что т0 ՜1qA е f L_ I . Нетрудно заметить, что 

qek е D+(A) (k = 1,..., n). Бел и j > i, то из представления т_  j Aqek (k = 1 , n ) 
следует, что qek е Np,j (A) (k = 1,..., n). Очевидно, что существует z е О+ такое, 
что dim Np,j (A, z) = n. Таким образом утверждение 1) следует из II. 

Пусть A_1 е MFp(О_). Если <_ е'Р _ ( A _ т о существуют многочлен g и 

число k е Z (k > 0) такие, что т_kgA_ 1 < _ е ^ L _ j . Пусть j < —k и <+ е 
уО (  n j 

Np,j(A). Тогда существует f _ е ( L _ j такая, что т_  jA<+ = f _. Очевидно, что 

f _ еТО_(A_1). Поскольку g<+ = g A _  1 f _ я j < —k то g<+ е (b_) Ո (L+)n, 

т.е. <+ = 0. Таким образом, Np,j (A) = { 0 } (j < —k), и 2) следует из утверждения 
I. 

Т е о р е м а 5. Пуст,ъ A_1 е MFp(0_), 1 < p < ж. Для того, чтобы м.-ф. A до-
у ( nx n 

I( r+ , p) A е Mp 

Доказательство: Пусть представление A = A _ AA^ 1 являет ся I (r+,p) — факто-
ризацией м.-ф. A. Так как A_  1A_ = A + Л _ 1 е L r^xn, то в силу p-допустимости 
м.-ф. A_1 в О_ существуют многочлен g и число m е Z (m > 0) такие, что 

֊ 1 у О ֊ ( n x n _1 
т_  mgA  1A _ е I L_ j . И з равенства gA  1A _ Л = gA+ следует, ч то gA+ е 

Lp+  n x  n Ո Mp  n x  n gA+ 

у (  gA+ следует у ( nx n 
A е Mp 

Следствие 2. Если A 1 е MFp(0 ), A е ( И _ ) n N , представление A = A_ЛA+1  

является I(r+,p)-факторизацией м.-ф. A, mo det A+(z) = 0, z е Г . 

Доказательство: проводится аналогично доказательству следствия 1. 

( r+ , p) A 
случае, когда A е (L_)NxN и A_1 е MF1(0_) Ո (M_)nxn. 

П р е д л о ж е н и е 9. Пусть A_1 е (И^О^ Ո MF՝1(Q_) u ve(A_1) > 0. Тогда 

d i m  k e r ( H + էօ ^ L H T C A - I , ) = h _ Щ ( А ~ 1 )  —  h_,  j <  0,  j  е  Z• 

nn 



ФАКТОРИЗАЦИЯ МЕРОМОРФИЫХ МАТРИЦ-ФУНКЦИЙ 45 

Доказательство: Пусть j < 0 и f G J-Vr(A-1)՛ Следуя [19j нетрудно убедиться, 
что при достаточно малых \z\ справедливо равенство: 

^ —1 

(.H -(A-1 ) f ) (z) = £ z^ ^ {A—1)m—k(f)k. 
m=0 k = — Vr(A - 1) 

Следовательно, 

H ( r j I n ) H—(A—1)f) (z) = J 2 zm+ j J2 (A—1)m—k f )k• 

m=0 k= — Vr (A - 1) 

Учитывая предложение 3, получим, что 

k e r ( H + ( r j ^ L H - A - I ) ) =  H ( A — 1 ) f ] * ֊ V r ( A - i ) f G  F } • 

Пусть Sj = — (A-i)Fj (j < 0). Поскольку 

Г— ( A ֊ 1 

\ S j , I m { HP (A—1) j = k e r { H + [ r j ^ LHP-{A-^) 

k e r ( H - (A—1)\S3 ) = k e r ( H - ( A — 1 ) \ j - r ( A - i j > 

TO 

(4.1) dim ker( H+ ( r j I n ) ) = dim Sj - d i m ker ( H— ( A - 1 ) \ ) 
V  - ^  0 ) ImH- (A - 1)) V  P K  n j - v r ( A - 1 ) ) 

Учитывая (см. [19]) 

(4.2) dim k e r [ H - ( A - ) = dim F_vt{A-1) 
\  - V r ( A 1 ) J 

а также dim Sj = dim Fj = nvr ( A - 1 ) — h—, получим 

dim ker | H+ l r j In 
\  P V j J Im H— (A-1) 

=  n vr ( A — 1 ) —  h—  — d i m  F—ve(A-1) =  h — V e ( A - 1 )  —  h— • 

В случае j = 0 доказательство предложения следует из (4.2). 

Т е о р е м а 6. Пуст,ъ A G (L—)nXn, 1 < p < <x и A - 1 G MF (Ո՜) Ո (M—)nXn. 
Тогда для ( A - 1 ) > 0 (r+,p)-частные индексы м.-ф. A могут быть определены 
по формулам: 

Ki = — Щ ( А - 1 ) +  c ard { j \ h--1 — h- < i , j = —ve(A-1) + 1, ..., 0 } 

(i = 1,..., n). Если Vi(A - 1) = 0, mo K1 = • • • = Kn = 0. 

Доказательство. Доказательство теоремы в случае vr ( A - 1 ) = v^(A-1) = 0, оче-
видно. Очевидно также, что A - 1 G MFP(H՜). Отсюда и из предложения 8 следу-
ет, что м.-ф. A допускает конечную (r+,р)-индексацию. Доказательство осталь-
ных утверждений теоремы следует из предложений 2, 9 и формулы (2.1). 
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4 .3 . Перейдем теперь к построению факторизации м.-ф. А при условиях A е 
•.UXU Л_1 _ / ъ r֊\nxn A 1 

р . { Ь - ) п х п Ё А -1 е (И -)п™ПМГ1(П-). 

пусть vr (А - ^ > 0 Тогда, в силу предложений 2 и 9 Np,j (А) = Im H - ^rtf А՜ 

при j > 0 и Np j (А) = T j H -(A - 1)^-Vr ( A - п р и j < 0. 
Пусть Q1, Q2,..., QVr(A-i) е C n x n ֊ матрицы, которые удовлетворяют соот-

ношениям (2.4). Рассмотрим оператор KQ : CnVr (A i ) ^ CnVr (A i ) , действующий 
следующим образом: 

KQ y = { - QVr(A-i)Vvr (A-i))  T ( -QVv (A-i) ֊1Vvr (A-i) + У1)  T  

( -Q1Vvr(A-i) + yur(A-i)֊l) " 

У y1 ,y2 , YVR(A-i) и yi е Cn (i = 1,..., vr(А -1)). Оператор KQ до-
пускает матричное представление: 

/ 0 0 . . . 0 -QUr(A-i) \ 

Q 
In 0 . . . 0 — Q v r (A- i ) -1 

V o 0 . . . I n -Q1. 

Заметши, что KQFJ С F j + 1 (j < —1). Нетрудно убедиться (см. также [19]), что 
при достаточно малых \z\ имеет место 

то —1 
H -(А - 1 )*—MA-i)KQy = J 2 zm J2 (А-1 )m_k{*-MA-i)KQV>k. 

m=0 k=֊vr (A - i ) 

Используя соотношения (2.4), получим 

то vr(A - i) 
^ ( А - 1 ) * - ^ ^ ) ^ = J 2 zm J2 ( А - 1 ) ^ ^ yk. )m+ 

m=0 k = 1 

Отсюда 

(4.3) т0Н -(А-1)*-Рг (A-i)KQy = H -(А՜՝1)* _Vr(A-i)y — Hhy. 

Поскольку Fj С F - 1 (j < —2), то np и j < —1 имеет место равенство 

(4.4) ^ ( А - 1 ) * - ^ (A-i)Fj = ToHf;(А - 1)*-„г (A-i)KQFj, 

Пусть 0j (j < —1) - некоторое прямое доп олнение Fj + KQ Fj in F j + 1 , а в0 ֊ 
некоторое прямое дополнение Im H-1 Cn. 

П р е д л о ж е н и е 10 . Пуст,ъ А е (L -)nXn, А - 1 е (Mf)nxn Ո MF^O՜), 1 < p < 
ж и vr ( А - 1 ) = 0.EcAuj < 0, то простретcmea Mp j = T j + 1 H - (А - 1)*-Vr(A-i)^j 
являются (p,j)+ ֊индексными подпространствами м.-ф. А, а если j = 0, то в0 

является (p;0)+- индексным подпространством м.-ф. А и dim Mp j = dim 0j 

(j < 0)-



ФАКТОРИЗАЦИЯ МЕРОМОРФИЫХ МАТРИЦ-ФУНКЦИЙ 47 

Доказательство. Пусть 

f G H -(A-1)^_vr(А-1) (Fj + KqFj) Ո H -(A-1)^_vr(A-1)0j, 

где j < 0. Тогда существ уют y1,y2 G F j и y G 6 j , такие, что 

f = H -(A - 1)*-Vr(А-1)У = H -(A - 1)^-Vr(A-1) (У1 + Kgy2), 

т.е. H -(A - 1)^-Vr(A-1) (y — (y1 + Kqy2)) = 0. Тогда, учитывая (2.5) нетрудно за-
метить, что y — y1 — K.Qy2 G F-ve(A-1) и потому y — y1 — K.Qy2 G F j . Отсюда 
получаем, что y G (Fj + K-QFj) Ո j т.е. y = 0 и, следовательно, f = 0. С другой 
стороны, в силу предложений 2 и 9 имеем 

N- j+1(A) = rj+1H -(A - 1)^-vr (A-1)Fj+1 

= rj+1H-(A - 1)*-Vr(A-1) (Fj + KQFj) + rj+1H-(A - 1)^-Vr(A-1)0j 

= j H -(A - 1)*-vr (A-1)KQFj + Tj+1H -(A - 1)*-vr(A-1)Fj) + M-j. 

Поскольку в силу (4.4), 

N- j (A) = r0 j + 1H -(A - 1)^-vr(A-1)KQFj, 

roNp j (A) = rj+1H -(A - 1)^-vr (A-1)Fj, 

то MP j (j < 0) являются (p,j )+-индексным подпространств ом м.-ф. A. 
Пусть j = 0. Нетрудно видеть, что Cn с NP,1(A) и r0N-,0(A) С NpД^). С 

другой стороны, Cn Ո r0NP,0(A) = { 0 } . Из равенства 

dim N- k (A) = J 2 ( k — j К ( G j ) , k,j G Z, 
j<k 

(cm. [13]) имеем 

dim N1 (A) = n + к (к = K + ••• + Kn\) и dim N , 0 (A) = к. 

Отсюда 

^ "՝՝՝ cn + TjN- ,o{ 

В силу (4.3), пространства 

ImH -(A - 1)+ r o l m H - ( A - 1 ) , TjH -(A - 1)^-Vr{a-1) (KQy + x)+ H-y 

где y и x ֊ произвольные векторы из CnVr  (A P совпадают. В зяв x = —K,Qy, 
получим Im H-1 С Im H -(A - 1) + r0Im H -(A - 1), i.e. 

N- ,0(A) + T0N- 0(A) = Im H -(A - 1) + T0Im H - (A - 1) = Im H-1 + ^N- fi(A). 

N-1 (A) = Cn + T0N-0(A) = Cn + T0Im H - (A - 1). 

Из равенства NJ,;1(A) = CN + T0ImHp (A p следует, что N-;1(A) = N-,0(A) + 9t 0 

Пусть y G 6j (j < 0) и H - (A - 1)^-Vr(A-1)y = 0. Тогда y = 0, т.е. dim Mj,j = 
dim 9 j . 
Из предложения 10 и утверждения IV следует 
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Т е о р е м а 7. Пуст,ъ м.ф. А е ( L - ) n x n , А - 1 е MF1, (O -) Ո ( M - ) n x n , Vr ( А - 1 ) = 
0 1 < Р < ж и Ո1 < • • • < r/s ՜ все возможные значения к1 < • • • < Кп. Пусть 
{yVi1,... ,yVi ,n.} (i = 1,..., s) ֊ базисы пространств вп. (i = 1,...,s), а в.-ф. 
UVi,j (i = 1, . . . , s, j = 1,... ,ni) определены следующим образом. 

UVi,j = т^^ 1 H-(А - 1)*_vr(A-i)yni,j ^сли m < 0, i = 1,...,s, j = 1,...,щ, 

Uo,j = yo,j если Ոտ = 0 , j = 1,...,ns. 

Тогда, если 
А+ = lUm,ь... ,  Uni,ni;  Um,1 ,... ,  UVs,ns], 

Л(г) = diag [ t K i . .,tKn ], А- = АА+Л - 1, 

mo представление А = А-ЛА - 1 является I(r+,p)-факторизацией м.-ф. А. Если 
vr (А - 1) = 0, то представл ение А = А1П In являет ся I (r+, p) -факторизацией м,-

А  

4.4. Рассмотрим теперь случай, когда 1 < p < ж , А е ( М - ( Г ) ) n x n и А - 1 е 
MFp (Q~). 

Пусть O'ei (i = 0 , . . . , m) односвязные области с границей Г i = dO'e i, удовле-
творяющие включениям: O0 С O'e 0 , O'e 0 С O0 + Ue, Oie С Oi С O'ie + U£ 

(i = 1,..., m). Будем предполагать, что r'ie (i = 0,..., m) являются замкнутыми 
жордановыми спрямляемыми кривыми и контур Ге = | J J = 0 Ге j ориентирован 
таким образом, что щ и обходе в положительном направлении его внутренняя 
область = O'0,e \ U j = 1 Oe,j остается слева. 

Следующая теорема позволяет восстановить I(^^-факторизацию м.-ф. А 
на контуре Г по ее факторизации на контуре re . 

Т е о р е м а 8. Пусть А е ( М - ( Г ) ) n x n , А - 1 е MFp(O < p < ж, а целое число 
k > 0 и многочлен q, нули которого лежат в O -, таковы, T-kqA е (^ -(Г))nxn_ 
Тогда при достаточно малом £ > 0 м.-ф. T-kqA допускает WH(r,p) ֊ фак-
торизацию относительно контура Г . Если представл ение T-k qA = А-Л А+1  

является WH(r,p)-факторизацией м.-ф. T-kqА относительно контура то 
А+ е Rnxn. Если А+ = A+q, Л = Л^ и А- = T - kqA^+!i - 1, то представ-
ление А = А-Л А - 1 является I (r+,p)-факторизацией м.-ф. А на контуре Г . В 
частности, в случае V£ (T-kq - 1A - 1) > 0 (r+,p)-частные индексы м.-ф. А могут 
быть вычислены по формулам 

Ki = —ve (T-kq - 1A - 1) + k 

+card { j \ h - ( Հ , T - k q - 1A - 1) — h - ( Հ , T - k q - 1 A - 1) < i } , i = 1,...,n. 

Если V£ (r-kqA - 1) = 0, mo K1 = • • • = Kn = k. 

Доказательство: Из условий А е ( М - ( Г ) ) n x n и А - 1 е MFp(O -) следует, что 
число £ > 0 может быть выбрано таким образом, что м.-ф. А аналитична и 
det А = 0 в некоторой области, содержащее множество o'e+ \ O+. Поскольку 
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(r-kqA) G M - ( Г . ) , т о из т е о р е м ы 2.7 из [4], следует, что м.-ф. r-kqA допус-
кает WH(r, р ) - ф а к т о р и з а ц и ю относительно к о н т у р а Г^. В частности, э т а ф а к т о -
ризация одновременно я в л я е т с я и I(r+, р ) - ф а к т о р и з а ц и е й относительно к о н т у р а 
Г ; . У т в е р ж д е н и е относительно A+ G Rnxn, по существу, содержится в д о к а з а -
тельстве т е о р е м ы 4. Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что ф а к -
т о р ы A± и Л удовлетворяют условиям определения I(r+,р)-факторизации м.-ф. 

Г 

и р а в е н с т в а Л = rkЛ. 
П о л ь з у я с ь д о к а з а т е л ь с т в о м т е о р е м ы 8 и п о в т о р я я р а с с у ж д е н и я д о к а з а т е л ь -

с т в а т е о р е м ы 4 нетрудно убедиться в справедливости следующего у т в е р ж д е н и я . 

Т е о р е м а 9 . Пусть A G ( M - ( r ) ) n x n , 1 <p < ж и A - 1 G MFj,(О -). Тогда сум-
ма (r+ ,p)-частных индексов м.-ф. A совпадает с разницей количества полюсов 
и нулей функции det A в области О - с учетом их кратности. 

/,—- \ nxn 
З а м е ч а н и е 2 . Пусть A G [ M - ) и A - 1 G MF-(О-). В силу определения 

M  - q0 Г 

такой, что q0A G ( M - ) n x n . Тогда (q0A)  1 G MF-(О -). Теоремы 7 и 8 позволя-
ют строить I(r+,p)-факторизацию м.-ф. q0A. Факторизация м.-ф. A может 
быть восстановлена с помощью схемы, предложенной в работе [20]. 

A b s t r a c t . T h e paper considers a c lass of matr ix- funct ions defined on some con-
tour in the complex plane t h a t have meromorphic continuations in the interior or 
exterior domain of t h a t contour. T h e s e matr ix- funct ions generally do not admi t 
Wiener-Hopf s t a n d a r d factorizat ion. T h e paper s tudies the problem of index factori-
zation, which is a version of Wiener-Hopf factor izat ion. S o m e criterions for index 
factorizat ion and exact formulas for part icular indices are found along with a construc-
tive method which appl ies the factorizat ion t o solution of an explicit , finite sy s tem of 
linear a lgebraic equat ions . 
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