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АННОТАЦИЯ. В работе рассмотрены риски страховой компании, занимаю-
щейся только операциями с рентой. В условиях критической загрузки и 
правильного изменения хвоста функции распределения страховых выплат 
найдены асимптотики функций распределения процессов неразорения стра-
ховой компании. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

В настоящей работе рассмотрены риски страховой компании, занимающей-
ся только операциами с рентой. Страховая компания предоставляет клиентам 
постоянные выплаты, что с постоянной скоростью c < 0 уменьшает резервный 
фонд. Без нарушения общности пусть c = — 1. Это достигается выбором ДСНСЗК-

ной единицы. С другой стороны, страховые случаи (смерть клиента или преры-
вание договора) в случайные моменты t\,t2, . . . увеличивают резервы компании 
на величины невыплаченных рент X\,X2,... ֊ положительные, независимые и 
одинаково распределенные случайные величины (СВ). Моменты возникновения 
страховых случаев է\, էշ,... имеют распределение Пуассона с интенсивностью А, 
а страховые выплаты - функцию распределения (ФР) F (F(x) < 0 x < 0). Стра-
ховая сумма S(u) = Y_1 o<t-<u X i , которую компания выплачивает за промежуток 
времени (0, u], является обобщенным пуассоновским процессом с интенсивностью 
А и ФР страховых сумм F. Тогда 

О О ^Ա / Ч ՀՈ 

P{S(u) < x } = £  ee—ALF n (x), 
n=0 

где Fn теть ո-кратная свертка ФР F , F0 (x) = 1 при x > 0 и F 0 (x) = 0 при 
x < 0, a P - вероятность. Резервный фонд Y(u) = x — u + S(u) компании, где 
x 

(0, է] 
необходимо, чтобы u — S(u) < x при u € (0, t] (или u G (0, то]). 
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ФР процессов разорения 

r(t) = sup [и — S(u)] и r = sup [и — S(u)] 

0<u<t 0 < и < т о 

обозначим через W(t,x) и W(x) соответственно. Известно, что (см. [1], стр. 164) 

Гt x (1) W(t,x) = 1 — —dyP{S(y) < y — x}, 0 < x < t, J x У 

րՕՕ x 
(2) w(x) = 1 — -dyP{S(y) < y — x} = 1 — ешх, x > 0, 

x y 

где ш ֊ наибольший неотрицательный вещественный корень уравнения 

v(s) = s — Л(1 — ф(з)) = 0. 

при этом, (см. [1J, стр. 52, теорема 4) ш = 0, если 0 < pi и ш = 0, если р\ > 1. 
W(t, x) W(x) 

1) Преобразование Лапласа-Стильтеса (ПЛС) 

Փ(տ) = e - s xdF(x), Re s > 0, 
0 

допускает асимптотическое представление: 

(3) Փ(տ) — 1 + as - AsYնԼ, s j 0, A > 0 (1 < 7 < 2), 

где a ֊ матматическое ожидание Xi, а измеримая L(x) > 0 ֊ медленно 
меняющаяся функция (ММФ) на бесконечности (см. [2]). Если L ֊ ММФ, 
то (см. [3]) x sL(x) ^ 0 и x - SL(x) ^ 0 x ^ ж при любом 3 > 0 . Поэтому 

(4) Ф ) = s ^ L [ ֊ s ) 0, 1 <7 < 2, 

a 
2) Пусть р\ = Ла ^ 1. Обозначим 

1 Гх 
B = ЛА, р = |1 — р,\, F *(x) = — [1 — F (y)]dy, 

a 0 

ф*(s) = f e - s xdF*(x), ф*(s) = 1 —  Ф (^ , s > 0. 
0 
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2. П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Я В Е Р О Я Т Н О С Т И Н Е Р А З О Р Е Н И Я 

Теорема 1. Пусть {S(u) : 0 < u < то} сепарабельный, случайный процесс с 
переставляемыми приращениями, почт,и все выборочные функции которого ֊ 

u=0 
ствует распределение Uy (x) = U(x,y) такое, что 

W(t,x) = [ 1  — Լ  dyU ( x, y ),  0 < x <  t' 
I 1, x>t, 

րՕ 

W(x) = 1 — dyU(x, y) = 1 — e - u x, x> 0, 
J x 

где 
ՐՕ 

/ e - s y dy U (x,y)= e -™ ( s ), 
0 

a z = u(s) ֊ единственный корень уравнения v(z) = s в области Re s > 0. 

Доказательство: С учетом W(t,x) = 1 при x > t, из формул (1) и (2) имеем 
tx 

1 — —dyP{S(y) < y — x}, 0 <x < t, 
0y W ( t , x ) = I Jo y  y  

1, x > t, 

րՕՕ x 
W(x) = 1 — -dyP{S(y) < y — x}, x> 0. x y 

Известно, что (см. [1], стр. 67) 
ր О 

(5) e - s y-dyP{S(y) < y — x} = e - x u ( s ), Re s > 0. 
x y 

P{S(y) < y — x} = 0 y < x 

• x ՝ ՝ • _ = e - x u { s ) 
О 

e - s y xdyP{S(y) < y — x} = e 
Jo y y  

Так как e - x u ( 0 ) = e - xu, то, обозначив 

(6) v(x,s)= e - s y dyP{S(y) < y — x} = e - x ( u ( s ) - u ), 
J 0 y 

имеем ф(x, 0) = 1. Покажем, что функция գ>(x,s) вполне монотонна (ВМ), т.е. 
( — 1) n^s n ) > 0 (см. [5]). Очевидно, что функция e - x s ֊ ВМ. Покажем, что функ-
ция u(z) — и > 0 имеет ВМ производную. Так как u(s) ֊ решение уравнения 
v(s) = s, то, обозначив 

e(s) = 1 + А — գ = ф(„М), 

получаем 
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(7) ա(տ) = s + X — XfJ(s), 

(8) փ(տ + X — Хв(s))= Բ(տ). 

Из (8) заключаем, что (см. [5J, стр. 497) функция թ(տ) ֊ ПЛС для некоторой 
неубывающей функции. Не нарушая общности, предположим, что функция Բ(տ) 
является ПЛС собственной ФР (в противном случае, разделив e(s) на в(0) > 0, 
получаем в(0) = 1). Следовательно, (см. [5], стр. 495, теоремal), функция Բ(տ) 
ВМ, иначе, 

(9) (-1) кԲ ( հ )(տ) > 0, к > 0, տ > 0. 

Из условия (7) следует, что (ա(տ) — ш)' = 1 — Xe(s). Следовательно, 

( - 1 ) " ((ա(տ) — ш)') ( п ) = ( — 1)n(1 — Хв'(s)) ( s )  

= Х( — 1)n+1 (Բ''(տ)) { ո - 1 ) = X( — 1)n+1 (p ( n + 1 )(s)^ > 0, n > 1. 

Из (9) (при к = 1) получаем (ա(տ) — ш)' = 1 — Xp'(s) > 0 (для n = 0). Итак, 
функция (ա(տ) — ш)' является ВМ. Так как функция գ>(x, տ) есть суперпозиция 
ВМ функции e - x s и функции ա(տ) — ш > 0 с ВМ производной, то функция t(x, տ) 
ВМ (см. [5], стр 497). Поэтому, согласно теореме 1 из [1] (стр. 495) 

t(s,x) = e - s ydyG(x, y). 
•J 0 

Учитывая форму (6) функции t(x,s), по теореме единственности, получаем 
x 

ydyP{S(y) < y — x} = dy{e - x шG(x, y)}. 

Таким образом, функция U(x, y) = e - x uG(x, y) имеет ПЛС e - x^ ( s ), что заверша-
ет доказательство. 

Замечание 1. Если случайный процесс {S(u) : 0 < u < то} имеет плотность, 
то (см. [1], стр. 51) 

U ( ) [y xdP{S(u) < u — x} 
U (x,y)= j, du. 

/ о u dx 

3. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ 

Пусть 

'(t) = -(Y-1)(t) =  1  1  

J 2 ( ) tY-1 M(Y- 1)(t) ' 
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где M(y ^ (t) ֊ обратная к tY  1 /L(t) функция. Тогда (см.[3] 

1/(7 ֊1) 
Л Б) 

При р I 1 для величин порядка 

(Р/Б) 

L (7-1) 
Б 

— ) при pi I 1. p 

1 / ( 7 - 1 ) L(7-1) (Б/Р) 

также используем обозначение ш ~ ( р / Б ) 1 / ( 7 - 1 ) Լջ 7 - 1 ) (Б/р), предполагая, что 
р/Б ^ ^ и p1 I 1. 

Пусть функции V(s) и A(s) ֊ единиственные решения уравнений zY — z = ей 
zY + z = s (s > 0^, с условиями V(0) = 1 и А(0) = 0 (см., например, [4]), тогда 
имеет место следующий результат из [4]. 

Л е м м а 1. Если а(р) 0 при условии (3), то 

ш(а(р) s) ^ fj(p)A(s)Lo, р1 ̂  1, 

где 

в(р) = 

а БР )  

Р 
Р ) 

БJ 

1/(7-1) 

1/(7-1) 

а{р) 
Б 

1/7 

а (р )  =  o (Рш ) ,  р1 i 1, 

а (р )  =  o (Рш ) ,  Р1 I 1, 

а (р )  ~ o(pш), Р1II1, 

рш = o ( a (Р ) ) ,  р1 I i 1, 

1, a (p )  =  o (Рш ) ,  Р1 i 1, 
^ а (Р )  =  o (Рш ) ,  Р1 I 1, 
V(s), а (Р )  ~ рш, Р1 i 1, 
A(s), а (Р )  ~ рш, Р1 I 1, 
S 1 /Y, рш = o ( a ( p ) ) ,  Р1 I I 1, 

Lo 

L (7-1) 

L (7-1) 
р  

Г ( 7 ) I  Б 

Լ շ  [ 0 ( р ) 

а (р ) =  o (Рш ) , р1 i  1 ,  

а (р ) =  o (Рш ) , р1  1  1,  

а (р ) ~ Рш) , Р1 U  1 ,  

Рш =  o (a (p ) ) , Р1 I 1 Լ 

Из формулы (2) и леммы 1 следует, что 

ш ~ 2 

1 
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Теорема 2. Пусть выполнено условие (3) и $(р) ^ 0 щи р1 ^ 1, тогда предел 

lim P{d(p)r < x} = 1 — e ֊ x , x > 0, 
Рг[1 

существует в том и только том случае, когда 

т ( B ( B ) ~ ш. 

Пусть а(р) ^ 0 при р ^ 0 и в(р) определено как в лемме 1. При согласованной 
сходимости ta(p) ^ т, 0 < т < то верно следующее утверждение. 

Теорема 3. Пусть выполнено условие (3). Если $(р) ~ e(p)L0  пРи Р ^ 0 и 
t ^ то так что ta(p) ^ т, 0 < т < то. то существует предел 

lim P{&(p)r(t) < x} = 1 — ( dvU0(x, v), x > 0, 
( p , t ) Jo 

где через (р, t) обозначена nара р ^ 0 t ^ то и 

0 

В остальных случаях 

/ e֊ s vdvUo(x, v) = e ֊ s A ( s ) , s > 0. 
0 

lim P{&(p)r(t) < x} = 1, x> 0, 
(p,t) 

где 0(p) = а(в(р)Ьо)и в(р)Ьо = o(0(p)). 

Доказательство: Из теоремы 1 имеем 
(10) 

PWp)r(t)<x} = P { r ( t ) < } = \ 1  — Jx  d y U { W ) , y l  0 < x < ^ 
* ' x 

x > td(p), 

(11) / e ֊ s y dy U (x,y)= e ֊ x w ( s ՝ )  

0 

y= 
v/a(p), получаем 

{1 —[ Ո d v 0 < x < Щр), 
J x \ # ( р ) а(р) J -  yHh  

1, x > Ы(р), 
и 

По лемме 1, ш(a(p)s) ~ քՅ(բ)ձ(տ)ն0 щ и р1 ^ 1. Следовательно, по обобщенной 
теореме непрерывности (см. [5], стр. 488), из (12) заключаем, что невырожденный 
предел 
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( x V 
U0(x, V) = lim U 

P^o \д(р) a(p) 

существует тогда и только тогда, когда $(р) ~ в(р)L0. Остальные случаи $(р) = 
o(e(p)L0) и e(p)L0 = o($(p)) являются вырожденными, т.е. в этих случаях 

lim P{&(p)r(t) < x}, x > 0. 
( p , t )  

Переходя к пределу в формуле (12), получим 

/ e - s v dv U0(x,v )= e - x A ( s ). 
0 

Так как ш(s) = s + A(1 — ф(ш(s))) > s, то при $(р) ~ (3(p)L0 получаем, что для 
произвольного s, когда р < р0, справедливо соотношение 

a (p ) s  a (p ) s .  ш ( a (Р ) s ) Բ ( p ) L 0 A ( s ) л( ) !՝֊> < !՝֊> = A( s ) 
0(р) p(p)L0~ e(p)L0 e(p)L0 { ' 

Таким образом, 

a(p) ^ A(s) < 
( 1 3 ) Щ й <—  p< p 0. 

s 

a(p) a(p) 
( 1 4 ) m ~ J p k ^ 0 п р и p ^ 0 , 

Поскольку ta(p) ^ т (0 < т < ж), то, учитывая (14), получаем 

(15) lim P{&(p)r(t) < x} = 1 — [ dvU0(x, v), 
(P,t) J0 

При этом, так как x < t-d(p) = ta(p) OP —j) ж, то это соотношение верно для 
x > 0 

Замечание 2. При фиксированном t и произвольном $(р) таком, что $(р) ^ 0 
при р ^ 0 верно соотношение 

lim P{&(p)r(t) < x} = 1, x > 0. 
p^0 

Abstract . The paper considers the risks of the insurance companies that conduct 
purely rent operations. The asymptotic of certain distribution functions are found in 
the case of a heavy traffic and regular tail variation of the premium distribution 
function. 
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