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А Н Н О Т А Ц И Я . В работе дается представление классических нулевых про-
странств Бесова посредством так называемых "В-произведений" с обобщен-
ными нулевыми пространствами типа Бесова, порожденными вполне пра-
вильными многогранниками. Доказывается оценка для К-функционала Пет-
ре и интерполяционная формула "вещественного" метода для пар "В-произ-
ведений". Приводятся некоторые применения полученных результатов. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

В монографии [1] X. Трибель предложил задачу характеризации интерполя-
ционных пространств "вещественного" метода для пары классических анизотроп-
ных пространств Бесова с разными анизотропиями. Как оказалось (см. [2, 3]), в 
случае несовпадения анизотропий пространств рассматриваемой пары, интерпо-
ляционные пространства "вещественного" метода характеризуются в терминах, 
так называемых, "В-произведений" пространств типа Бесова. Наиболее важным 
является случай "произведения" нулевых пространств (как видно из определения 
6, общий случай получается применением оператора "поднятия"). 

Возникает вопрос: можно ли характеризовать "В-произведение" пары нуле-
вых пространств типа Бесова (см определение 5), как В-прост,ранет,во из того 
же семейства пространств типа Бесова? 

В общем случае ответ отрицательный, поскольку, как доказано в [3], простран-
ства "с доминирующей смешанной производной" (которые, вообще говоря, не вхо-
дят в семейство В-пространств из определения 5), являются "В-произведениями" 
соответствующих пар пространств типа Бесова. Однако, как показывает теорема 
2, "В-произведение" классических нулевых пространств Бесова и В-пространств, 
порожденных вполне правильными многогранниками, остается классическим ну-
левым пространством Бесова. 

Теорема 2 позволяет явно описать интерполяционные пространства "веще-
ственного" метода для пар классических анизотропных пространств Бесова с 
разными анизотропиями. 

На протяжении всей работы будем ползоваться следующими обозначениями: R, 
- n-мерное евклидово пространство, 
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F - оператор преобразования Фурье F  1 ֊ оператор обратного преобразования 
Фурье, 

C T O (R n ) ֊ множество бесконечно дифференцируемых функций, определенных 
на R n , 

S = S ( R n ) - Класс Шварца быстро убывающих бесконечно диифференциру-
емых функций, определенных на R n , 

S' = S'(Rn) ֊ пространство медленно растущих обобщенных функций, 
Mp ֊ пространство мультипликаторов Фурье типа (p,p), 
(A 0 ,A 1 )^ , q ֊ интерполяционное пространство, "вещественной" интерполяции, 
A0 + A1 ֊ сумма, a A0 Ո A1 ֊ пересечение Банаховых пространств A0 и A1 в 

смысле теории интерполяции. 
Знак ~ означает двустороннюю оценку. Если բ(Հ) ~ v(£), Հ е R „ , то будем 

говорить, что функции թ и v эквивалентны. 

2. О С Н О В Н А Я Л Е М М А 

Определение 1. Непуст,ой многранник R с вершинами а0 = (0,..., 0), а? = 
(а 31 ,...,а?п) (а? > 0, i = l,...,n, j = 1,...,N) называется полным, если R 
имеет вершины, на каждой координатной оси, отличные от начала координат. 

R 
мали (n — 1)-мерных некоординатных граней, многогранника R имеют положи-
тельные координаты. 

R 
N 

(1) М 0 = 1 + £ 1 £ Г , 
1=1 

R 
R 

R 
в Rn-^լ, за исключением единственной вершины,, которая лежит на n-ой оси 

R n 
n 

n 
треугольной пирамидой. 

n 
всех координатных осей. . 

Л е м м а 1. Порождающая функция բ(է) произвольного вполне правильного мно-
R 

числа операций сложения и умножения конечного числа функций, порожден-
ных треугольными пирамидами. 

Доказательство: Шаг 1. Пусть 0 = m0 < m1 < ... < mM - n-ые координаты 
R 

Pk = {x = (x1, ...,xn) е R „ : xn = mk}, k = 0 , 1 , . . . , M . 
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Обозначим через R'k проекции на R n _ i сечений многогранника R гиперплоско-
стями Pk, к = 0 ,1, . . . , M. 

Пусть { թ յ }jL0 - набор вершин многогр анника R'k, к = 0, 1,...,M, е > 0. 
Обозначим через (R ' k ) 1 + е многогранник с вершинами {(1 + е)в}^Լ0- Поскольку 
многогранник R - вполне правильный, то имеют место включения R'k С R0, 
к = 0 , 1 , . . . , M , где R0 - основание многогр анника R , лежаще е в Mn_i- Причем 
некоординатные грани многогранников R'k и R0 не касаются друг друга. Тогда 

е > 0 
(Rk ) 1 + е С R0, к = 0 , 1 , . . . ,M, без касания некоординатных граней. 

R k к = 0, 1 , . . . , M 

((1 + e)e j, 0), (в ,mk), (0, тм), j = 0,...,Nk. 

Основанием многогранника R k является многогранник (Rk ) 1 + е , а вершины мно-
гогранника R k лежат на трех параллельных плоскостях: P 0 , Pk, и PM, т.е. 

(2) ((1 + e)e j, 0) е P0, в ,тк) е Pk, j =0,...,Nk, (0,тм) G PM . 

Обозначим, далее, через R0 многогранник с основанием R0 и единственной вер-
(0, mk) вне R n _1. Построенные многогранники {Rk} к м =0 обладают следу-

ющими свойствами: 

R0 С R к = 0, . . . , M 
R 

R k к = 0, . . . , M 
Пусть J - выпуклая оболочка вершин многогранников { R k } յ ւ 0 - Поскольку вы-
пуклый многогранник является выпуклой оболочкой своих вершин, то 

(3) R = J . 

Если через {բk } յ ւ 0 обозначить функции, порожденные многогранниками { R ^ j ^ , 
то формула (3) означает, что 

м 

(4) ц - Ц0 + Hk. 
k=1 

Таким образом, общий случай произвольного вполне правильного многогранника 
свелся к случаю конечного числа вполне правильных многогранников { R k } յ ւ 0 с 
вершинами, лежащими на трех гиперплоскостях, параллельных М„_1 (за исклю-

R 0 
Причем, на третьей гиперплоскости PM лежит всего одна вершина (0, т м ) . 

Шаг 2. Рассмотрим многогранник R k и порожденную им функцию թk (к = 
1 , . . . , M) R k 
жат на трех гиперплоскостях P0, Pk и PM. Выразим порождающую функцию թk 

Rk 

ников с вершинами, лежащими на двух гиперплоскостях. Обозначим через ^ 
функцию, порожденную многогранником Rk- Тогда согласно (2) имеем 

(5) ^ ( Հ ' , Հ ո ) - ( Հ ( Հ ' ) ) 1 + E + ձ(ГЖпГ + U m M , Հ' = (ե,...,Հս_1). 
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Rk 
n 

вполне правильный четырехугольник с единственной вершиной вне координат-
Pk 

ординатными гранями. Вершины получившегося четырехугольника согласно (2) 
имеют вид 

O = (0, 0), A = ( ( 1 + e)a,, 0) , B = (a,mk), C = (0, mM). 

Продолжим отрезок [A, B] до пересечения с n-ой осью координат. Получившуюся 
точку обозначим через D = (0,dk). Далее, из точки A проведем прямую, парал-

[B, C] n 
точку обозначим через E = (0,ek). Тогда 

(6) dk =  m k + £ ) , ek = (1 + e)(mM — mk). 

Положим dk = (mM — ek )/(dk — ek). Заметим, что величины (6) и dk не зависят от 
a 
угольник вполне правильный, то 0 <$k < 1. Поскольку mM = (1 + dk)ek + dkdk 

и mk = dkdk, то , п о л а г а я 

(7) Հ ( Հ = M(C)) 1 + e + l£n|efc, Mk ( Հ ' = M(C)) 1 + e + \Udk, 
из (5) получаем 

(8) Mk - M ) 1 -* к (Mi f k . 

Заметим, что функции M°k и Mk и з (7) порождены вполне правильными мно-
n 

n-ой оси координат с общим основанием (R ' k ) 1 + е и с вершинами E = (0,ek) 
и D = (0,dk) соответственно. Функции M )1 -^к и M Ук тоже порождены n-
мерными прямоугольными пирамидами с основаниями, лежащими в R n - 1 и с 
вершинами (0,ek(1 — dk)) и (0,dkdk) соответственно. Подставляя (8) в (4), полу-
чаем 

M 

(9) M - M0 + Y.(M°k)1 -*k (Mk)» k. 
k=1 

Таким образом, функция Mj порожденная произвольным вполне правильным 
многогранником, посредством операций сложения и умножения представляет-
ся в виде конечного числа функций (а именно, функций M0> (Mk) 1 -- в к, (Mk)' в к՛ 
к = 1,..., M) , порожденных n-мерными пирамидами относительно n-ой оси ко-
ординат. 

n 
n 

n 
n n 

координат. Зафиксируем (n — 1)-ую ось координат и повторим рассуждения ша-
n 

n 
рамидами, как относительно ПОЙ, так и (n — 1 ) ֊ой осей координат. Подставляя 
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полученные оценки для функций / 0 յ (/k) 1_' в к и ( л k к = 1,..., M (порожден-
ных n-мерными пирамидами относительно ո-ой оси координат) в (9), получим 
оценку функции л посредством конечного числа операций сложения и умноже-

n 
сительно n-ой, так и (n — 1 ) ֊ой оси координат. Продолжая описанный процесс 
относительно остальных координатных осей, получим требуемую оценку функ-
ции л посредством конечного числа операций сложения и умножения конечного 

n 
координат. 

3. П Р О С Т Р А Н С Т В А Т И П А Б Е С О В А 

Определение 3. Будем говорить, что положительная функция л е CTO(R„) 
полиномиального роста принадлежит множеству G+, если существует по-
стоянная c > 0 такая, что для любого мультииндекса а с компонентами из 
множества {0,1} и любо го է е R n , ПГ=1 է = 0 имеет место неравенство 

(10) \t aD a/(0\< c/(0 

З а м е ч а н и е 1. Из теоремы П. И Лизоркина о мультипликаторах Фурье (см. 
[4JJ и оценки (10) следует, что ограниченные в К n функции из G+ являются 
мультипликаторами Фурье типа (p,p), 1 < p < ж. 

О п р е д е л е н и е 4. Пусть 1 < p < ж, —ж < s < ж и л е G+. Положим 

Щ(л, Rn) = Щ(л) = f е S' : \\f = \F _ 1 { л s F f } < 
. 

Если положить (оператор "поднятия") 

(11) կտ = F_1 { / _ s F } , л е G+, —ж < s < ж, 

то определение пространств Соболева-Лиувилля можно записать в виде 

И  (Л ) = Կտ  Lp. 

Определение 5. Пусть 1 < p < ж , 1 < Գ < ж , —ж < s < ж , Л е G+. 

( ) Б°%(л, R„) = Б°%(л) = ИКл), И_ 1(/)) 2q , 
я;л ( / ) = կտ Б% (л). 

В [5] доказано, что рассматриваемые пространства типа Бесова могут быть 
представлены следующим образом 

^ ^ =  Б1,ц  (л )  

(12) f е S'(Rn): \\f\\в. , (м) 

+ 1/2„1+s 
F _1 Ч + - Г ֊ Ff 

Л2 +1 

q ֊I 1 / q q dt 
<ж 

Lp (R ) t n ) 

с обычными видоизменениями при q = ж. 
Наиболее важным при рассмотрении пространств типа Бесова, как и В-произ-

ведений (см. следующий параграф), является случай "нулевых пространств", т.е. 
пространств с нулевым верхним индексом. Как видно из определения 5, общий 

) L 

CXJ 

о 
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случай получается с применением оператора "поднятия" (11). Следующие рас-
смотрения посвящены именно этому случаю. 

Теорема 1. Пусть M,v G G+ и 1 < p < ж, 1 < q < ж, тогда 

а) B%(M) Ո B%(v) = BP q(M + v) Ո B% (jMVv 

6 ) B%(M) + B%(v) = B% (M + v) + B% 
Mv 

' 4 M + v, 
Д о к а з а т е л ь с т в о : Используя (12), замечание 1 и теорему 1 из [7], имеем 

q  
1в% ( ֊ + ) F 1 t 1 / 2(M + v) Ff 

+ 
£1/2 1+v 

F-1 1 v  

1+v 
1v + է 

< С 

/о 

F 1 
է1/2 M 

F ՜ 

(M + v ) 2 +1 

է 1/ 2 1  

Ff 
dt 
J + С 

(M + v)2 + է q  

dt 
՜է՜ 

ь. 
t 1 / 2v 

dt 
T 

Ff 

Ff 
1 + +է 
1 v 

dt ր 
՜ + ч 

F 

F  -

p 

1 

(M + v ) 2 + է 
Ff 

dt 
T 

է 1/ 21 
1 ֊ Ff 

M + + է i v 

dt 
՜է 

< С 
Аналогично имеем q  

B° (1) + Wf WBo (v) + ՝ B P q ( 1 / 1 ) + f Ոօ,է (1/v)) 

՝ B ° p , q ( 1 ) n B 0 p ։ q ( v ) < 
С F - 1 t 1 / 2 

M v 
+ 

С 
Jo 

< c ' 

F - 1է 1 / 2  

F - 1է 1 / 2  

F - 1է 1 / 2  

M 2 + է v2 + է 

Mv (M + v) + t(M + v) 

Ff 

Bp,q (1)nBPq ( v ) . 

q ժէ 
r է 

M 2v 2 + t(M2 + v2) + է2  

Mv (M + v) 

Ff 

M 2v 2 + t(M2 + v2)_ 

է(բ + v) 

Ff 
b p 

q ժէ 
Ь է 
ь р 

dt 
т 

£(м 2 + v2)+ է2_ 
Ff 

q ժէ 
Ь է 
ь р 

+ 

F - 1է 1 / 2  

F - 1է 1 / 2  

1v 
1+v 

J + v ) +1 
1+v J 

M+v (M + v ) 2 + t_ 

Ff 

Ff 

dt 
T 

b p 

q ժէ 
b p

 t 

-  l l B p J ֊ + ) + f ^ k . q d + v)  - W f W9B0p։q ( f V )rB°p։q ( ^ 

Утверждение а) доказано. Утверждение б) вытекает из утверждения а) при ис-
пользовании соображения двойственности (см. формулу (3) из [8]). 

q  
о о 

О ь p  

X. 

О 

q  q  
о о 

О О ь p  q  
ОО 

1 1 

ь ь p  p  

q  q  

О О 

о p  

X. 

q  

о 
q  

X. 

2 о 

ОО 

О 
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З а м е ч а н и е 2 . Из теоремы 1 работы [7] имеем для л е G+ 1 < p < ж и 
1 < q < ж 

М= Б ° . ( 1 +  Л  B p , q ( / ) =  Bp,q (Л^ =  Б°рл ^ 
л 

л 
Б 0 p' q\ 1 + л2 

Заметим, что л + 1/л > 1 • Таким образом, рассматривая нулевые простран-
ства типа Бесова, можно считать, что л(0 > 1- Если положить л = X/р, 
X, р е G+, то получим 

'А\ „0 (р \ „ 0 (X2 + р2\ 0 f Хр 
BV,q Б ™ ( X BV,q Б 0  

р) — VX/ — V Хр J  p' q\ X 2 + р2  

Замечание 3. Полагая в теореме 1 л = X/р и v = 1, получаем 

X \ . „0 ( р 

БРЛ J ՝ Ո L 

p  Б 

Б 0 X ) + Lp = б 

0 
p' q\ X + р 

A 

Б 

0 +Б 

0 
p' q\ X + р 

р  

0 
^УР! 1  p X + р ; 1 ~ p' q\X + р 

для X, р е G+ and 1 < p < ж , 1 < q < ж. 

4. " В - П Р О И З В Е Д Е Н И Я " П Р О С Т Р А Н С Т В Т И П А Б Е С О В А 

Впервые В-произведепия пространств типа Бесова были рассмотрены в [2, 3]. 

Определение 6. Пусть л,v е G+ 1 < p < ж , 1 < q < ж и —ж < s,m < ж. 
Определим пространство 

Bp,q (л) • Бт (v) = I„svm (Б0q (л) • B0q (v)) , 
где 

B°p,q(л) • Б1 q ( v ) = {f е S'(Rn) : \\f \ \ B 0 ։ q (м) .Е° Р ։ Ч (v) 

1/q րՕՕ րՕՕ 
F _ t 1 / 2л u1 / 2v 

Ff 
q  

dt du 

Lp (R 
) t u 

n )  

<ж л 2 + t v2 + u 

с обычными видоизменениями при q = ж. 

Будем рассматривать В-произведения пространств типа Бесова, порожденные 
вполне правильными многогранниками. 

Пусть задан вполне правильный многогранник R с вершина ми а 0 = ( 0 , . . . , 0), 
a j = (օղ,..., аП) (aj > 0 i = 1,... ,Щ j = 1..., N)• Порождающая функция л(0 

R 
натных осей функцией полиномиального роста, и для нее выполняется оценка 
(10). Чтобы обеспечить бесконечную дифференцируемость л(0 И н а координат-
ных осях, рассмотрим функцию: 

1/2 
!-2 ) а\ 

N 

(13) v(i)= {1 + Y,U(1+ 
j = 1 i=1 

Из полной правильности многогранника R следует, что л ~ v, кроме того v е G+. 
R 

1 
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пространств H p(v ) и Bpq (v), где 1 < p < ж , 1 < q < ж , —ж < s < топ 
функция v G G+ определена в (13). Для порождающих функций /л(^) из (1) 
соответствующие пространства определяются как пополнение класса Шварца S 
в определенных выше нормах. Из соображений плотности следует (см. [6]), что 
при 1 < p < ж , 1 < q < ж  и —ж < s < ж 

H sp(p) = HS(v) и (р) = б°рл(v). 

Если многогранник R является n-мерной треугольной пирамидой, то рассмат-
риваемые H и Б пространства совпадают с классическими анизотропными про-
странствами Соболева-Лиувилля и Бесова соответственно. Кроме того, если по-
ложить в (12) /л(^) = 1 (многогранник R совпадает с началом координат), то для 
произвольных 1 < q < ж и —ж < s < ж получим Б0 (1) = Lp, 1 < p < ж. 

Следующая теорема посвящена наиболее важному случаю произведения ну-
левых пространств. 

R 
цией v из (13), 1 < p < ж и 1 < q < ж. Тогда 

(14)  B 0,q  ( v ) •  B 0,q =  B 0,q, 

где Б0 q ֊ классическое изотропное пространство Бесова. 

Доказательство. Как показано в [9], нулевые анизотропные пространства Бе-
сова не зависят от анизотропии. В терминах определений 1 и 2, это означает, что 

n 
дами совпадают. Если функция А порождена произвольной n-мерной треуголь-
ной пирамидой (см. (1), (13)), a B0 q ֊ классическое изотропное пространство 

Бесова с порождающей функцией (1 + J2 ГП=1 , то 

(15 ) B 0pq (А) = Б0,q. 

Тогда для произвольных двух n-мерных треугольных пирамид с функциями А и 
р из следствия 1 (см. [2]) имеем 

(16 ) B 0pq (А) • Б% (р) = Б0 ^ (А) • B 0pq(А) = B 0pq (А) = B 0pq. 

Пусть 
T L 

(17) v vk, vk = J J Аk,e, 
k=1 1=1 

R 
леммы 1, причем функции Аk^ (k = 1,... ,T, i = 1,..., L) порождены n-мерными 
теугольными пирамидами. Из (17) и теоремы 1 имеем 

T 

(18) (v) D p (vk). 
k=1 

Тогда 
T T 

B 0,q  ( v ) •  Бр ,q  D Ո  Б ,q  ( vk  ) ^  BP,q] = Ո \-БРЛ • • •  АkL ) •  B < p,q  ( Аk1 )] 
k=1 k=1 
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(19) 
T т 

= Ո \ ֊ B p , q ( Х к 2 • • •  ճ հ լ ) •  B p , q ^ = ••• = Ո \ ֊ B p , q ( ճ հ լ ) •  B p , q =  Bp,q• 
k=1 к=1 

Первое вложение в (19) написано на основании (18), второе равенство ֊ на осно-
вании (15) и (17), третье и последующие равенства ֊ на основании теоремы 4 из 
[2], а последнее равенство написано на основании (16). Аналогично доказываем 
обратное вложение: 

т т 

BP,q  ( v ) •  BP,q  С [BP,q  ( vk  ) •  BP,q] = ^ [BP,q  ( Ak1Ak2 • • •  AkL ) •  BP,q  (AkO] 
k=1 k=1 

[BP,q  ( Ak2 • • •  AkL ) •  BP,q  ( Ak1^ = • • • = [BP,q  ( AkL ) •  BP,q  ( Ak1^ =  BP,q • 
k=1 k=1 

5. И Н Т Е Р П О Л Я Ц И Я В - П Р О И З В Е Д Е Н И Й 

В [10, 11] было доказано, что пары {H^(p), H^(v)} и {Bp,q(p),Bp,q(v)} про-
странств типа Соболева-Лиувилля и Бесова квазилинеаризуемы (см. определе-
ние 1.8.4 из [12]). Следующая теорема доказывает справедливость аналогичного 
утверждения для В-произведений. 

Т е о р е м а 3. Пусть p, v,A, р G G+ 1 < p < ж , 1 < q < ж . Если 

(20) BPq (p) • BPq (V) = BPq ^ • B^ ^ 

то интерполяционная пара В-произведений 

{ Bp,q (p) • Bp,q (V) , Bp ,q (A) • B^ (р) } 

квазилинеаризуема с помощью операторов 

Vo(t) = F ֊ 1 tAp 
F , V (t) = F ֊ 1 pv 

F 
pv + tAp \ { pv + tAp 

Доказательство. Прежде всего заметим, что V0(t)+V1 (t) = E,t > 0. Поскольку 
(см. замечание 1 и [4]) 

tAp 
Г" G Mp, pv+tAp pv+tAp 

G Mp, t > 0, 

t 

( 2 D WV0 ( t ) f h i , q ( , ) B p , q (V) < С \\ f կ , q ( թ ) • B } , q (V) , 

( 2 2 ) WV0 ( t ) f ՝\BP , q(A) • Bp , q (p) < С \\ f \\BP , q (A) • Bp , q(p) • 

Используя (20) и теорему Фурье из [4] имеем 

_1 tAppv 
\\Vo(t)f \\ 

Bp,qM • Bp , q (V) 

F -

F-1  t A p p v F f 

pv + tAp 

+ t \ F f pv + tAp 

1 tpv 

B0, q (A) • Bp , q (p) 

F -
pv + tAp 

Ff 
Bp , q (A) • Bp , q (p) 

BP, q (Բ) ^ BP , q (V) 
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(23) <  c t\\ f\BlaW-B1 (р), 

F 

mm (X)Bp 

_ ֊լ Xpfv 

q (P) 

f v + tAp Ff 

F -  A p f v F f 

fv + tAp 

1  AP 
B 0 , q ( l ) ' B 0 q q ( v ) 

(24) 

p> p, q՝՝ 

С , 

F -

fv + tAp 
Ff 

B P , q ( l ) B l q q ( V ) 

< 
t \\BP , q (v) BPq q (V). 

Неравенства (21)-(24) показывают, что выполнены все условия квазилинеаризу-
емости (см. определение 1.8.4 из [12]) пары рассматриваемых В-произведений. 
Таким образом, теорема доказана. 

Непосредственым следствием свойства квазилинеаризуемости является дву-
сторонняя оценка K-функционала Петре (см. лемму 1.8.4 из [12]). 

Следствие 1. Пусть f,v G G+ и 1 < p < ж , 1 < q < ж , тогда 
_չ tfvAp 

(25) K (t, f ; Bp q q ( f ) • Bp q q (v), Bp q q (A) • Bp q q (p)) F  -

fv + tAp 
Ff 

BP, q (l) B0 q q (V) 

где f G Bp q q ( f ) • BP q q (v) + BP , q (A) • Bp q q (p)u t> 0. 

Теорема 4. Пусть f,v,A,p G G+, 1 < p < ж , 1 < q < Ж 0 < $ < 1. Если 
выполняется равенство (20), то 

(26) (Bpq q ( f ) • Bp q q (v), Bp q q (A) • BPq q (p)) = 1{^)1-*(Хр)* Bpq ( f ) • B^ (v)] . 

Доказательство. С помощью (25) и определения метода вещественной интер-
поляции (см. [12]), оценим норму интерполяционного пространства слева в (26): 

- t-*q 
Jo 

F -  t f v A p F f 
fv + tAp 

BP , q (^) B0q q (V) 

dt 
T 

(27) F , , } X p J f v ) l ֊ * ( A p ) * F f 

p q q  

F + 1 Хр 

dt 

B P , q ( l ) B 0 , q q ( V ) 

Из теоремы 3 из [8] и (27) 

(շտ) \\f \\q - | | F ֊ w ^ v m ||Bp , q ( ^ ) . Bp, q BPp , q (v) • 

Для оценки нормы справа в (28) воспользуемся свойствами В-произведений (см. 
[2]). Из теоремы 4 из [2] и (20) имеем 

B°PA AP) • Bpqq(f) • Bpqq(v) = B0qq ԼApj • B0qq(f) • B 0Ptq(v) • B^(A) • B^q(p) 

(29) = B0qq ( f v ) • B 0ptq ( f ) • B0qq (v) = B°p<q ( f ) • B 0p<q (v) • 

Подставляя (29) в (28) приходим к (26). Теорема доказана. 
Теорема 2 и результаты работы [2] показывают, что во многих интересных 

случаях условие (20) теорем 3 и 4 выполняется. 

BP,q (Х) • Bp,q (р) 

q  
q  

ОО 

0 
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6. Н Е К О Т О Р Ы Е П Р И М Е Н Е Н И Я 

В [2] доказано, что ннтерполяцноное пространство, полученное методом ве-
щественной интерполяции для пары пространств типа Бесова, описывается в 
терминах В-произведений, а именно, имеет место следующая теорема. 

Т е о р е м а 5. Пусть p,v G G+ and 1 < p < ж , 1 < q < Ж 0 < $ < 1. Тогда 

(30) B ^ q (p), Bl ^ q (v )) = Bl  -q»(p) • BՀ q (v )• 

Равенство (30) с помощью оператора поднятия (11) можно записать в виде 

(Bpq (p՝), Bp, q (v))^q = կ 1-V \_Bp, q (p) • B°pq (v)] • 

Теперь применение теоремы 2 приводит к следующей теореме 

p 
многогранником, а функция v порождена n-мерной треугольной пирамидой. То-
гда при p, q, $, 1 < p < ж , 1 < q < ж и 0 < $ < 1 

( B p , q  (p ),  B p , q  ( v )) # , q = կ  1  Bp°, q, 

где B՝0qq классическое изотропное пространство Бесова. 

Возвращаясь к нулевым В-пространствам, на основании теоремы 2 можно 
доказать следующую теорему вложения для пространств, порожденных вполне 
правильными многогранниками. 

p 
многогранником, 1 < p < ж. Тогда 

(31) a) BO,q С BO,q (p) С Lp при 1 < q < min{p, 2}, 

(32) b) Lp С B°°qq(p) С B0qq при min{p, 2} < q <ж• 

Доказательство: Правое вложение в (31) и левое вложение в (32) следуют из 
теоремы 3.1 из [3]. Пусть 1 < q < min{p, 2}. Тогда, как известно (см. [12]), для 
классических пространств Бесова имеет место вложение B ^ С Lp. На основании 
теоремы 2 имеем 

Bp,q =  Bp,q  ( P ) •  Bp,q  С  Bp,q  ( P ) •  LP =  Bp,q  (P )• 

min{p, 2} < q < ж 

Bp,q =  Bp,q (P ) •  Bp,q  D  Bp,q  ( P ) •  LP =  Bp,q (P )• 

Теорема доказана. 

A b s t r a c t . The paper derives a representation of classical Besov zero spaces 
by means of the so called B-products of the generalized Besov type zero spaces, 
generated by completely regular polyhedrons. Peetre's K-functional is estimated and 
an interpolation formula of "real method" is proved for pairs of B-products. Some 
applications of these results are given. 
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