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Р е з ю м е . В работе рассматривается уравнение Винера-Хопфа с ядром, пред-
ставляющим собой суперпозицию комплекснозначных экспонент. Это уравнение 
возникает в кинетической теории газов, в теории переноса излучения и др. При-
менением специального трехфакторного разложения исходного необратимого опе-
ратора удаётся свести уравнение к решению двух простых вольтерровых урав-
нений и одного интегрального уравнения Винера-Хопфа со сжимающим опера-
тором. Доказывается также структуральная теорема существования. 

§0. В В Е Д Е Н И Е 

Рассмотрим интегральное уравнение Винера-Хопфа 

ր СО 

f ( x ) = g ( x ) + K(x-t)f(t)dt (0.1) 
Jo 

с комплекснозначной ядерной функцией 

К{х)= е ՜ ^  Xpdcr{p), a = Re А > 0, [а, Ь) С [0, +оо ) . (0.2) 
J a 

Здесь g(x) £ £ i ( 0 , + о о ) и сг(р) ՜ неубывающая функция на [а, Ь). Граничными 

условиями являются 

! Ь Ш = Г \K{x)\dx=l. (0.3) 
J a aP J-ос 

Заметим, что уравнением (0.1)-(0.3) описывается ряд нестационарных задач 

физической кинетики : в частности, нестационарная задача переноса излучения 
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монохроматического рассеяния (см. [1]), нестационарное модельное кинетическое 

уравнение, т.е. классическая задача Рэлея (см. [2]) и др. 

В настоящей работе доказывается структуральная теорема существования ре-

шения задачи (0.1)-(0.3). Подход основан на применении специального фактори-

зационного метода. 

1. В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н Ы Е С В Е Д Е Н И Я 

Пусть Е+ - одно из следующих банаховых пространств _Lp(0,+oo), 1 < р < сю 

(обозначим Lao = М + ) . Кроме того, пусть L i = Ь \ {—оо,+оо) , а С и ( 0 , + о о ) -

пространство непрерывных функций, имеющих конечный предел в + о о . Через О 

обозначим класс интегральных операторов Винера-Хопфа : если К £ О, то 

( k f ՝ ) ( x ) = J K ( x - t ) f ( t ) d t , К e h . (1.1) 

Оператор К £ О действует в Е + , причём справедлива следующая оценка для 

нормы : 

' К < բ = \K(x)\dx. (1.2) 
Е + J - oo 

Через 1 — ճ(տ) обозначим символ оператора J — K(s) для i f £ О, где 
ր СО 

K{s)= / e i s xK(x)dx 

K{±s i ) = l = [ 
J a 

есть преобразование Фурье от К(х). Если - нуль символа 1 — К(տ), то տշ = —si 

также будет нулём этого символа, т.е. 

Г 1 1 1 

Через S l ± С 12 обозначим подклассы следующих простых вольтерровых операто-

ров U± £ fi± : 

(u+f) (х) = (Բ- is,) J" e ֊ ^ ֊ ^ f ( t ) dt, (1.4) 

( U - f ) ( x ) = (p + i82) Г e-№-*)f(t)dt, (1.5) 

J X 

где (3 > 0 - произвольное число. Через J±<3>± обозначим обобщённые резольвенты 

операторов J — U±. Легко убедиться, что 
(ф+/) (ж) = (р ֊ is0 J e ֊ " ^ f ( t ) dt, (1.6) 

( ф _ / ) (ж) = ( p - i s i ) Г e - " ^ ~ ^ f { t ) d t , f e h ( 0 , + о о ) . (1.7) L1 

Заметим, что операторы Ф± переводят пространство £ i ( 0 , + о о ) в пространство 

М(0,+ОС>) = ioo (0, +оо ) . 
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§2. З А Д А Ч А Ф А К Т О Р И З А Ц И И 

Перепишем уравнение (0.1) в операторном виде 

( J - K ) f = g, 

где J - единичный оператор. 

Рассмотрим следующую задачу факторизации : для операторов К Е О, U± Е 0 ± , 

найти такой оператор Т Е О, чтобы имело место следующее равенство в Е+  

J - К = ( J - U - j [J - T J ( J -Ս+). (2.1) 

Разложение (2.1) исходит из факторизационной интерпретации "Albedo shifting" 

(см. [3], [4]). 

Далее, введём интегральные операторы 

где 

( £ + / ) (ж) = j K + ( x - t ) f ( t ) d t , 

( K . f ) ( x ) = J K . ( x - t ) f ( t ) d t , (2.2) 

^ , \ [ f b если х > է, , . 
= w ֊ ՚ (2.3) 

I 0 если х < է, 
0, если х > է, 

j ^ e - ^ - ^ P d a i p ) , если х < է. 

Очевидно, что 

К = К+@К_. (2.5) 

Займёмся определением ядра Т оператора Т . Из (2.1), с учётом (2.3), (2.4) будем 

иметь 

Т = К++К_ +К+ Ф+ +К_ Ф+ + ф-К+ + ф-К- + Ф-К+Ф+ 
(2.6) 

+ Ф_Х_Ф_|_ - Ф _ Ф + - Ф_ - Ф + . 

Используя правило умножения интегральных операторов, после некоторых прос-

тых , но трудоёмких выкладок получаем : 

( (3 -с.) ք վ է - ՚ ՚ ^ - է - ^ ՜ Պ ^ ) х > , 
[К+Ф + ] (x,t) = Հ  %S l>Ja А р-is, >  Ж > г  

[ о , x < t . 
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Ь) [К. Ф+] (x,t) = 

[Ф _K+](x,t) = 

г о , 

x>t 

X > է 

d) [Ф-K_]{x,t)= l ր [e 
( թ ֊ է Տ i) ' 

ъ \p-iSl(t-x) _ e\p(t-x)j 

[Ф-К+Ф+] (x,t)={ 

A p — is i 

(,(3-isi)2 f b e- i s^x-^dcr(p) 
2isi J a A p — is i 

(թ — isi)2 rb e~ i si( t~ a ;) Ժմ(բ) 
2isi J а Лр+г'^1 

f ) [Ф.К.Ф+](х,1) = 

(թ-is!)2 ք-ь e՜"! <֊*-Vd<r(p) 
2isi Ja \p-\-is i ' 

(/З-г^)2 nb e՜"! է՛՜1') d<r(p) 
2г«1 Ja Лр+г«1 

( / 3 - i s i ) 2 

x f V J t 
6 e }]<Mp) 

A2p2 + «? 

X <t. 

X > է 

X < է. 

X > է 

X < է 

[Ф_ Ф_1_] ( * ,< ) = 
( P ֊ i S l r e - i S l { x - t ) x > t 

2 is 

Докажем, например, пункт f ) . Заметим, что для произвольного / £ Е+ имеем 

( փ _ £ _ փ + յ 

/»оо րօօ . , 
= (/3 — isi)2 J е-"1*»-®) I K-(y,t) J e՜™1^՜^f(z)dzdtdy 

f 
e-"i(t-*)f(z)dzdtdy 

e ՜ " 1 ^-Z^f{z)dzdtdy . 

Изменяя порядок интегрирования в обоих интегралах будем иметь : 

ք փ _ £ _ փ + յ 

= (թ — is,)2 / К. (у, է) 
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рХ / րՕՕ րՕՕ \ 

= (p-isi)2 / f(z)l е-"^у-хЧ К- (y,t)e~ i s i^~ z^dtdy\ dz 
Jo \Jx Jy J 

՜ ր OO / ր CO ր CO 

+ (թ — isi)2 / f(z) / K.(y,t)e-"^-^dtdy 
.J x \J z J у 
Z րՕՕ \ 

e - i S l ( y - x ) J K_(y,t)e- i s i { t- z^dtdy\ dz 

Следовательно, подставляя выражение K_(y,t) из (2.4) и производя интегриро-

вание с учётом (1.3), приходим к пункту f ) . Справедливость остальных пунктов 

доказывается аналогично. 

Переходя от равенств операторов к равенству ядер, после соответствующих 

выкладок получаем, что оператор Т £ О, а его ядро имеет вид : 

Т ( х ) = f e - \ ^ G x ( p ) d < j ( p ) , (2.7) 

где 
\2 2 _ о2 

Gx(p) = Gx(p,P)= Ճ 2 ? բ 2 + Բ վ . (2.8) 

Требуем, чтобы 

р = П ^ Ш М Р ) ^ . (2.9) 

Ja aP 

Тогда , в отличие от оператора К (см. (0.3)), в любом пространстве Е+ оператор 

Т будет сжимающим с коэффициентом сжатия р. Итак, нами доказан следующий 

результат : 

Т е о р е м а 1. Пусть ядро К(х) удовлетворяет условиям (0.2) и (0.3). Тогда имеет 

место факторизация (2.1). Ядро Т(х) оператора Т £ О задаётся формулой (2.7). 

Если условия (2.9) выполняются для некоторых (3 > 0 и А £ С (Re А > 0), то 

оператор Т будет сжимающим в Е+ с коэффициентом сжатия р < 1. 

§3. П Р И М Е Н Е Н И Е Ф А К Т О Р И З А Ц И И (1 .7 ) К Р Е Ш Е Н И Ю 

О С Н О В Н О Г О У Р А В Н Е Н И Я ( 0 . 1 ) ֊ ( 0 . 3 ) 

Перепишем уравнение (0.1) в операторном виде 

[ J - K ) f = g. (3.1) 

С учётом факторизации (2.1) и формулы (3.1), имеем 

( j - U . ) ( j - f ) ( j - U + ) f = g. (3.2) 
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Далее, обозначаем 
/ J - U . ) F = g, 

J - T ) j h = F, 

J ֊ Ս + ) ք = h. 

Заметим, что из (3.3) имеем 

րՕՕ 

F(x) = g(x) + (թ — i8l) dt. 
J X 

Предполагая, что 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

vi{g) = / xg{x)dx < +00, 
Jo 

имеем F(x) £ Լ՜է. Действительно, пусть г > 0 - произвольное число. Тогда 

у»Г у»Г у»Г ր СО 
I r = \F(x)\dx< / \g{x)\dx+ (Բ2 + si) j j \g(t)\dtdx 

< \g\Lt + (Բ2 + Հ) \g(t)\dtdx-

0 J X 

r րՕՕ 

\g{t)\dtdx 
UO Jx JO Jr 

Изменяя порядок интегрирования в последнем слагаемом, получаем 

1Г = \g\Lt + (Բ2 + si) \g(t)\tdt- \g(t)\rdt 

< \յ\լ+ + (Բ2 + «ւ ) -Ma) < 

откуда следует, что F £ L f , поскольку г > 0 - произвольное. 

Перейдем к рассмотрению уравнения (3.4). Заметим, что оператор Т сжимаю-

щий в Լ՜է. Следовательно, из принципа сжимающих отображений следует, что 

существует решение հ £ ԼՀ уравнения (3.4). Из (3.5) следует, что окончательное 

решение уравнения (0.1) имеет вид 

Ր 
f { x ) =h{x) + { P ֊ i s 1 ) e- , S l^- t՝>h{t)dt = h{x) + H{x), (3.7) 

Jo 

где h(x) £ L1, H(x) £ C u ( 0 , + o o ) . Итак, справедлива следующая теорема. 

Т е о р е м а 2. Пусть К удовлетворяет условиям (0.2), (0.3), (2.9) и vi(g) < 

+00. Тогда существует решение задачи (ОЛ)-(О.З), которое имеет следующую 

структуру 

f ( x ) = h(x)+H(x), 

где h(x) £ L+ и Н(х) £ С„(0 , +оо ) . 

Г 1'Т 

г 



Уравнение Винера-Хопфа, ядро которого ... 

З а м е ч а н и е . В качестве примера рассмотрим функцию К ( х ) 

символа определяются из уравнения 

—. . s2 + А2 - аХ 
1 ֊ K(s) = — Ь = о, 

77 

• е" А ' ж ' . Нули 

A2 + s 2 

_ " -AM Т(х) = -е 
А2 - (З2 

А2 

Условие (2.9) принимает вид 

Р = 
А2 ֊ թ 

аА 
< 1, А = а + iuj. (3.8) 

Если /3 G (О, у/2 а ) , то условие (3.8) выполняется при ш £ ^0, - ^ j . 

Авторы выражают благодарность профессору Н. Б. Енгибаряну и X. А. Хачат-

ряну за полезные обсуждения. 

A b s t r a c t . The paper studies the Wiener-Hopf equations with kernels representable 
as superposition of complex-valued exponents. Such kernels arise in the kinetic 
gas theory, in the radiation transfer, etc. By application of a special, three-factor 
expansion of the initial uninvertible operator, the solution of the considered equation 
is reduced to those of two simple Volterra equations and a Wiener-Hopf integral 
equation with a contractive operator. A structural existence theorem is proved. 
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