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Русско-Армянский университет, Ереванский государственный университет 
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Р е з ю м е . Настоящая работа посвящена исследованию индекса линейного диф-
ференциального полуэллиптического оператора с переменными коэффициентами 
специального вида в ГО.™. В частности, доказывается, что при выполнении неко-
торых дополнительных условий на символ оператора, в формулировке которого 
участвуют младшие члены, индекс оператора конечен. Оператор рассматрива-
ется в пространствах Соболева с весом. 

§1. В В Е Д Е Н И Е И О С Н О В Н Ы Е П Р Е Д П О Л О Ж Е Н И Я 

Общая теория об индексах эллиптических дифференциальных операторов доста-

точно хорошо изучена (см. [1]—[6]), а теория об индексах гипоэллиптических опе-

раторов изучена не полностью. В настоящей работе делается попытка изучения 

теории об индексе для одного множества полуэллиптических операторов, являю-

щегося подклассом гипоэллиптических операторов. 

Будем пользоватся следующими стандартными обозначениями : ГО.™ - п-мерное 

евклидово пространство, Е™ - множество мультииндексов, т.е. векторов а = 

( « 1 , . . . , « „ ) , где a.j (j = 1 , . . . ,п) ֊ целые неотрицательные числа. Для х, է £ ГО.™, 

ւ> = (г^!, . . . , ь>п), где Vj (j = 1 , . . . , п) суть натуральные числа, и а,/3 £ Е™ 

положим С | = • • • Շ Է , где •>п 

| а | = « 1 + . . . + an, a ! = « i ! . . . « „ ! , Հ" = Հ"1 .. ՀՀ 

D a = D^...D^, где Dk=1-— (i2 = ֊ 1 ) , 
г О Xf~ 
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(a : v) = ( — + . . . + — ) , Ущах = max Vj и \х\ = 
VI Vn 1<j<n 

n 
4 £ 

j = 1 

Пусть Uj (j = 1,..., га) - система открытых областей, покрывающая единичную 

сферу в Ю.» и пусть 

Vi = | r : | r ֊ ( i + 1 ) | < H J , i = ֊ l , 0 , l , . . . , 

есть система, покрывающая полуось 0 < г < оо. С помощью множеств Uj 

(j = 1 , . . . , га) и интервалов VJ (г = 0 , 1 , 2 , . . . ) , построим следующую систему 

открытых областей : 

W1 = Wk+1 = V ^ х k = 2 , 3 , . . . , 

где [а] - целая часть числа а. 

Легко доказывается, что множество {W^} (k = 1, 2 , . . . ) покрывает пространство 

Ш." и i n f ^ g ^ \х\ —у оо при к —у оо. 

К л а с с Qv. Для вектора ь> с натуральными компонентами через Qv обозначим 

множество вещественных положительных функций q(ж), для которых 
L g ^ j f + ^ t L x 0 П Р И N 0 0 д л я любого а Е Щ (0 < (а : v) < 1), 

2. для любого е > 0, существуют числа (5 = 6(e) > 0 и ко = fco(e) > 0 такие, что 

при к > ко т& m a x i < j < r a diam Uj < имеют место следующие соотношения : 

1 ^ W(x)-q(y)\ 
max ———• < е, max — < е, 

«(ж) « Ы 

где Wu - замыкание множества Wu. 

Пусть q G Qv и пусть А(х, D) - линейный дифференциальный оператор вида 

A(x,D) = J2 a a ( x ) q ( x ) ( 1 - ( a : ^ " " D a , (1.1) 
( a : v ) < 1 

удовлетворяющий следующим условиям : 

У с л о в и е I. Оператор А(х, D) полуэллиптичен, т.е. для всех х £ ГО.™ многочлен 

(от Հ) 

(a:i/) = 1 

не имеет вещественных нулей при է փ 0. 
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У с л о в и е II . 

1. maxx yeWk \аа(х) - аа(у) | ->• 0 при к -֊> ос, 
2. \аа(х) \ < С, ж Е ГО.™, где С - положительная постоянная, 

\D ! )aa( ж ) | 
3" ( у 0 п р и Для любого (3 Е Е™ (0 < (/3 : v) < 1). 

У с л о в и е I I I . Существует положительное число N = N(A) > 0 такое, что при 

|ж| > N имеем 

Л ( ж , А , 0 = J ] аа(х) Х^-^У^С փ 0, i Е ГО", Л > 0. 
(a:i/)<l 

К л а с с Я£- " (0 ) . Для вектора ^ с натуральными компонентами, области О С 

ГО™ и натурального числа к, через Hk , v(О) обозначим множество измеримых 

функций с конечной нормой 

\\и\\к,^(П)=1 J2 [ [ \ D a u ( x ) \ \ ( x ) 2 ( k ֊ ( a ^ — d x \ . 
{ ( a : , ) < k J J n J 

В частности, через (О) обозначим множество измеримых функций { и } с 

конечной мерой 

I 1 / 2 

ii«ik^o)W = <! Е II \ D a u ( x ) \ \ ( x 0 f ( k - ^ ^ d x ՝ 
{ (a :v )<k J J C I 

которая, в силу того, что q(жо) փ 0, эквивалентна норме пространства Соболева 

Я * ' " (П) , где 

Я * ' " ( П ) = 

1/2 

: H|fc,„(fi) = •{ Е \D au{x)\2dx\ < оо 

Положим Щ ( П ) = Я ^ ( О ) , Я - ( х о ) ( П ) = Я 9 ^ о ) ( П ) и Я " ( 0 ) = Я 1 ՛ - (О) . 

§2. О П Е Р А Т О Р С П Е Ц И А Л Ь Н О Г О В И Д А 

Пусть имеем линейный дифференциальный оператор 

P(x,D)= J2 Pa(x)D a (2.1) 
( a : v ) < 1 

удовлетворяющий следующим условиям 
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1. В некоторой фиксированной точке жо £ П1™ (|жо| > -^(^4)) коэффициенты 

оператора Р(ж, D) совпадают с коэффициентами оператора А(хо, D), т.е. 

Ра(хо) = aa(xо) q ( ( 2 . 2 ) 

2. В силу условия III из §1, 

Р ( ж 0 , 0 = £ Р а Ы Г ^ о , е е ш , " , ( 2 . 3 ) 
( а : г / ) < 1 

3. Для всех ct, թ <Е Щ : (a : v) < I 

\ p a ( x ) ֊ p a ( x 0 ) \ < e q ( x 0 ) ^ - ^ v — , ж £ П Г \ (2.4) 

\Di*pa(x)\< ж £ П Г \ (2.5) 

где е > 0 и Kfi > 0 суть некоторые положительные постоянные. 

В силу условия (2.5), используя формулу Лейбница, легко получить оценку 

\\p{-,D)AIMxo) < С \ П \ 2 ^ ф о ) ( т . » ) v « е я 2 ^ о ) ( м » ) , 

где С' - постоянная, не зависящая от функции и и точки жо- Таким образом, (2.1) 

является ограниченным оператором из в Д ՜ ^ ^ (ГО.™). 

О п р е д е л е н и е . Для любого мультииндекса ь> £ Е™ и области О С ГО.™, обозна-

C" ( f i ) = {и; D au £ С(О), Va £ Е™ : {а : v) < 1} . 

Л е м м а 2 . 1 . П у с т ь а £ C" ( f i ) , g £ и для некоторого г > 0 при всех /3 £ Е™ , 

(Р : v) < 1 имеем 

а(х) | < У ж £ О , 

где i f - некоторая постоянная. Тогда для некоторой постоянной М, не зависящей 
от q и a 

հս\\1,զ{Պ <  м к 2 £ П' \D au\2 q(x)2 i r + 1- i a : ։ /՝>՝>^dx (2.6) 
< 1 

для любого u £ как только правая часть оценки ограничена. 

Доказательство оценки (2.6) непосредственно следует из формулы Лейбница. 
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Л е м м а 2.2. Пусть a £ C" ( f i ) , q £ Qv, ®o £ П1™ и Для некоторого г > 0 при всех 

/3 £ Е™ , ((3 : v) <1 

a(x) J < Я д ( ж 0 ) ( г + ( / 3 : г у ) ) г У т а х , ж £ О , 

где i f - некоторая постоянная. Тогда существует постоянная М, независящая от 
q, а и точки ж о такая, что 

\\аи\\1Мхо)(П)<МК2 J2 f f \D au\2q(x0)^-^—dx (2.7) 

при всех u £ 

Заметим, что оператор ճ(жо, Я ) в (1.1) можно рассматривать как полуэллипти-

ческий оператор с параметром q(жо). Известна следующая теорема (см. [7]). 

Т е о р е м а 2.1. Оператор 

обладает ограниченным обратным оператором 

Используя этот результат, докажем существование обратного оператора для 

отображения Р ( • , D) : Н%о)(Ш») ^ Я- ( х о ) (Ю.») . 

Т е о р е м а 2.2. Если для оператора P(x,D) выполнены условия (2.2)-(2.5), то 
существует число £ > 0 такое, что при всех 0 < £ < £ отображение 

имеет ограниченный обратный оператор 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Сначала покажем существование правого обратного для 

оператора Р(ж, Я) . Представим оператор Р(ж, Я ) в виде 

Р(ж, Я ) = Р(ж 0 , Я ) + [Р(ж, Я ) - Р(ж0, Я)]. 

Пусть Д о ~ обратный оператор оператора ^ ( ж о , Я ) = Р ( ж о , Я ) (см. Теорему 2.1). 

Положим « / ( ж ) = Rof(x), где / £ Я^ ( х о ) (Ю. п ) . Так как uf £ Я 2 ^ о ) ( т ™ ) , то 

Р(ж, Я)Д 0 / (®) = /(®) + [Р(х, Я ) - Р(ж 0 , Я)] Д 0 / (ж) = /(®) + Т f { x ) . 
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Если при условиях нашей теоремы число е > 0 в (2.4) достаточно мало, то для 

отображения Т : Н^ Х о ) (Ш. п ) ->• Н^ Х о ) (Ш. п ) имеем 

\ \ T v \ l M x o ) (ИГ1) < ֊ |խ |Լ ,9 ( Տ 0) (JR."), « е н » ф 0 ) ( ж " ) . 

Действительно, 

\\Т/\1,фо)(Ш.п)< Е \\(pa(-)-pa(xo))D aRof\lMxo)(m."). (2.8) 
( a : v ) < 1 

Далее, используя условия (2.4), (2.5) и неравенство Колмогорова 

sup| / ' (<) | < ( շ Տ ս բ | / ( < ) | s u p | / " W l ) ' (2-9) 
t£R \ t£R t£R / 

(для функций / с s u p ( e ^ < ° ° ՚ 3 = 0՛ заключаем, что существует 

постоянная ш£ > 0 (ш£ —У 0 при е —У 0), не зависящая от точки жо и для которой 

при всех а,/3 Е Щ, (a : v) < 1, (/3 : v) < 1, 

| Л " (Pa(x) ֊ ра(Ж0)) | < ^ ^ Ж о ) * 1 - ^ ՜ ' 3 " » ^ — . (2 .10) 

Оценка (2.10) следует из (2.4), (2.5) несколько раз применяя неравенство (2.9). 

Из Леммы 2.2 и неравенства (2.7) следует, что для всех а £ Е™ , (а : v) < 1 

| | ( р а ( - ) - Р о Ы ) ^ а Д о / | | ^ ( ж о ) ( м и ) < 

< М а с £ 2 ՝ £ [ [ | £ > а + / 3 Д о / ( ж ) | 2 q ( x 0 ) 2 { 2 - { a + l ) : v ^ v ™ 4 x , ( 2 Л 1 ) 
la ֊ ՚ J jRn 

где М а - некоторые постоянные, не зависящие от точки жо и е. Так как ш£ —У 0 

при е —У 0, то существует число £ > 0, для которого 

где До ~ обратный оператор оператора ճ(жо, D) = Р(жо, -D). Таким образом, ||До|| 
֊ норма оператора из Н^(Ш.П) в (ГО.™), причём 

К > card { а : а £ Е™ , (а : г/) < 1} . 

Из неравенств (2.8) и (2.11) следует, что 

Г / 1 Ա . Օ ) < 2 | Щ 11до/| | 2 , , , 9 ( ж о ) ( М и ) < ֊ \ \ f \ l , q { x o ) (JR."). 
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Отсюда непосредственно следует, что оператор I + Т имеет ограниченный об-

ратный в tf^o)(IR"). Положим Vf(x) = R0{I + T ) ~ 1 f { x ) , где / £ Я£ ( х о ) ( Ж " ) . 

Тогда, так как Vf е Հ ՚ ( Լ } { ա . ո ) ( см. Теорему 2.1), то имеем 

Р(ж, D)vf(x) = Р(ж, D)Ro(I + Т ) ՜ 1 / ^ ) = (Р(ж0 , D) + 

+ [Р(ж, D) - Р(ж 0 , D)}) R0(I + T)-V(®) = (I + T)(I + Т ) ՜ 1 / ^ ) = f ( x ) , 

т.е. оператор R = Ro(I + Т ) " 1 является правым обратным оператором оператора 

P(x,D). 

В силу Теоремы 2.1, для любой функции и £ существует единствен-

ная функция /о £ -fP^j(ГО.™) такая, что 

Rofo(x) = и(х). 

Но, так как оператор I + T имеет обратный, то существует единственная функция 

/ £ Я ^ о ) ( Ш " ) , для которой 

(I + T r ' f i x ) = fo(x). 

Следовательно, для любой функции и £ существует единственная 

функция / £ Hq( X o j ( JR n ) , для которой 

Rf(x) = и(х) 

и P(x,D)u(x) = f ( x ) . 

В силу этого имеем 

= \\Ro(I + т г ' т ^ ф о ) ^ " ) < С | | / |и 9 ( * 0 ) (П1») < (2.12) 

< c\\p(-,D)u\\„Mxo)(m.n), иен2/хо)(т.»), 

где С не зависит от и, q и точки жо-

Для завершения доказательства осталось убедится, что из существования пра-

вого обратного оператора и оценки (2.12) следует, что оператор R является огра-

ниченным обратным для оператора Р(ж, D). Теорема 2.2 доказана. 
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§3. С П Е Ц И А Л Ь Н О Е Р А З Б И Е Н И Е Е Д И Н И Ц Ы В IR™ 

Пусть Oi(t) и вշ(է) — бесконечно гладкие неотрицательные функции такие, что 

01 (t) = const փ 0 при < 1/3, вг(է) = 0 при \է\ > 2/3, 02(է) = 1 при \է\ < 8/11, 

и в շ (է) = 0 при > 4/5. Очевидно, что 0ւ(է)0շ(է) = 0ւ (է). Введем следующие 

функции 

Эти функции обладают следующими свойствами : 

1. В каждой точке է £ (0, сю) отличны от нуля одна или две функции из системы 

2. Для любого г = 0, 1, 2 . . . supp С {t : \t — i\ < 2 / 3 } и supp x j 2 ' С {է : 

\t-i\<4/5}. 

3. Для любого k = 0, 1, 2 . . . существуют постоянные А ^ и А ^ такие, что 

D k ^ 1 ] ( t ) \ < A ^ и \ D k X ^ ( t ) \ < A ^ (i = 0 , 1 , 2 . . . ) . 

4. E x ^ W - i . 

5- = i = 0 , 1 , 2 . . . . 

Допустим, что система открытых областей {Ui՝\™=1 является покрытием единич-
Г (1)1™ ной сферы из ГО.™, а система функций < > такова, что 
^ J i — 1 

m 
у*-1՝1 (о;) = 1, supp -у'1' С U{, 0 < i < то 

8 = 0 

является гладкое разбиение единицы соответствующее этому разбиению. Кроме 
Г (2)1™ 

того, рассмотрим систему функций < v\ > , удовлетворяющую условиям 
^ J i — 1 

(2 ) 1. supp v\ ' С Ui, i = 1 , 2 , . . .то, 

2. « ք » ( ա ) ( , ք » խ ) = « ք » ( ա ) , i= 1,2, . . .TO. 

Дополнительно рассмотрим следующие системы гладких функций ipk и -фк : 

Vh(x) = x [ l k ] ( щ ) , к = 2 , 3 , . . . , 
(3.1) 

<Р!{х) = 1 - J2<pk{x), 
k = 2 

^ W = x ( [ L ] ( N K 2 » [ ^ ] r a ( ֊ ) , * = 2 , з 

(3.2) 
ipx{x) = 1 - ՝^2֊фк(х). 

к —2 
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Эти системы функций обладают следующими свойствами : 

1 . s u p p >pk(х) С W i t , к > 2, 

2. <рк(х)фк(х) = <рк(х), к >2, 

3. \D aipk(x)\ < ка, \D aipk(x)\ < ка, a G E™, к > 2, где к а - некоторые 

постоянные, 
оо 

4. £ > * ( * ) = 1, 
Jfc = l 

т.е. система функции { f k } является разбиением единицы в ГО.™, соответствующее 

покрытию {Wk}. 
§4. А П Р И О Р Н А Я О Ц Е Н К А 

Л е м м а 4 .1 . Пусть q G Тогда для любого е > 0 существуют числа 6 = 6(e) > 

О и ко = ко(е) > 0 такие, что для к > ко и m a x i < j < r a diam Uj < выполняются 

следующие неравенства с некоторой постоянной г)£ (г)£ —У 0 при е —У 0J : 

\\(vkA(.,D)-A(.,D) <pk) ս\\Լ (Wfc) < 

<Ve V [ [ \D au{x)\2 qixf^-^'-^^dx. 
(a:v)<2 J Jw» 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу условия на коэффициенты оператора А имеем 

(4 .1 ) 

\\(vkA(.,D)-A(.,D) Vk)u\\l,q (Wk) = 

J2 apq^-^—i^DPu-D? {<ph u)) 
(!3:v)<l v,q 

(Wk)<c J 2 

где 

<Pk q^-^—DPu ֊ (^ u) (Wfc) 
v,q 

Применяя формулу Лейбница 

D?(Vk(x)u(x))= J2 C^D a!pk(x)D^ au(x), 
0<a</3 

(4 .2 ) 

( 4 .2 ) 

T/3< J2 D aipkD^՜ 
0^a</3 

( W i f e ) . 

Так как q G Qv, то для любого e > 0 существуют числа (5 = 6(e) > 0 и 

ко = ко(е) > 0 для которых 

max q(x) < е при к > ко и max diam Uj < 6. 
x£Wk l<j<m 

ИЗ 

и 
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Поэтому, в силу свойства 3 из §3, имеем 

£ > « ^ ( ж ) < ^ ( « ^ т а х ф ^ Ж а ֊ ^ ) ) ^ х £ W k . 

Используя свойства функций из класса Qv, для любого դ £ Е™ и (7 : v) < 1 с 

некоторой постоянной т 7(е) (т7(е) —>• 0 при е —> 0), имеем 

Я 7 ( ф ) ( 1 - ( / 3 : г у ) ) г У — < , ж £ Wife, 

т.е. выполняются все условия Леммы 2.1. Поэтому имеем 

< Mmax ( 7 . I / )< 1 r 2 ( e ) V / / 2 Փ ) 2 ( 2 ֊ ( / յ ֊ « + 7 - ) ) ^ ^ 
( T . v ) < i J J w » 

Просуммировав неравенства (4.3) по а (0 փ a < /3), получим 

(4.3) 

Tfl < М ' max т 2 ( £ ) V V / / | £ > " - а + ч и Г ф ) 2 ( 2 ֊ ( / з ֊ « + 7 - ) ) ^ а х < 

< M ' max т 2 (е ) V V / / ф ) 2 ( 2 ֊ ( « ' + 7 - ) ) ^ а х d x < 

(4.4) 

< M ' i f max т 2 (е ) V / / | Я а « | 2 д ( ж ) 2 ( 2 ֊ ( « ^ ) ) ^ а х d 
( 7 - ) < i 7 W . ^ J J w k 

где i f > card { a , a £ E™ ; (a. : v) < l } . 

Из оценок (4.2) и (4.4) непосредственно следует оценка (4.1), где 

« £ = С М ' К 2 max т 2 (е ) . 
(7,^)<1 7 

Л е м м а 4.2 . Пусть { f k } и {Фк} ՜ системы функций (3.1) и (3.2). Тогда сущест-
вуют постоянные Ai и ճշ, для которых 

Е и * * ս \ \ Լ ) < A i i h i * , 9 (®-ո), « ^ 
k = 1 

Е та < л 2 M l , , ( м " ) ՛ u е 

(4.5) 

(4.6) 
к = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как g £ то существует положительная постоянная 

Д, для которой max^gro.» д(ж)" 1 < А. Следовательно, в силу свойства 3 из §3, 

имеем 

ID^k(x) \<КР<КР Д(/*")"»« , k = 1 , 2 , . . . 
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Поэтому, выполнены условия Леммы 2.1 при г = 0. Отсюда получаем 

\\<Pku\\l,q(Wk) < max 4 A 2 ^ ) " - " M l j q ( W k ) . (4.7) 

Для любой фиксированной точки х £ ГО.™, существует число р (зависящее лишь 

от размерности пространства) областей Wu, содержащих точку х. Следова-

тельно, просуммировав неравенства (4.7) по всем к, получаем оценку (4.5), где 

Ai = m a x ^ : v ) < i А Доказательство оценки (4.6) аналогично. 

Для областей "малого" размера пространства эквивалентны пространст-

вам Hq, т.е. верна следующая лемма. 

Л е м м а 4 .3 . Пусть q £ Qv. Существует число £ը > 0 такое, что при всех 

е £ (0, £о)  с некоторыми числами 6 = 6(e) > 0 и ко = ко(е) > 0 

Ао | | « |Ц 9 (Wu) < \\u\lMxk) (Wu) < A i \ \u \ l ) q (Wu), (4.8) 

как только k > ко, m a x i < j < m diam Uj < и xu £ Wu, где Ao и Ai - некоторые 

постоянные, не зависящие от е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Т а к как q £ Qv, то для любого е > 0 

\q(x)-q(xk)\ ^ \ q ( x ) ֊ q ( y ) | ^ ^ 
, . \ 111<А.Х. . . \ с ̂  

q(xk) ~ x,yeWk q(y) 

как только к - достаточно большое и m a x i < j < r a diam Uj — достаточно малое. Оче-

видно, \q(x) —q(xu) I < sq(xu) для таких к и diam U j , и поэтому непосредственно 

получаем левую часть неравенства (4.8), т а к как \q(x)p — q(xu)p\ < тр(е) q(xu)p, 

где p - положительное число, а тр(е) = т а х { | ( 1 — е)р — 1|, |(1 + е)р — 1|} —у 0 при 

е —т֊ 0. Правая часть неравенства (4.8) доказывается аналогичным образом. 

Т е о р е м а 4 .1 . Если для оператора А(х, D) выполнены условия I - III, то сущест-

вуют положительные числа N и С\ такие, что 

| խ | | 2 , , , 9 ( ա " ) < (7ւ { | |ճ ( • , D)u\\„,q(m.n) + | խ | | Լ շ ( ^ ) } , « е Н2^(Ж"), (4.9) 

где KN = {х : \х\ < N}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть { f u } - система функции (3.1). Тогда для любого 

натурального п\ 

՝Y]<pku 
k = 1 

( n i n ) < E i M l , , 9 № = 

« k = 1 (4.10) 

\\nu\\l„,q(Wu)+ J2 \\vku\\l„,q(Wu). 
i l l 

E 
k=1 k=ni+l 
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Как показано в [8], существует постоянная Շշ > 0, для которой 

I M M " ) < ^ շ { | | ճ ( . , £ ) « | խ ( 0 ) + | խ | | Լ շ ( « ) } , « е е д , (4.11) 

где Cq (О) - множество функций из C" ( f i ) , финитных в О. 

Очевидно, что = = Hk , l ,{£i) для ограниченной области О. 

Следовательно, из оценки (4.11) и Леммы 4.1 имеем 
Ո1 Ու 

Е I I P * « I I w ^ ՜ * ) < с з 2 Е l b * ճ ( • ՚ Ա \ \ Լ № + C 4 | | « | l l a ( ^ ) , (4.12) 
k = 1 Jfc = l 

где Сз и C4 - некоторые положительные постоянные, а N выбран так, чтобы Kjy 
содержал все области Wk (k = 1, 2 , . . .ու ) . 

Оценим слагаемые второй суммы правой части оценки (4.10). Пусть к > ու, 

х к Е Wjt - фиксированная точка и 

( a : v ) < 1 

где 

p(f)(s) = фк(х) a a ( x ) q ( x ) ( 1 - ( a : " ) ) " — + 

+ (1 ֊ фк(х)) aa(®fc) g(Sfc) ( 1" ( a :^mex, 

a {V'fc} " система функции (3.2). Заметим, что функции р ^ \ х ) обладают следу-

ющими свойствами : 

1. р ( к \ х ) ֊ р ( к \ х к ) = r f i k ( x ) ( a a ( x ) q ( x ) ( 1 ֊ ( a ! " » ' ' ™ ' 

2. P{a \xk) ^ „ ( j ^ ^ j P - H K . . , 
3. для любого (3 Е Е™ , (/3 : г/) < 1, существует постоянная для которой 

4®J < Epq(3 
\(l-(a-t3:V))V„ 

Свойства 1 и 2 очевидны. Докажем свойство 3. В силу формулы Лейбница 

имеем, что для любого (3 Е Е™ 

Е C}D^k{x)Df )-՝< (aa{x)q{x)(1-^v™*) + 
o<7</3 (4-13) 

+ а„(^)?(^) ( 1" ( а : г у ) ) г у т в х^ (1 ֊ Фк(х)). 

Так как q Е Qv, то из условия II следует, что 

) < Я ' д ( ж ) ( 1 " ( а " ( / 3 " 7 ) : г у ) ) г у т а х , (4.14) 
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где К' У 0 - некоторая постоянная. В силу свойства 3 из §3, для достаточно 

больших к имеем 

ф ) - ( 7 : ^ т а х \ 0 1 ф к ( х ) \ < ч max q ( x ) - ( i : v > ™ < (4.15) 
xewk 

где mcLx^g^y д(ж)" 1 < Д не зависит от к. Из соотношения (4.13), в силу 

оценок (4.14) и (4.15) с некоторой постоянной Ер имеем 

0<7</3 

+ | а „ Ю ? Ю ( 1 " ( а : г У ) ) г У т в х ^ ( 1 ֊ Ы*)) < 

0<7</3 

Так как g G TO ИЗ свойства 1 и условия II следует, что 

АкЧх)-р^(хк) | < ^ ( ^ ( М " " ) ) " » » 

где т(е) —т֊ 0 при е —У 0. Следовательно, выполнены все условия Теоремы 2.2, 

и поэтому, в силу оценки (2.12) имеем 

II<pk « I I Ն , փ . ) ™ < с 2 l l P f c ( • ՛ № ) ՛ ( 4 Л 6 ) 

где постоянная С не зависит от к > ու, если п\ выбрано достаточно большой. 

Так как фк(х = DР <Рк{х), то 

Рк(х, D) (<рк(х)и(х)) = А(х, D) (<рк(х)и(х)). 

Из оценки (4.16), равенства (4.17) и Леммы 4.3 следует, что 

II<Pk u\\L,Q (Wfc) < с2 ||ճ( •, D) [щ ս)\\Լ (Wfc). 

(4.17) 

(4.18) 

где С5 = А0 СХ\. Из оценки (4.18) и Леммы 4.1, имеем 

Խ  ս\\Ն,ո (Wk) < С\\\<ркА( •, D) ч\\2 (Wk) + 

С\ 7]е V // \D au(x)\2q(x)2 i 2- i a :^'—dx. 
(a:„)<2 J Jw* 

(4.19) 
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Так как для любого х £ ГО.™ существует конечное число р (зависящее лишь от 

размерности пространства) областей Wk, содержащих точку х, то просуммиро-

вав неравенства (4.19) по всем к > п\ и учитывая неравенства (4.10) и (4.12), 

получаем 

|2 /ТГ» Ո\ հ (j2 \ ՝ N.. А { - . I I 2 

к = 1 
II u\\l^q (Ж») < с\ ՝ £ Խ A(.,D) < 9 ( W * ) + 

+ с 2 Е М • , £ > ) < , № + 
к=п1+1 

(т.™ c5P^\\u\\2^q(m.")) +C4\\U\\12(KN) (4.20) 

<C26J2\\^A(.,D)u\\lq (Wk) + 
k = 1 

Так как rj£ 

+ ( C 5 P V ^ | | « | | 2 ^ ( I R " ) ) +C4\U\\12(KN) 

0 при e —У 0, то для достаточно малых £ > 0 

Сьру/ъ< 1/У2. 

Из оценки (4.20), в силу (4.5) имеем 

II « I I ? , (ГО™) < 2 С | Л 2 II ճ ( • , D) u\\l (Ж») + 2C4\\u\\UKN). 

Доказательство завершено. 

С л е д с т в и е 4 .1 . Если для оператора А(х, D) выполнены условия I - III, то ядро 

оператора A{x,D) в пространстве Н2 , 1 /(Ш.П) конечномерно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из оценки (4.9), имеем 

\\u\\2^q(-^n)<Ci\\u\\L2(KN) £ Я * ՛ " ( Ж " ) Ո К erA( -,D). (4.21) 

Пусть {սա} - последовательность функций из Я 2 , г У (Ж и ) Ո Кег ճ(-, D) таких, 
ч т о 11«*11շ,„,9(®.") < 1- Так как q £ Qv, то С\\uk\\2^ (KN) < \\uk\\2^q (KN) 
(k = 1 , 2 , . . . ) , где С - некоторая постоянная, независящая от {щ}- Это означа-

ет, что последовательность {uk} ограничена в пространстве Я2՛1՜(Ядг), и сле-

довательно компактна в Լշ(ճիք) (см. [9], [10]). Далее, из оценки (4.21) следует, 

что последовательность {uk} компактна в пространстве Я2՛1՜(Ж™). Таким обра-

зом, единичный шар в Я 2 , г У (Ж и ) Ո Кег А( • , D) компактен. Следовательно, про-

странство Я 2 , г У (Ж и ) Ո Кег А( • , D) конечномерно, т.е. ядро оператора А{х, D) в 

Н2'"(Ш.П) конечномерно. 

и и 
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С л е д с т в и е 4 .2 . Если для оператора А(х, D) выполнены условия I - III, то 

область значений оператора А{х, D) в пространстве замкнута. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через S топологическое дополнение к простран-

ству Ker А{-, D) пространства Hq , v(ГО.™). Тогда, область значений оператора 

А(х, D) совпадает с областью значений его сужения в S. Покажем, что сущест-

вует постоянная К У 0 такая, что 

(Мкглз!®™) < ') ^ Н к Л ® " ) ՛ (4-22) 

Чтобы доказать это неравенство, допустим, что оно неверно. Тогда мож-

но найти такую последовательность un £ S , что ||1է„||շ)1/)9(ա.™) —У оо и 

|| A(-,D)u п | ) ^ ^ ՚ Положим vn — Цм^Цз ^(го.71) — ՚̂ ^ ՚ ՛ ՛ ՛)՛ Тогда 

|խո | |2 ւ 1 / ,9(ա .") = 1 и ||ճ( • , £))wn|| ;yj9(IR'1) —>• 0 (n = 1 , 2 , . . . ) . 

Так как оператор вложения H q , l / ( JR.n ) в Լշ(ճիք) вполне непрерывен (см. [9], 

[10]), то из vn можно извлечь подпоследовательность v„k, сходящуюся в Լշ(ճիք). 
Оценка (4.9) показывает, что v„k сходится в Hq , v(ГО.™). Пусть vo - предельный 

элемент этой последовательности в Hq,v(ГО™). Тогда | | f o 1 1 ( П ^ - " ) = 1 (так 

как |խ„||շ)1/)9(ա.™) = 1), vo £ S (так как S замкнуто) и во £ Ker А{ -, D) (так 

как ||ճ( • , D)vn\\l/tq(TR.n) —У 0), что приводит к противоречию. Таким образом, 

неравенство (4.22) верно. 

Из неравенства (4.22) следует замкнутость области значений оператора А(х, D) 
в пространстве Н^ ՛" (Ш.п), поскольку А{х, D) отображает S на область значений 

оператора А(х, D) изоморфным образом. 

§5. К О Я Д Р О О П Е Р А Т О Р А 

Известна следующая теорема (см. [5]). 

Т е о р е м а 5.1. Пусть Т ֊ ограниченный оператор из Hq'"(JRn) в Hq(JRn), 
обладающий следующим свойством : для любого £ У 0 

| |Т« | | „ , 9 ( т . " ) < £|խ | |շ ,„ ,9(ա") + Me\\u\\2^q(KN), u £ Н2 , 1 / (Ш™), 

где Ме - постоянная, не зависящая от функции и, а К իք = {ж : |ж| < N}. Тогда 
Т - вполне непрерывный оператор из Д^'^ГО™) в Hq(JR.n). 

Т е о р е м а 5.2. Если для оператора А(х, D) выполнены условия I - III, то коядро 
оператора А{х, D) конечномерно в пространстве Н^՛"(Ш.п). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А*(х, D) формально сопряженный к А(х, D) оператор. 

Тогда, в силу формулы Лейбница имеем 

A*(x,D)u(x)= ( ՜ 1 ) Н Я а (Мж)Ф) (Ма : г у ) ) гУт аХи(ж)) 
( a : v ) < 1 

= Е ( ՜ 1 ) 1 " 1 Е 
(a:i/)< 1 0<f)<a 

= E (-1) | а |аа(ж)<г(ж) ( 1- ( а : г у ) ) г у т в хя а (u(x)) 
( a : v ) < 1 

+ E ( ՜ 1 ) 1 " 1 E D^{u{x)). 
(a:v)< 1 0</3<a 

Обозначим 

T(x,D)u(x)= E ( ֊ 1 ) H E C i D a ֊ ^ a a ( x ) q ( x ) ^ ֊ ^ ^ |а„(ж)<7(ж) 
(a:i/)<l 0</3<a 

В силу Т О Г О , Ч Т О 

A(x,-D)u(x)= Е ( - 1 ) | а | а а ( ж ) д ( ж ) ( 1 - ( а : г У » г У — ( « ( ж ) ) , 
(a:i/)<l 

А* ( ж , Я ) и ( ж ) = Л ( ж , -D)u(x) + Т(ж, D)u(x). 

Докажем, что Т ( ж , Я ) - компактный оператор из Н2 , 1 /(Ш.П) в (ГО.™). Отметим, 

что из условия II и вложения q Е Qv следует, что при 0 < (а — (3 : v) < 1 имеем 

լ —у 0 при \х\ —у оо, (5.1) 

Я 0 - / 3 (а а (ж)д(ж)( 1 -( а : г У » г У —) < ^ „ ^ ^ ( ж ) * 1 - ^ ^ » ^ — , ЖЕ т . " . (5.2) 

Из оценки (5.1) следует, что для любого е > О 

\D a՜13 (aa(x)q(x)(1-( a : l /^^)\ 
q{x)(1-(l3")> 

<е, ж£ m.n\KN, (5.3) 

где N = N(e) - некоторая постоянная. 
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Для функции u e H l ' v { J R . " ) 

ГО" 

£ ( _ 1 ) Н £ d o " - ? 
(a:v)< 1 0</3<а 

£ ( ֊ 1 ) н Е ^ ՜ ' 
(a:i/)<l 0</3<а 

х ; ( ֊ 1 ) н Е ^ ՜ ՛ 

aaq 

aaq (l-(a-.V))Va 

D' u 

D'3, 

(ПГ 

(KN) + 

v,q 

( m п \ к _ N • 

v,q (a:v)< 1 0</3<a 

Отсюда, используя компактность Кдг и оценки (5.2), (5.3), имеем 

IIТ( • , (ГО") < т£ |խ||2)1 / )9 (ГО") + Me\\u\\2^q(KN), u £ Д 2 ' " (ГО" ) , 

где те 0 при е 0, Ме - постоянная, не зависящая от функции и. Следова-

тельно, в силу Теоремы 5.1, Т ( х , D) есть компактный оператор, действующий из 

H2q՝v(JR.") в Щ ( Ж П ) . 

Т а к как для оператора А(х , —D) выполнены условия I - III, то в силу Теоремы 

4.1 имеем, что для всех и £ Hq , l /(JR.n) 

| խ | | 2 , , , 9 ( ա " ) < C i { | |ճ ( • , - D M v j m . " ) + ||w||x,2(ifjv)}, (5.4) 

где Kn = {ж : |ж| < TV՜}. Из оценки (5.4) имеем 

| խ | | շ , ^ ( ա , " ) < С\ { | |ճ ( • , -D)u\\„ , q (m . n ) + | | « | k O M } < 

< С1{ | |Л*( •, D)u|ыго") + IIT( • , D)u\\„,q(m.n) + | խ | | Լ շ ( ^ ) } . 

В силу Следствия 4.1 и оценки (5.5), ядро сопряженного оператора A(x,D) в 

пространстве Hq , l /(JR.n) также конечномерно. Следовательно, коядро оператора 

A{x,D) в пространстве Н2 , 1 /(Ш.П) конечномерно. Теорема доказана. 

Таким образом, мы доказали, что если для оператора А(х, D) выполнены условия 

I - III, то индекс отображения 

A(-,D): Я 2 ' " ( Г О " ) Я * ( Ж " ) 

(5.5) 

конечен. 

A b s t r a c t . The paper investigates the index of some linear, differential, semielliptic 
operators with variable coefficients of a special form in ГО". In particular, additional 
conditions on the symbol are found that render the index finite. The operators are 
considered in the weighted Sobolev spaces. 
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