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И Н Т Е Р П О Л Я Ц И Я И Б А З И С Н О С Т Ь В Н Е К О Т О Р Ы Х К Л А С С А Х 
Ц Е Л Ы Х Ф У Н К Ц И Й Э К С П О Н Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О Т И П А 

М Н О Г И Х П Е Р Е М Е Н Н Ы Х 

Р е з ю м е . В настоящей работе изучена задача интерполяции и базисности 
в банаховых пространствах целых функций экспоненциального типа многих 
переменных. Получены достаточные условия для разрешимости этих задач, а 
также явный аналитический вид решений. 

Направляющим фактором при изучении нами вопросов интерполяции является 

известная теорема Котельникова [1]. Пусть — класс целых функций экспонен-

циального типа (ц.ф.э.т.) с типами < 7Г, интегрируемых в квадрате на вещест-

венной оси. 

Т е о р е м а 1. Если последовательность £ I2, то ряд 

равномерно сходится на любом компакте комплексной плоскости, сходится по 
норме £2(Ш.) на вещественной оси и даёт линейное отображение I2 на класс WK, 
причём 
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и f(k) = ck (—оо < к < +оо) . 
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В дальнейшем, теорема Котельникова была обобщена в различных направлениях 

Б. Я. Левиным и его учениками [1, 2]. В формуле (0.1) функция sin7rz изменена 

на так называемую функцию типа синуса, а в качестве интерполяционных узлов 

использованы нули данной функции. Ц.ф.э.т. S(z) назовём функцией типа синуса 

(ф.т.с.), если 

0 < с < |S(z)| е-71՝'1"121' < С < сю, \lmz\ > К, (0.3) 

где с, С, К - некоторые постоянные, зависящие только от S(z). Нули {А&} 

функции S(z) отделены друг от друга, если inf — Xj | > 0. 
кф] 

Пусть Wp (р > 1, a > 0) означает пространство ц.ф.э.т., тип которой < 

Մ, интегрируемых в р-ой степени на вещественной оси. Доказана следующая 

теорема. 

Т е о р е м а 2. Пусть S(z) - функция типа синуса и {А&} - последовательность её 
нулей. Тогда для любой последовательности £ Բ (1 < р < сю) ряд 

к = — оо 

равномерно сходится на любом компакте, сходится по норме Մ (ГО.) на веществен-
ной оси и осуществляет линейное топологическое отображение всего простран-
ства £р на пространство Wp. При этом имеют место следующие оценки 

+ ԾՕ 

11/11? - Е и / ( A 0 = c f c , - o o < k < +oo. (0.5) 
k = — oо 

Теорема Котельникова распространяется также на случай ц.ф.э.т. многих пере-

менных. Этот факт был сформулирован Пойа-Планшерелем [3] и распространя-

ется на класс ц.ф.э.т. п переменных, которые на ГО™ в р-й степени интегрируемы. 

Этот класс обозначается через Wp(С") (р > 1). В качестве последовательности 

{Aj'fc , k = 1, п, рассматриваются, как и в теореме Котельникова, соответствен-

но нули функций sin7TZfc, к = 1, п. При этих обозначениях теорема имеет следу-

ющий вид : 

Т е о р е м а . Пусть {Ca} Е £р, где а = (ii,..., i„). Тогда ряд 

' ' 7Г (Zl ֊ 1Tli1 ) 7Г I — m . . - \ 
Հ՛ո ) 

«1 = —oo in = — oo 

равномерно сходится на любом компакте в С", сходится по норме Մ (ГО™) и 
даёт линейное топологическое отображение всего пространства £р на Wp (С™). 
Причём, имеют место следующие оценки : 

/ ( A i l , . . . , A i J = C a , (0.7) 
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11/11, ~ \\{С«}\\Р. (0.8) 

Обобщённая М. М. Джрбашяном теория преобразований Фурье в комплексной 

плоскости позволила вышеприведённые интерполяционные задачи рассматри-

в а т ь и р е ш а т ь в более широких классах целых функций [4] - [6]. Настоящая 

с т а т ь я посвящена исследованию аналогичных интерполяционных задач в весо-

вых классах целых функций п переменных. 

§1. К Л А С С Ы Ц Е Л Ы Х Ф У Н К Ц И Й И S A L , . . . , A „ 

а) Пусть 1 < р < сю, —1 < го, < р — 1, 0 < о՜, < сю, г = 1, п. Будем писать 

w = (wi,...,w„) и A = ( օ ՜ ւ , . . . , Մ„). Обозначим через W p w { С " ) пространство 

целых функций f(z) = f ( z i , . . . , z„) экспоненциального типа с нормой 

а+ оо ր -(- ԾՕ 1/р 

• • • / l / w r k i r 1 - - - ! ^ ! 1 " ՛ ՛ ^ ! - - - ^ » • ( i . i ) 
- ОО J — ԾՕ ) 

При ո = 1 эти классы рассматривались в работах [4, 5]. 

Л е м м а 1 .1 . Пространство Wpw (С") является банаховым пространством с 

нормой (1-1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {fk(z)} — фундаментальная последовательность из 

класса W§'w , т.е. 

\ \ f i - f j \ \ ^ Q nPu k,j^oo. 

Фиксируя первые (п — 1) переменные в функциях fk(z) = fk(zi, Z2,..., z„), 

получим фундаментальную последовательность функций одной переменной в 

банаховом пространстве W%'Wn. Следовательно, существует функция /™( . . . zn) G 

W՝P'Wn такая, что и тг ' 

\\fi(.. .zn) - /"(.. .zn)\\ ->• 0 при i-Ւ сю. 

В двумерном случае { / „ ( z i , z2)}n, имеем \\fk - f j \ \ p , W l , w 2 ֊ > 0 при k,j сю. С 

другой стороны, при фиксированном z±, потом соответственно Z2, имеем 

ИЛ ~ fj\\p,w2 0 при сю, 

как функция от շ:շ, и, соответственно, существует некоторая функция / 2 ( շ շ ) £ 

W^ W 2 такая, что 

IIЛ ~ f2\\p,w2 0 при к -֊> сю. 
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Как функция от zi , 

\\fk - /illp,»! ֊>• о при оо, 

и существует некоторая функция f 1 ( z i ) £ W т а к а я , что 

||Л ~ Z1 ||р,и>1 0 при к -֊> оо. 

Теперь фиксируя zi и շշ, получим f2(-,z2) = / 1 ( z i , - ) , так как fk(zi,z2) т а же 

числовая последовательность. Тогда обозначим соответствующую функцию че-

рез f(zi,z2) = f2(-,z2) = (zi, •). Опираясь на двумерный случай, доказывается 

и n-мерный случай. 

Ь) Введем специальный класс S A I , . . . , A „ функций, являющийся естественным об-

общением класса функций типа синуса в многомерном случае. Следуя работе [4], 

через SK (—00 < к < +оо) обозначим класс ц.ф.э.т. S(z) типов < а, нули которой 

{ zk}kLо отделены и 

О < с < |S(z) z " K | е՜0՝ '1"1 < С < +оо, \lmz\> К, (1.2) 

где с, С, К - некоторые положительные постоянные. Далее, обозначим 

S\{z) = S\1)...)xn(z) = S\1 (zi) • 5A2(Z2) • ••S\n(z1l), (-00 < А,- < +oo) , 

где SXi(zi) E SA ;. 

Т е о р е м а 1.1. Пусть S(z) £ 5A, где —сю < A8- < +сю И пусть -
последовательность корней соответствующих функций Si(zi), расположенная в 
порядке неубывания модулей. Тогда 

1. Для любого ձ = (6i,...6n) (Si > 0, 1 < i < п) существуют некоторые 
постоянные m(S) > 0 и М(6) > 0 такие, что имеют место неравенства 

m(S) (1 + |zi|)A l • • • (1 + |zn|)A™ е'71'3'1' • • •e t T r^Vr^ < |S(z)| < 

< M(S) (1 + |z! |)A l • • • (1 + |z„|)A" e ^ b i l . . I 

вне 8-окрестности множества корней, т.е. на множестве 

„ ;) „ „к (к к к\ J J { z : \z — zk\ > (5} , где z" = (z\՜, z. •Լ , ձշ , . . . , ճոյ 

2. Если рк - кратность появления zf во всей последовательности {zf i = 
1,71, ТО 

Pi+-+PlS(rk  Z 

"izid p2 z2 • • • d p^zn 
> C ( l + | z * | ) A l . . . ( l + | z * | p . (1.4) 
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3. При некоторых положительных постоянных с,, С8՛, К , зависящих только от 
функции S(z), выполняются неравенства 

О < J J С| < S(z)z~Al
 e ֊ < n \ I m z 1 \ _ _ _ e ֊ a n \ l m z n \ ^ 

*' _ (1-5) 
< ]_]_ С; < + o o , \Imzi\>Ki, г = l,n, 

когда inf zf - zj > 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательства всех трех пунктов выводится непосредствен-
но из аналогичных свойств соответствующих составляющих функций S(z), ука-
занных в [4]. 
Ниже приведем несколько примеров функций данного класса. 

1) Пусть 0 < < 2, С{, Շշ Е (—оо, +оо). Обозначим 

е (zi, /Հ, /Հ, С[, Ժ2) = e(zi) = С\ЕХ (iaiZi-, բ,[) + &2Ег (-icr;^; /Հ) , 

где 

EP{z,li) = 
k=o Г [բ + * 

- целая функция типа Миттаг-Лефлера порядка Р и типа Մ = 1. Известно 
[4], что при Aj՛ = max ( l — 1 — /Հ2) функции e(z{) принадлежат S \ r Следо-
вательно, S(z) = e(zi),..., e(zn) £ S\lt...t\n. В частности, S(z) выражается 
через произведение функций типа Миттаг-Лефлера 

S( z)  = СЕ\ 2 (ZI, /Հ1) • • • Е"2 (zn, թո), 

когда С[ или С2 = 0, i = 1, п. 
2) Пусть а,- (է) - функции ограниченной вариации со скачками в точках ж,- = —մ,՛ 

и хi = Ծ{. Положим 

F(Zi)= f Е! (izit-, f j f ) dai(t). 
J — 

Как показано в [4], F(zi) £ SСледовательно, S(z) = F(zi),..., F(zn) £ 
S\1)...)\n, где А,- = 1 - բ՝. 

3) Подставляя բ' = 1, <т,- = 7Г, в качестве частного случая из второго примера 
можно получить 

S(z) = sin7rzi £ 5д15 

к 
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S(z) = s i n n z i , . . . ,sin7rzn £ SAl,...,A„-

4) В специальном случае 

f — 1, է = ֊ 1 
֊ 1 < Հ < 2 , <ti = 1, a,-(<) = | i t = i 

получим 

п 
Si(zj) = Ei(izj; բ') — Ei(—izj; и следовательно S(z) = J J 5j(z; i v ^ / • 

8 = 1 

§2. Т Е О Р Е М Ы И Н Т Е Р П О Л Я Ц И И 

а) Пусть функция S (z ) G 5д и z = - последовательность её корней. Со-

гласно [4] и [5], через s i > 1 и p i соответственно обозначим кратность появления 

числа zk на отрезке {zj}q И ВО всей последовательности 

Введём в рассмотрение полиномы 

Vk-Sk 

соответственно. 

4k(z) = a„(zk)(z - zky (к = 0 , о о ) , (2.1) 
v=0 

1 ( { z - z k y 

где 
\Рк \ И 

= s(z 

а также функции 

Ո (z) =  S( z)lk(z) = S(z) av{zk) 
k [  ! (8k-l)\(z-zk)pk-sk+i ( 8 f c ֊ l ) ! (z-zk)P>->֊"+i' 

Заметим, что £lk(z) - целая функция и в частном случае, когда все нули S(z) 

простые, т.е. sk = рк = 1 и из (2.2) следует, что 

П * Ы = S ( z ) 
S'(zk)(z - zk) ՚ 

Коэффициенты разложения (2.1) и функция £lk(z) обладают следующими свой-

ствами (см. [4], [5]). 

2.1. Функции системы удовлетворяют следующим интерполяционным 

данным : 

= S k , n = ( J ' ( к , п > 0). (2.3) 
լ о, к փ п 

2.2. Если S(z) G S\ и рА + w < р — 1, то 

n k ( z ) e w r -
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2.3. Для коэффициентов разложения (2.1) справедливы оценки 

\av{zk)\<c{l + \zk\)-X , (2.4) 

где с > 0 не зависит от ь> и к. 

Далее рассматриваются ряды по функциям системы (2.2) : 
оо 

f ( z ) = J 2 c k n k ( z ) , (2.5) 
к= О 

где {ск} - некоторая последовательность комплексных чисел. Следующая теорема 

касается разложению функций из класса W£'w по ряду вида (2.5). 

Т е о р е м а 2.1. Пусть {zk}^՜ - нули функции S(z) £ S\, где w + р\ £ (—1,р — 
1). Тогда ряд (2-5) осуществляет линейное топологическое отображение всего 
пространства £p'w на пространство W£'w, причём справедливо 

f ( ^ ֊ 1 > ( z k ) = Ck, 

l l / I U ~ 11{с*}||. 

В специальном случае, когда w = О, А = 0, из Теоремы 2.1 следует известная 

теорема Б. Я. Левина [1]. 

Ь) Пусть функции Si(zi) £ S\{, i = l , n , a - последовательность соот-

ветствующих корней. Через sf > 1 (pf соответственно) обозначим кратность 

появления числа zf на отрезке j- (или во всей последовательности j- ), 

и запишем S(z) = 5ւ(^ւ)5շ(^շ) • • • Sn(zn). Это функция от п переменных, которая 

принадлежит классу SAI,...,A„ и, в частности, целая экспоненциального типа по 

каждому переменному и соответствующий тип < г = 1,п. 

Используя одномерный случай (2.2), построим 

Qk( S,(z,)q,(z,) 

( 4 - 1 )i(z,-z?y<-s<+1 

(2.6) 
St(zt) a\{zf) 

W ֊ 1 ) 1 ,=o ( z . - z f f ՜ ^ 1 ՝ 

Так как каждая функция S i ( z { ) есть целая и имеет нуль кратности pf в точке 

Z{ = z f , то Ոք (z{) также является целой функцией. 

Через Q K (z ) = 0 ( z i , z2,..., zn) обозначим следующую функцию от п комплексных 

переменных : 
Ո 

(Z„.l = 
8 = 1 

QK(z) = n^(z1)n^(z2)...n^(zn) = Y[nt(z,), (2.7) 

где к = (ii ,i2,...,i„), ij = 0, оо. 
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Л е м м а 2.1. Функции системы { i l s ( 2 ) ) s f H » удовлетворяют следующим интер-
поляционным данным 

Ց^՜Կ-լ узւ rJ2 . ճ 1 Iй* շ ? • • n 

Г ՝ 
l o , К փ Kj . 

(2 .8 ) 

Если S(z) £ 5Al,...,A„ И pAi + го,- < p - 1, то Q K (z ) £ Wp՛ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение леммы доказывается на основе свойства 
(2.1) и определения (2.7) функции Q K (z) . Для доказательства второго утверж-
дения заметим, что согласно (2.7), Q K (z ) является целой функцией экспоненци-
ального типа < Մ,: по каждому из переменных. С другой стороны, для каждого 
множителя, составляющего Sl'j(zj), имеем следующую оценку : 

fiV'to) 
m 

n'- J(xj) \xj\Widxj < +oo, j = 1, n, 

вытекающую из того факта, что Q K (z) принадлежит Wa'j 3 • Умножая п нера-

венств, получаем 

П И 
i = i 

-iw, 
j = 1 J m 

| П ! 1 Ы Г | ® 1 Г | " 2 а Ы Г 1Ж2Г 

IR" 
| 0 к ( ж ) р > 1 Г |xn\w-dxi---dxn = ||0K(z)||^ < +оо, 

если только pXj + wj < р — 1, j = 1, п. Итак, Q K (z ) £ Wp'w. 
с) Рассмотрим теперь ряды по функциям системы { ^ ( г ) } , . ^ » 

f(z) = cK0K(z), (2.9) 

где { c K } K g I R „ ֊ некоторая последовательность комплексных чисел. Нас интере-
сует вопрос : когда этот ряд определяет функцию из класса Wp ,w. 
Через i = 1, гг., обозначим последовательность нулей функции S(z) £ 

5ai,...,a„j а через •̂ л'™1''̂ '"'™ = л̂'™ (1 < Р < сю, ~ 1 < w Հ р — 1) - класс 
последовательностей комплексных чисел { с к } к е т „ , удовлетворяющих условию 

1 /р 

| | К } | | / Г = ^ Е К Г а + Ы Р • • • ( ! + Ы Г П } < + о о . (2.10) 
[кет.™ 

Очевидно, что является банаховым пространством с данной нормой. 

п 

Р 

Ո р 

кет™ 
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Т е о р е м а 2 .2 . Если {ск} £ £p^w и p\i + го, > —1, то ряд (2-7) сходится абсолютно 

и равномерно на любом компакте К С С", определяет целую функцию f ( z ) , 

причём 
Յ Հ 1 ֊ ւ + Հ 2 ֊ ւ + - + Հ " ֊ ւ / 

3 s! 1  1zi d s?  1z2 • • • d s՝^~ 1zn 

— с К. — СI (2.11) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть С С ֊ некоторый компакт, не содержащий нулей 

zf функции Si(z{). Следовательно, на i f С С™ (К = (К\ х • • • х Кп)) для 

остаточного члена нашего ряда (2.9) имеем 

ТП—^ m լ i • • • 1 ® m n J 

Е c K 0 K ( z ) 
K=N=(ini,...,inn) 

TYl — Սալ vj'raji I 

< 
K=JV=(i„1,...,i„„) 

\գ՝ւ i z2) • 
<B1---BnJ2 |c«|-

K = N Z1 — Z-լ i ^ P l 1 ֊ * ! ^ 1 

\Zn Zn 

Из определения полиномов q-3 и свойства их коэффициентов следует 

4 Ր : - Ր < Е 
i/=0 

1/1 հ 
а з  z i 

< 

< Сj (1 + 

р р — S р 
-А; 1 1 

Е zj -  zf 

< D j I 1 

В силу полученных неравенств, имеем 

, zj £ K j . 

\*N,m( z)\<Si-"Sn Е lc«l I 1 

K = N 

{ m 

E i c«i p 

f m 

* 

J i 

֊ (Ai + 1) 

( i + N H ) ' 

1 /Р 

1 / p 

(1 
- 1 ֊ A „ ֊ ^ 

p,q > 1. 

p : — s . 

յ 
zi ՜  zi 

3 Z 
3 

Pi ֊ » / -X j J J J z 
J 

til 

jfl г 

U>1 

J z II 
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С другой стороны, 

q - Ai - < - 1 при р\{ + Wi > - 1 , 

и следовательно, вторая сумма правой части является отрезком сходящегося 

ряда. Следовательно, 

а это означает, что наш ряд абсолютно и равномерно сходится на К . Приме-

нив принцип максимума к отрезкам нашего ряда, мы получим, что этот ряд 

абсолютно и равномерно сходится в каждой ограниченной n-мерной области и, 

следовательно, представляет собой целую функцию. Интерполяционные свойства 

непосредственно вытекают из Леммы 2.1. 

Теперь докажем основную теорему. 

Т е о р е м а 2 .3 . Пусть {շք i = 1, n, - последовательность всех нулей функции 

S(z) Е 5 A L , . . . , A „ и Wi +p\i Е (—1,р — 1). Тогда : 

1. Для любого элемента {aK} Е , ряд 

f(z) = 
к е т + 

сходится по норме пространства W£'w и определяет функцию f(z) Е W£'w, 

удовлетворяющую интерполяционным условиям (2.11). 

2. Справедливы следующие неравенства 

\\f\\p,w ~ | | { о к } | | £ Р , - . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорему докажем только для п = 2 (случай для произволь-

ного п > 2 рассматривается аналогично). Имеем 

f(zi,z2) = ^~2cijn11(z1)n32(z2) = Е ) ( 
i,3 * Լ 3 ) 

Ряд, как мы уже знаем, абсолютно и равномерно сходится на С 2 . Зафиксиру-

ем одну из переменных, например z2, получим функцию от одной переменной 

f(zi1,-). Применим к ней результаты, известные для одномерного случая (т.е. 

Теорему 2.1). Для этого необходимо доказать, что коэффициент при принад-

лежит классу ^д'™1, т.е. 

v 

Е ՝y]aijnJ2(z2 (1 + \z[\)Wl < +оо. 
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Для этого, оценим внутреннюю сумму для произвольного фиксированного г2}ф. 

Зафиксируем произвольное z2 £ К2, где К2 - компакт, не содержащий нули 

функции S2(z2), т.е. • Тогда : 

Е ^ г Ы <Bi £ Ы \ԳՅ Ы1 

z2 - z J2 
բ{-տ{+1' 

I l Л 
kj(^2)I < £ \a" z2 - z J2 < 

< B2 [1 + 

Следовательно, получаем 

-A2 £ 
i / = 0 

z 2 - Z-2 < B 3 1 + 

< я 4 £ Ы ( ւ 
֊ (A 2 + l) 

< 

1/p 1/9 

< < E i a i i i p f 1 

Но из рАг + w2 > —1 следует, что 

w2 
զ [ ֊ 1 ֊ ճ շ ֊ — ) < ֊ 1 

а из сходимости ряда 

a > 1, 

следует, что второй множитель есть сходящийся ряд, т.е. 

р < 

J2 aijtt32(z2) < B 5 \ J 2 \ a t J f 1 

После подстановки результата во внешнюю сумму получаем 
р 

Е 

{ a i j } ՝ % 3 H , j 
A1 >А2 

1 + 

< +oo, 

< ^ £ £ к /  1 + 4 ) ( 1 

« 3 

J „ J 

3 z 

J z 

q - 1 ֊ A 2 ֊ ^ w շ 
J J z z 

3 z 

w շ 
3 z: 

U>1 UJL 
г 
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что следует из условия теоремы. С помощью принципа максимума полученный 

факт распространяем на всю плоскость. Наша задача - показать, что f ( z i , z2) £ 
т.е. интеграл 

\f(x1,x2)\p\x1\^\x2\v" = [ { [ \/(х1,х2)\ р\х1ГЧх1}\х2ГЧх2 
I R . / I R Jm Um J 

конечен. Применим этот факт для функции f ( z i , •) как функции от одной пере-

менной и воспользуемся оценкой 

Л 1 

для соответствующих коэффициентов {сг }г-, определяющихся формулой 

d f ( s  Հ - 1 
"1 ,•) 

dzi 

Следовательно, получим 

. / I R 

Отсюда 

d f ( s  

dzi (1 + И 1 Г -

ГО. 

з / ^ ՜ 1 ) (zi 

Հ B L £ . / I R . dz-լ 
(1+ |Հ|)  1 Ix2\ a'dx2. 

Отметим, что подынтегральная функция в правой части зависит только от 

переменной z2. Для дальнейших выкладок рассмотрим функцию 

dfV՜1) ( Հ , - ) 
dz-լ 

которая зависит только от z2. С другой стороны, 

d f ( s  

= Ն я : ° շ ( Z 2 ) = dz-լ ' dz-լ hJ 

= £ £ dzi 

= CV. 

р 
Z 

Z 

ч 
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Наша задача - показать сходимость следующего ряда : 

£ £< 1 + < +оо . 

Для произвольного zi Е Ki (где К ւ не содержит точки из { z ^ . ) , запишем общий 

вид Q \ ( z i ) : 

( \ Pi~ si „ ( 
Si Ui 

= 
տւ(^ւ) g8'(zi) 

E 
(s\ � 1)! (Zl - z [ ) p ^ + 1 ֊ 1 ) ! ( Z l - z i Y ՛ - ' ՜ ^ 1 

1 P՝1~ S\ 
1 V^ ( i\ ! \ ( i\-Pi~ 1 +  si+ 1' T- ГТТ av (z-J S i (z i ) (zi ֊ zx) 

( Տ1 ^ ՚ f=0 

и вычислим производную (տլ — l ) порядка от данной функции : 

p\-s\ s\-1 Hi — ° 1 1 Հ > \ S ^ - ^ U z i ) _ ] 

S ' i ֊ ^ ! " ( Հ ՜ ֊ ւ ) ! ^ 

X ( Հ + „ _ p' _ l ) . . . ( Հ + „ _ p' _ ( Z l _ z i _ y l + " - P l ֊ i ֊ t 

1=0 

1=0 
= £ ( * i ) E 

i / = 0 

Далее, имеем 

(շւ )ճ „ (zi - z i ) 

d s i 1 z 1 

p;-»; « l - i 

< £ E l 
£=0 

С si-1 տՒ1^ (Z1) \AV 

i\s\+V-p\-l-l 
p i ~ z i | ՜ ՜ ՜ < £ \ < * Հ 4 ) \ \ B V \ խ-zij՜1 - 1 " ՜ < 

v=0 
, - A i - l 

< B ( l + | Հ | ) ' 

Последующие шаги в точностью совпадают с предыдущим доказательством схо-

димости ряда. Следовательно, можно ещё раз применить одномерный результат . 

ГО. k./IR 
МЖ! j \Пх1,х2)\р\х1\ тЧхА\х2\ тЧх2< 

di-'-^fizi-) 

ՑИ՜1 'Z1 

d s՝i~1z1 d si~1z2 

- W E J m { 

< � � £ £ 
« i 

= A 2 £ £ | a i i | " ( l + | z i | ) " 1 (1 
i j 

\X2\w2 ( l + i z i i ) ™ 1 ^ < 

(2.12) 

(1 + И 1 ) - i + 

"«J \\լ 

p 
էՕշ 

J z 4 

s - 1 

и. - » 

p 
w շ 

J z 
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Принадлежность к соответствующему классу доказана. Аналогично можно по-
лучить неравенство в другую сторону : 

11/11^,», (2.13) 
А1 >А2 

Из неравенств (2.12) и (2.13) вытекает, что 

ЦР i \ \ P , p , • \w1,w2 ՜՝ II"чJ IIi 

Кроме того, из Теоремы 2.2 вытекает, что функция /(21,22) удовлетворяет 
интерполяционным условиям (2.11). 

Т е о р е м а 2.4. Каждая целая функция f(z) £ W£'w (С 1 ) разлагается в ряд 

f ( z ) = cKQK(z), 
«em. J 

где 
յ ( Հ 1 - 1 + Հ 2 - 1 + - + Հ " ֊ 1 ) / ( Հ 1 

d si1~1z1 • • •d s՝""~1zn 

a i = l , n ֊ нули целой функции S(z) £ 5л1,...,а„, гдего^+рА; £ ( - 1 , р - 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Итак, имеем функцию f(z) = / (zi, z2,..., zn) от n перемен-
ных, принадлежащую Wp w (С™). Зафиксируем первые (n — 1) переменных, в 
результате получим функцию одной переменной, которая принадлежит классу 
Wp'Wn. Можем применить аналогичную теорему для одномерного случая, т.е. 
Теорему 2.1 

Д - - - , * » յ - ճ ^ ( Հ 1 - ! ) . U n [ Z n } -
г i = 0 0\ " >Z 

Функция 

д ^ " ՜ 1 ) / ( Հ 1 ) 

а К 1 ՜ 1 ) * » 

зависит от (п — 1) переменных и, как уже отмечалось в Теореме 2.3, она 
принадлежит классу Wpw (С™՜1) . На втором шаге, зафиксируем первые (п — 2) 
переменные и воспользуемся Теоремой 2.1 для (п — 1)-ой переменной, получаем 

г՝1=0 «շ=0 » 

, Z2 , . . ., zn 
Ск = 
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И, наконец, на последнем шаге получим необходимое разложение 

f{z!,z2, ...,zn) = 

5 ( Հ 1 ֊ ւ + Հ 2 _ 1 ֊ ւ + - + Հ " ֊ ւ ) f ( in ,-л 
ճ ' 1 - i 1 v ւ; n\ n) 

« = («! n), n GlR. 

Обозначив 

d( s i " 1 - 1 ՝ ) z n - - -d« n - 1 ՝ ) z 1 

из (2.13) получим 

' ՝ Z l 

Zn , = Աէ 

f ( z ) = aK0K(z), 
K G I R + 

С л е д с т в и е 2.1. Если f(z) E W^՛1" (C n ) (1 < p < oo, - 1 < w < p - 1) и 

г = 1, n, ֊ нули функции S(z) E 5 A i , a„ , w. + рЛ,- E ( - l , p - 1) и 

TO f(z) = 0 (K= (ii,...,in) E Ю + ). 
Объединив результаты Теорем 2.3 и 2.4, мы приходим к следующей теореме. 

Т е о р е м а 2.5. Пусть Г = 1 , П , - нули функции S(z) Е S A I , . . . , A „ > где 
W{ + pAj՛ Е (—1,р — 1). Тогда ряд (2-9) осуществляет линейное топологическое 
отображение всего пространства չԲ՛™1՛-^™" = £P'W на пространство W£'w (С^1), 
причём справедливы соотношения 

» 1 
" • - с-— W. 

||p,tc ~ WI^KJWIP. 

Отметим, что в специальном случае, когда w = О, А = 0, из Теоремы 2.5 следует 
известная теорема Пойа-Планшереля [3]. 

z п 

A b s t r a c t . T h e paper investigates the interpolation and basicity problem in Banach 
spaces of entire functions of exponential type in several variable. Some sufficient 
conditions for solvability of these problem and the explicit analytic form of the 
solutions are obtained. 
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