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Р е з ю м е . В этой статье приводится новый результат типа хорошо известной 
теоремы Г. Сегё и А. Колмогорова о наилучшем приближении аналитически-
ми полиномами в весовых пространствах Մ . Результаты такого типа играют 
существенную роль в теории предсказания стационарных процессов. Хорошо из-
вестно, что точность наилучшего предсказания на один шаг вперёд, не зависит 
от р. В данной статье мы докажем, что в случае предсказания на два шага вперёд 
получаются разные результаты для р = 2 и р = сю. 

§1. В В Е Д Е Н И Е 

В данной статье приводится аналог следующей, хорошо известной теоремы Г. 

Сегё, (см. [1], стр. 201). 

Т е о р е м а 1.1. Пусть h(z) - неотрицательная, непрерывная функция на единич-
ной окружности \z\ = 1. Тогда для любого 1 < р < сю имеет место равенство : 

inf — 
Cj,n \ 2тт 

j= о 

\ р \ 1/р 

h(e t x) с?ж = ехр ( - L 
Լ 2тг 

log h{e")dx 

А. Колмогоров [3] обобщил приведённый выше результат. С целью сравнения с 

результатом данной статьи здесь мы приводим формулировку частного случая 

теоремы А. Колмогорова. Рассмотрим функцию 

F(z) = ехр 
2тг 

•lo gh{e")dx\, խ|<1, 

которая имеет граничные значения почти всюду и |-F՝(z)| = h(z), \z\ = 1. 

tlx e 3 

1 Г e" + z 
e"~ — z 
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Т е о р е м а 1.2. Пусть h(z) - неотрицательная, интегрируемая функция на \z\ = 1 

и пусть h(z) = h(z), \z\ = 1. Тогда имеет место равенство : 

( 
inf 

1 Г 
to. 

\ 

Л ' ՜'"՝ ճ / ; ' ' " 
3=0 

շ \ 1/2 

h(e") I dx 

= |ճ | | յ ՝ (0) | . / i I ( \ Ո Պ \ V V2H0)| 
Следующая теорема является основным результатом данной статьи. 

Т е о р е м а 1.3. Пусть h(z) ֊ неотрицательная, непрерывная функция на \z\ = 1. 

Тогда 

inf max 
С,' \ —7Г<аг<7Г 

Ае~ 
i=o 

h(e 

= |ճ | \F(0)\ 1 + 
F'( 0) 2 F'( 0) 

լ 
F'(0)  2  

F( 0) F( 0) V 2F(0) 

Заметим, что в Теореме 1.1 точность наилучшего приближения функции е~", 
х = [—7Г, 7г], аналитическими многочленами не зависит от параметра 1 < р < сю. 

Однако для функции е~2 , х мы получаем разные величины для наилучшего 

приближения, когда р = 2 и р = сю. 

§2. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О О С Н О В Н О Й Т Е О Р Е М Ы 

Приведём некоторые известные определения и вспомогательные результаты. 

О п р е д е л е н и е 2.1. Обозначим через Н°° пространство всех ограниченных ана-

литических функций f(z) в \z\ < 1, с нормой 

| | / | | я~ = sup I/WI-
И < 1 

Хорошо известна следующая теорема (см., например, [2], стр. 142). 

Т е о р е м а 2.1. Пусть zi, Հշ, • • •, zn - точки в единичном круге (т.е. \z^\ < 1, 
k = 1, • • •, п) и пусть wi,w2, • • •, w„ ֊ произвольные комплексные числа. Тогда 
существует единственная функция f(z) £ Н°° с минимальной нормой, удовлетво-
ряющая условиям f(zn) = wn, n = 1, 2, • • •, п. Более того, эта функция допускает 
представление 

f(z) = CB(z) 

fl 

С Հ .71 3 

fl 
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где B(z) - произведение Бляшке порядка не больше п — 1 (т.е. оно содержит по 
крайней мере п — 1 элементарных сомножителей Бляшке), а С - комплексное 
число. 

Воспользуемся следующим, хорошо известным свойством дробно-линейных пре-

образований 
az + b 

w = -, ac — ba փ 0. 
cz + a 

Известно, что если a i , օշ, аз, оц различные комплексные числа и wւ, -աշ, гоз, 104 
их образы, т.е. го(а^) = го^, /г = 1,2, 3, 4, то 

04 — ai аз — а2 104 — wi 103 — wշ 
04 — օշ аз — ai Ակ — W2 ws — w 1 

Докажем следующую теорему. 

( 1 ) 

Т е о р е м а 2.2. Пусть h(z) - неотрицательная непрерывная функция на \z\ = 1, 
a-լ и Ռշ ֊ комплексные числа такие, что |ai| < 1 и |օշ| < 1 и пусть А\ и ճշ -

произвольные комплексные числа. Тогда имеет место равенство 

inf max 
c i \ И = 1 

ճւ 
z — Ա\ z — a շ 

4 ™ 
— — у ( :?3 

3=0 

h(z 

где 

= inf Հ sup \K{z)\; K{a1) = b1, K{a2) = b 2 } , 
£ ё Я " l l * l=i J 

, 7-7/ \ Օ ւ - Օ շ Հ Օ շ - Օ ւ ճշ 
ծւ = -F(oi) —-շ- = и b2 = F(a2)-

1 l - О] 1 ֊ | a i | 2 1 - a 2 a i 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, имеем 

a i a 2 1 _ \ռշ\Հ 

I = inf max 
ci \ И=1 

ճւ ճշ 
z — a i z — a շ - £ < 

3=0 

,73 h(z 

= inf 
H = i 

Z — Ol Z — Օշ 
1 — OlZ 1 — 02Z 

Л Л  n  

ճւ , ճշ _ y ^ 
— «о Հ—/ z — a 1 z — Ռշ 

Cjz- h{z 

= inf max 

Обозначим через 

ճւ z — Օշ Z — Օւ ճշ 

j=o 

z — ai z — Ռշ 

1 — a i z 1 — a2Z 1 — a i z 1 — a2Z 1 — a±z 1 — 02Z 
P(z) h{z 

, , Հ ճւ z - Օշ z - Օւ ճշ г - f l i z - f l 2 
f(z) = — — + — 1 — aiz 1 — a2z 1 — aiz 1 — a2z 1 — aiz 1 — a2z 

P(z) 

3 

3 

max с J 
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аналитическую в единичном круге \z\ < 1 функцию, где P{z) - произвольная 

функция из Н°°. 

Заметим, что независимо от выбора P{z) £ Н°°, функция f(z) удовлетворяет 

следующим условиям : 

,, \ Ах oi - a2 а2 - ах А2 
/ ( « О = ՜ — Г ՜ — — и / ( « շ ) = 1 — — Г " — Г ՜ i 2 -

1 — |«ւ| 1 ~ ° 2 ° ւ i - օւօշ 1 _ \а2\ 

Следовательно, имеем 
1 = b f | m a x | / ( z ) | / i ( z ) ; f(a1)=c1, f{a2) = c2 j , 

где 

J = inf \max\K(z)\- K(ai) = ЬЪ K(a2) = b2\. 
кен°° Լխ|=ւ J 

Д о к а з а т е л ь с т в о основного р е з у л ь т а т а . В предыдущей теореме подставим 

a i = 0, а2 = а, Ах = — , ճշ = - . 
а а 

Тогда имеем 
п 

CiZ J  1(a) = inf max 
c i \ И = 1 

1 ™ 
ziz — а 

՝ ֊ ' j=о 
/ւ(շ 

= inf Հ m a x | i f ( z ) | ; i f (0 ) = F(Q), К (a) = F(a) 
1 

KeH(D) Լ\z\=i ՝ ՝ ՝ ' ՝ " ՝ ' ՝ ' 1- \a\2 j ' 

Отметим, что функция К(z) £ Н°°, на которой достигается нижняя грань, 

должна быть произведением Бляшке не выше первого порядка. Если она имеет 

нулевой порядок, тогда К(z) = D = const и, следовательно, 

D = K(0) = F(0) = K(a) = J ^ L . 
1 - н 

Это означает, что 1(a) = |-F՝(0)| и 

F ( a ) ֊ F ( 0) 
= - a F ( 0 ) . 

Если же порядок рассматриваемого произведения Бляшке равен 1, то К(z) 

является дробно-линейным преобразованием, т.е. 

у — а 
K(z) = D——, Н<1. 

1 — az 

а 
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Поэтому обозначая 
F(a) 

К{ 0) = F{ 0) = Wl и K(a) = = w2 
1 - | օ | 

получаем 
D2 

if (0) = w i K(a) = w2 K( oo) = — К 

Из формулы (1), следует 
Wl 

_D2 — wiw2 D2 — W2W1 

a/ w2 

1 - H 2 D2 - \w2\2 D2 - K| 2 • 

После элементарных преобразований приходим к равенству 

2 _ D2\w2 - wi\2  

l°l — 
ID 2 - wxw2\ 

Далее, учитывая равенство 1(a) = |D|, получаем 

I4 - (w + w + R)12 + ww = 0, 

где 

(2) 

R = 
( i ֊ H 2 ) ' 

F(a) - F(0) 
%F( 0) 

F(Q)F(a) 
|2 • 

1 - H 
Так как I > max{ | to i | , |ւօշ|}, то I должен равняться наибольшему корню урав-

нения (2). Следовательно, 

1(a) = у^ (w+ w + R + հ/Iw + w + R)2 ֊ 4ww^j , 

где 

w + w + R = 
F ( 0 ) F ( a ) + F ( 0 ) F ( a ) 

1 ՜ 1°1 1 - И 2 ) ' 

F(a)-F( 0) 
i F ( 0 ) 

4ww = 4 
| J ՝ (0 ) | 2 | J ՝ (a ) | 2 

( 1 - й 2 ) 
2 • 

Переходя к пределу при a —У 0, получаем требуемый результат . 

a 

и 

w 

< 

и 

Abstract.The paper proves a new result similar to the well known theorems of G. 
Szego and A. Kolmogorov on the best approximation by analytic polynomials in 
weighted Lp spaces. Such results are essential in prediction theory for stationary 
processes. It is well known, that for one step prediction, the size of the best 
approximation is the same for all p. The paper proves that for two step prediction 
the best approximation sizes are different for p = 2 and p = 00. 
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