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А Н Н О Т А Ц И Я . Пусть х = ixN}^=0 ՜ система Хаара, нормиро ванная в L2(0, 1) 

и пусть M = {Ms j^- լ — любая фиксированная последовательность возрас-
тающих неотрицательных целых чисел. В работе, по любой подсистеме си-
стемы Хаара х вид а {ipK} = x s = ix-j-es, где S = S(M) = [nK}'^=1 = 
{n e V [p] : p e M}, У [0] = {1, 2} и V [p] = i2p + 1, 2P + 2,..., 2p+1} при 
p = 1, 2 , . . . , построен ряд вида A I ¥ I с aI \ 0 , который универсален 
относительно частичных рядов как во всех классах L r(0, 1), r e (0, 1), в 
смысле сходимости почти всюду и в метрике L r(0, 1), так и в классе всех из-

[0, 1] 
всюду. Существует ряд по системе Хаара с монотонными коэффициентами 
со следующим свойством: для любого £ > 0 существует измеримая функция 
IJ-(x), x e [0, 1] с 0 < IJ-(x) < 1 и |{ж e [ 0 , n ( x ) = 1}| < £, такая, что этот ряд 
универсален в весовом пространстве ԼԹ[0, 1] относительно частичных рядов 
в смысле сходимости по норме ԼԹ[0, 1]. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Н. К. Бари (см. [1], стр. 527-530) установила, что для всякой измеримой и 
конечной на отрезке [0,1] функции f (x) существует ряд по системе Хаара 

(1) ՝^2anXn(x), 

который сходится к f (x) почти всюду (п.в.) на [0,1]. Это утверждение было уси-
лено в 1960 году А. А. Талаляном [2], который доказал существование ряда по 
системе Хаара вида (1), универсального в классе всех измеримых и конечных на 
отрезке [0,1] функций относитльно частичных рядов в смысле сходимости почти 
всюду. Т.е. для любой измеримой и конечной на отрезке [0,1] функции f (x) най-
дется возрастающая последовательность натуральных чисел mi < m2 < ..., для 
которой ряд J2amnXmn(x) сходится к f (x) п.в. на [0,1]. 

В 1977 Г. М. Мушегян [3] доказал, что каждый ряд по системе Хаара вида 

. ճ v > է ֊ v > շ 2 , . П.В. П.В. „ 
(2) Z_^ akXk(x) с 2_^a,kXk(x) = и akXk ^ 0, 

k=0 k=0 
является универсальным относительно перестановок в классе измеримых функ-

f(x) 
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ряда (2) можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд сходился к f (x) 
п.в. 

В 1976 в дипломной работе автора доказано, что каждый ряд вида (2) уни-
версален в классе всех измеримых и конечных на отрезке [0,1] функций относи-
тельно частичных рядов в смысле сходимости п.в.. 

В настоящей работе доказываются следующие теоремы. 

Теорема 1. Существует ряд по системем Хаара вида 
ж 

(3) V ] a n \ n ( x ) , an > an+i > 0, l im an = 0, Հ—' n— 
k=0 

обладающий следующим свойством: 
1) для каждого r G (0,1) и для каждой функции f G L r (0,1) можно найти 

последовательность {ծյ}°=0 ; Si = 0 или 1 таким образом, чтобы ряд 
ж 

Y^JiaiXi 
i=0 

сходился к f как в метрике L r(0,1), так и п.в. в [0,1], 
2) ряд (3) универсален в классе всех измеримых и конечных на отрезке [0,1] 

функций относительно частичных рядов в смысле сходимости п.в.. 

Теорема 2. Существует ряд вида (3) со свойством: для любого е > 0 су-
ществует измеримая функция n(x), x G [0,1], 0 < /л(х) < 1 и \{x G [0,1], 
/л(х) = 1}\ < е, такая, что ряд (3) универсален в весовом пространстве Լթ[0,1] 
относительно частичных рядов в смысле сходимости по норме Լթ[0,1]. 

Эти теоремы следуют из более общих теорем 3 и 4. Прежде чем перейти к 
формулировкам теорем 3 и 4, напомним следующие определения. 

Система функций xi = 1 и 

( k/2 m - 1 2m - 1 

2 k / 2 если ;— < x < ———, 2k 2k+i - 2 k / 2 если ^ l ! < x < 2k, m = 1 շ , . . . շ k ,  к = 0 1 , շ , . . . 

0 для остальных x G [0,1]. 

называется системой Хаара. Значения функций в точках разрыва для нас не су-
щественны, и мы их не приводим. Нам будет удобно пользоваться также двоич-
ной нумерацией функций системы Хаара, а именно, условимся писать x00) = Х1 

и 

(4) xkm) = X2k+m, к > 0, m = 1 , 2 , . . . , 2 k . 

В наших дальнейших рассуждениях будем считать, что M = {M s}^= 1 - любая 
фиксированная последовательность возрастающих неотрицатрельных целых чи-
сел. Определим подсистему системы Хаара следующим образом: 

(5) X s = {Xn}nes, me S = S (M ) = {nk } ~ i = {n G V [p] : p G M}, 

и V[0] = {1, 2 } V[p] = {2p + 1, 2p + 2 , . . . , 2P+1} при p = 1 , 2,... 
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Система измеримых функций { f n } = F называется центрированной, если для 
любого n и Д С 9 n ( F ) , где через 9 n ( F ) обозначена минимальная а-алгебра, по 
которой измеримы функции f1(x),..., fn(x) имеет место равенство 

/ fn+1(x) dx = 0. 
JA IД 

Через Ф = {ф} обозначим семейство центрированных систем (x)}^!=1 со сле-
дующими условиями: 

1. lim sup 
N ^ o o 

N 

՝^2фN ( x ) 

k=1 
для почти всех x G [0,1], 

2. lim / I sup ^ s ( x ) | ) dx = 0, 
J о \s>k J 

3. Каждый ф = {фk(x)}!=1 G Ф состоит из таких ступенчатых функций, 
что множество носителей {Д^; : к G [qm, qm+1), qm m > 1} функций 
ш x)}ke[qm qm+i) разбиение интервала (0,1] и каждый носитель Дk 
является интервалом постоянства каждой функции из предыдущей груп-
пы j G [qm ֊1, qm) и limn |ДП| = 0. 

Отметим, что для каждой центрированной системы ф = {фд;(x)}!=1 G Ф в 1991 
автором было доказано, что для любого 0 < е < 1 существует измеримое множе-
ство E С [0,1] с мерой EI > 1 — е такое, что для каждой функции f (x) G L1 (0,1) 
можно найти функцию f(x) G L1(0,1), совпадающую с f (x) на E, и числа ak = 0 

1 

фk (x) 
k=1 

сходится к f(x) в метрике L1(0,1). Отсюда следует, что для каждой центриро-
ванной системы ф = {фk(x)}!=1 G Ф ряд 

! 

J 2 ф k ( x ) 

k=1 

L 1 (0, 1) 0 < 
е < 1 существует измеримое множество E С [0,1], с мерой IE| > 1 — е, такое, что 

f(x) G L1(E) ak = 0 1 
ряд 

՝^2ak фk (x) 
k=1 

сходится к f (x) в метрике L 1 (E) . 

Теорема 3. Пусть խk} = Xs (см. (5)) - подсистема системы Хаара. Тогда 
существует ряд вида 

! 

(6) Pi С ai \ 0 
i=1 

такой, что 
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1) для каждого r G (0,1) и для каждой функции f G L r (0,1) можно найти 
последовательность {Si}f=u Si = 0 или 1 таким образом, чтобы ряд 

ж 

i=1 сходился к f (x) как в метрике L r(0,1), так и п.в. на [0,1], 
2) ряд (6) универсален в классе всех измеримых и конечных на на отрез-

ке [0,1] функций относительно частичных рядов в смысле сходимости 
п.в.. 

Теорема 4. Для каждой центрированной системы ф = {фк (x)}^=1 G f а для 
любого £ > 0 существует измеримая функция ц(х), для которой 0 < /л(х) < 1 
при х G [0,1] и \{х G [0,1] ; /л(х) = 1}| < £ такая, что ряд 

ж 

՝ 5 2 ф к ( х ) 

fc = 1 

универсален в весовом пространстве Լթ[0,1] относительно частичных рядов в 
смысле сходимости по норме Լթ[0,1]. 

Отметим, что в работе [5] для подсистемы {фi(х)} = Xs (см. (5)) доказано, 
что для любого 0 < £ < 1 существует измеримое множество E с [0,1] с мерой 
\E\ > 1 — £ такое, что для каждой функции f G L1(E) существует ряд вида 

ж 
У ^ OiXki, оде Oi \ 0 и k1 <հշ < 
i=1 

f L1 (E) 
Небходимо отметить, что вопросам представления функций рядами по класси-

ческим и общим ортонормальным системам и о существовании различных типов 
универсальных рядов в смысле сходимости почти всюду и по мере посвящено 
много работ (см. [1]-[13]). 

Первой работой, где построены универсальные в обычном смысле тригоно-
метричекие ряды в классе всех измеримых функций в смысле сходимости почти 
всюду, является работа Д. Е. Меньшова [6], а также работа В. Я. Козлова [7]. 

В работе [9] А. А. Талаляном установлено существование универсальных от-
ж 

носительно перестановок рядов J2 okфk (х) по произвольной ортонормированной 
fc=1 

полной системе {фп(х)}, х G [0,1], в классе всех измеримых функций в смысле 
сходимости по мере на [0,1]. 

Тот факт, что существуют функциональные ряды, универсальные относитель-
но перестановок в классе почти везде конечных измеримых функций, в смысле 
сходимости п.в., был отмечен Орличем [14]. Полезно также отметить, что Риман 
доказал, что всякий неабсолютно сходящийся числовой ряд универсален относи-
тельно перестановок в классе всех действительных чисел (см. [15], р. 317). 

В работах [16]-[19] автором доказано, что 
1) Существует ортонормированная система {^п(х)}Ж=^ х G [0,1], по кото-

рой можно построить ряд, универсальный одновременно относительно 
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перестановок и относительно частичных рядов, как в каждом L p[0,1], 
1 < Р < 2, в смысле сходимости по метрике L p[0,1], 1 < p < 2, так и в 
классе всех измеримых функций в смысле сходимости п.в.. 

2) По любой ортонормированной полной системе { ^ „ ( ж ) } ^ ^ в L2[0,1] су-
ществует ряд вида 

ж 

՝^2 ак фк (X 
к=1 

(х), \ak\ r < ж, УГ > 2, 
к=1 

который удовлетворяет следующим условиям: 
a) ряд (3) универсален во всех Lq0 ц, 0 < q < 1, одновременно отно-

сительно перестановок и относительно частичных рядов в смысле 
сходимости по метрике Lq0 1], 

b) ряд (3) квазиуниверсален во всех Lp0 p G [1, 2) одновременно от-
носительно перестановок и частичных рядов. 

2. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О ОСНОВНЫХ ЛЕММ 

Л е м м а 1. Пусть даны числа N0 G N, Y = 0 ^ > 0 е G (0,1), r1 ,r2 G (0,1) и 
интервал Хаара Д = ( 1 — 1 , 2խ), i G [1, 2V]. Тогда существуют измеримое мно-
жество E С [0,1] и полином Q по подсистеме Хаара Xs = {х„к } = {фк} вида 

N 

Q =^3 ак Фк, 
k=N0 

такие, что 
1) 0 < ак < е и ненулевые коэффициенты расположены в {ак}^щ в убы-

вающем порядке, 
2) \E\ >1 - 5\Д\, 

Y на E 
0 Д 

Q 

4) f \7хд(ж) - Q ( x ) \ r d x < e \ ^ \ Y \ r , r G (0,1), 
д 

5) max / 
No<m<N \ J д 

y ^ ак Фк (x) 
к = No 

1/r 

dx < 
\y\\Д\1/2 

max 
No <m<N 

y ^ акФк(х) 
к = No 

< 

е2(1 - r2)' 

{ \դ\/\5\ при х G E, 
0 вне Д. 

r G (r1, r2), 

Доказательство: Для s = 1 , . . . , 2к, k = 1, 2,... положим 

(7) 
1 

1 - r2 
log2 1/е Д (s) 

s — 1 s 
2к 2к 

Выделим подпоследовательность {hi} шз {Mi} таким образом, чтобы имело место 

(8) hi+1 — hi > 2 для всех натуральных i. 

r 

q к 
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и возьмем натуральное число j настолько большим, чтобы имело место 

(9) hj > 21og2 \Y\/£ + log2 No + v, 

где N0 определяется из условий XN = Определим полином, полагая 

Q1=2 - hj / 2\Y\ Е x j 
: (AijcA) 

Полином Q1 на отрезке Д принимает значения Y И —7. Через E1 обозначим 
множество, на котором Q1 равняется —Y• По индукции определим полиномы 
Q2, Q3, • • •, Qq и множес тва E2, E3,... ,Eq следующим образом: 

(10) Qi+1 = 2 i - h j+ i / 2 \ Y \ Е j , 
: CEi) 

(11) Ei+1 = {t G Ei : Qi+1(T) = 2 IY}. 

Ясно, что 

(12) \E1\ = \Д\/2 и \Ei+1\ = \Ei\/2 да всех i = 1 ,2 , . . . , q — 1, 

и 
Д D E1 D E2... D Eq. 

Q 
q N 

(13) Q(x) = E Qi(x) = E Okfk(х) 
i = 1 k=N0 

(CM (4), (9), (10)), где 

Ok = / Q(x)^k (x)dx. 
o 

Qi 
Ok ненулевые 

коэффициенты полинома Qi равняются 2 i - 1 - h j+ i - l / , 2\Y\, а согласно (8) имеем, 
что 

2 i - 1 - hj+i-1 / 2\Y\ > 2 i - hj+i / 2\Y\, 
поэтому все ненулевые числа в {ok}N=No расположены в убывающем порядке. 
Для окончания доказательства пункта 1) леммы остается заметить, что согласно 
неравенству (9) 

2 i - hj+i / 2\Y\ < 2 - h j / 2 \ Y \ < £. 

Из (12) непосредственно следует, что 

(14) \Eq \ = 2 - q \ Д \ . 

а согласно (9)-(11) и (13) имеем, что 

' Y на Д \ Eq 

(15) Q(X) = { — (2q — 1)Y на Eq 
0 Д 
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r G (0, 1) 

f \YX1(x) — Q(x)\ rdx = / \2 qY\ rdx = \Y\ r\Д\£, 
J Д JEq 

следовательно, имеем утверждение 4) леммы. 
r G ( r1 , r2 ) 

max / 
No<m<N \ ,/Д 

Е O-kVk (х) 
k=No 

՝ V ( 11 \1/2 

d,x\ <1 J Q 2(x)dx) < 2 q / 2\Y\\ Д \1/2 

„ \Y\\Д\1/2 
£2(1-r2) ՝ 

Q 
(см. (15)) и, используя равенство 

S n ( x , Q ) 

\Д^\ > 
Q(x)dx, х G Дk i ), Уи G ( 2 k - 1 , 2k ], i = 1 , . . . , 2k, 

где через Sn(x, f ) обозначена n-ая частичная сумма ряда Фурье-Хаара функции 
f (х) G L1[0,1], нетрудно выбрать измеримое множество E с Д \ E q с \E\ > 1—S\Д\ 
такое, что при всех х G E имело бы место 

\Sn(x, Q)\ ^ ^ c m X m ( x ) 

m=0 
< \ Y \ / S , оде cm = Q(x)xm (x)dx. 

o 

Отсюда и из (13) получим 

Е Ok(х) 
k=No 

< {\Y\/\S\ Щ И х G E, 

0 Д, 
и G [No,N]. 

Л е м м а 2. Пусть даны числа N G N 0 < £ < S < 1 0 < r1 < r2 < 1 « 
подсистема XS = {Хпк} = Wk}, тогда для любой функции f G L 1(0,1), \\f > 
0, существуют измермое множество E с [0,1] и полином 

м 

Q = Е Ok ^k, 
k=N+1 

удовлетворяющие условиям 
1) 0 < Ok < £ и ненулевые коэффициенты расположены в {Ok}M=4 + 1  в  

убывающем порядке, 
2) \E\ > 1 — S, 

3) [ \Q(x) — f (x)\ rdx<£, r G (Г1,Г2), 
Jo 

max 
N + 1 <m<M J0 

E Ok^k (x) 
k=N+1 

dx < 2 \f \ rdx + £, 
o 

1 

r 
1 
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max 
N + 1<m<M 

У ак фк (х) 
к=]Ч+1 

< 2\f \/5 + е X G E. 

Доказательство: Выберем непересекающиеся двоичные интервалы { Д v } v  }v=1 
стпенчатую функцию 

(16) 

таким образом, чтобы 

vo 

Ф = J2 Yv хд„ 
v=1 

(17) 

(18) 

(19) 

Положим 

(20) 

0 < e 2 ( r 2 - 1 )\Yv\\Дv\ 1 / 2\ < е/2, 1 < v < vo, 

/ \f - Ф^х < е, 
0 

е = ֊ (llf ( x ) | k + 1 ) -

B = {х G [0,1] : \f (x) - ф(х)\ < е}. 

Отсюда и из (18) и (19) вытекает, что 

(21) \B\ > 1 - 6/2. 

Ev С 
[0,1] и полиномы 

1 
(22) Qv = аj Փյ, (mo = N + 1), v = 1 , . . . ,vo, 

0 ак < е и ненулевые коэффициенты в {{ак }'к=:ГП 1 } v=1 расположены в 
убывающем порядке, которые удовлетворяют условиям 

(23) \Ev\ >1 - 6 Д \ , 

(24) Qv = { Y v н а  EД , 10 вне Д v 

(25) F \Yv Хд„ (х) - Qv (x)\r dx< ЁД\\7\r, r G (n,r2), J д „ 

(26) 

(27) 

max 
mv — i<m<mv — 1 i յ д У акфк(x) 

к=ти—1 

r 1 /r 

dx I <  | 7Г  | Д ^ , r G (n,r2) , 

max 
mu — i <m<mu — 1 

У^ ак фк (x) 
к=т^ — 1 

< 

е2(1 - r2) 

\Yv|/|6\ при x G Ev, 
0 при x G Д v 

m 

j = mv ֊ l 
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Положим 

(28) 

(29) 

E = Ո ^ Ո ^ 
v=1 

vo 
M 

Q = E Q V = E Ok Pk, 
k=N+1 

Из (21), (23) и (27) следует, что 

\E\ > 1 — S. 

r G ( r1 , r2 ) 

f \Q(x) — f(x)\ rdx < f 1 \f(x) — p(x)\ rdx 
o o 

vo 1 
+ E / \YV ХД„ (x) — QV (x)\ r dx<£, 

v=1 J o  

т.е. утверждения 1) - 4) леммы выполнены. 
Теперь проверим выполнение утверждений 5) и 6). Для любого NN < m < M 

определим v из условия mV—1 < m < mv. Согласно (22) и (29) имеем 
m V— 1 m 

(зо) Е Ok Pk = Е Qn + Е Ok Pk. 

k=N+1 n=1 k=mv-i 

Отсюда и из соотношений (16)-(18), (25) и (26) для всех r G (r1,r2) будем иметь 
r 

1 

Е OkPk(х) 
k=N+1 

vo 1 

V—1 ր 1 
dx < E / \Qn(x) — YnХДп(x)\ r dx 

n=1  o  

o 1 1 

+ Е / \Yn ХДп ( x ) \ r d x + 
n=1 o o 

E Ok Pk (x) 
k=mv — i 

dx < 2 \f(x)\ rdx + £. 
o 

Ввиду того, что для каждой точки х G E Qv(х) = yv, v = 1,... ,v0 (см. (24) и 
xGE 

Е~{ПХДп ( х ) + Е  OnPn ( x )  Е Ok Pk (х) 
k=N+1 

< \ф)\ + 2\Yn\/SxДn(х) < 2\P(x)\/S < 2\f(x)\/S + £. 

Л е м м а 3 . Пусть ф = {фk ( х ) } Ж = 1 G f - любая центрированная система. Тогда 
для каждой функции f ( х ) G L [ 0 , 1 ] и для любых чисел S > 0 N0 > 1 существуют 
числа N > No, ak = 0 или 1, k G [No, N ] такие, что для любого измеримого 
множества e с E 

N 
dx < S, \E\ > 1 — S, 1. Е akфk (х) — f (х) 

k=No 

o 

E 
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max 
me[N0,N] . 

У akФк (x) 
k=N0 

dx < 5 + \f(x)\^(x)dx. 
J e 

Доказательство этой леммы следует из доказательства леммы 2 работы [4]. 

Л е м м а 4. Пусть ф = {фк(x)} G Ф - любая центрированная система, тогда 
для любого £ > 0 можно найти весовую функцию բ(x) > 0 с \{x G [0,1] : n(x) = 
1}\ < £ такую что для каждой функции f (x) G LM[0,1] и для любых чисел 
5 > 0 N > 1 существуют числа M > N и ak = 0 или 1, к G [N, M], такие что 

1. 
м 

max 
me[N,M]J 0 

ak Фк (x) - f (x) 

m 
У a.k^k (x 

k=N 

k=N 

n(x)dx < 5, 

fi(x)dx <5 + / \f(x)\^(x)dx. 
0 

Доказательство: Пусть {fk ( x } = 1 всюду в L [0,1] плотное множество. По-
следовательно применяя лемму 3, можем найти последовательности множеств 
{Es}^=1 и полиномов 

N s ֊ 1 

(31) Ps(x)= Y^  ck^k (x) С ck s' = 0 или 1, s = 1 ,2 , . . . 
k=Ns-1 

которые удовлетворяют условиям 

(32) I \Ps(x) - fs(x)\ dx < 2 - 2 ( s + 1 \ 
J E s 

(33) \ES\ > 1 - 2 - 2 ( s + 1 ) , Es с [0,1], 

max 
N S ֊ I < P < N S 

c k ) ф k ( x ) 

k=Ns-i 

dx < 2 - 2 ( S + 1) + f \fs(x)\dx. 
e 

для любого измеримого множества e G Es Положим 
ж 

On = Ո Es, n = 1, 2 , . . . , 
s=n 

ж 

(35) {E = « n o = Ո Es, no = [log i/2 £] + 1, 
s=no 

ж / ж \ 
в = լ յ On = «no щ լ յ ^n \ fin-J. 

n=no \ n = n o + 1 / 

Очевидно, что (см. (33)) \B\ = 1 и \E\ > 1 — £. Определим функцию fj>(x) следу-
ющим образом 

(36) n(x) = 
1, x G E U ([0,1] \ B); 
Բո, x G On \ On-1, n > no + 1, 

1 

0 
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(37) 

f n = 2 2 " П hs 
s=1 

֊ 1 

hs = | |Л ( х ) | | + r max Ns-i<p<Ns E  Ck S )^k(x) 

k=Ns-i 
+ 1 

||g(x)|| = \g(x)\dx, g(x) e L [0,1]. 
J о 

Из (35)-(37) получим, что f (x) ֊ измеримая функция, 0 < f(x) < 1 и 

\{х e [0,1] : f ( x ) = 1}\ < е. 

Учитывая (35)- (37) . для всех s > по и p e [N s -1, Ns) получим 

'[0,1]\Qs 

tt 

= 

n = s + 1 

E кфк(х) f(x)dx 
k=Ns-1 

E  C i s ) ^ k ( x )  

k=Ns-1 

fn dx 

tt r 1 
p  

< 3 2 - 2 s (38) < J2 2 - 2n  

0 
E  с к ) ф к ( х )  hs  1dx < 3 2 - 2 s 

n=s+1 0 k=Ns-i 

В силу условий (32), (35) ֊ (37), для всех s > п0 

/ \Ps(x) - /s(х)\ ff(x)dx = / \Ps(x) - /s(x)\ f(x)dx 
J 0 JQ,s 

ր tt ր 

+ / \Ps(x) - /s (x) \ f(x)dx = ^ / P (x) - /s(x)\ f 

N s - l 

E  c i s ) ^ k ( x ) 

k=Ns-1 

(39) < E 2 

n = s + 1 
\/s(x)\ + hs  1dx < 2 - 2 s / 3 < 2 - 2 s 

Учитывая (34), (35) ֊ (37) и (38), для всех p e [N s -1, N s ) и s > n0 + 1 получим 

/՝ 1 P F 

/ E с^'Фк(x) ff(x)dx = / 
./0 ,._»r ./Q. k=Ns-1 

E ck^Фк(x) ff(x)dx 
k=Ns-1 

1 
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+ 
'[0,1]\Qs 

p  

Е 
k=Ns-i 

(s) ck Ф (x) բ(x)dx 

< 

n=no + 1 \ — 1 

c ih^k(x) 

k=Ns — 1 

dx ԲՈ + 3 2 

1 

2s 

(40) 

E ( 2 - 2 ( s + 1 ) + / ա ^ ^ բ ո + 32 
n=no + A J n n \ O n — 1 J 3 

= 2 - 2 ( s + 1 ) E Բո +[ \fs(xMx)dx + 1 2 - 2 s 

n = n o + 1 J Q s 

< I \fs(xMx)dx + 2 - 2 s. 
0 

Пусть f (x) G L*[0,1], т.е. 

\f(x)\բ(x)dx < ж. 
0 

Из последовательности {fs(x)}^=1, возьмем такую функцию fso(x), чтобы 

1 
1 Ք է~՝՝՝ I s o (x)\ բ ( x ) d x < 5 / 4 ,  Nso-2 - 2 s o + / \f (x) — fso (x)\ բ(x)dx < 5/4, Nso-1 > N. 

0 
Положим M = Nso_i и 

ak 
'c (° o ) при к G [Nso-1, Nso) 

^ и к G [N,Nso-1) 

M ak к G [N, M] 
леммы 4. 

3. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В А Т Е О Р Е М 

Доказательство теоремы 3. Если обозначить через 

(41) {fk(x)}՝f°=1, x G [0, 1], 

последовательность всех алгебраических многочленов с рациональными коэф-
фициентами и последовательно применить лемму 2, то можно найти последова-
тельности множеств {Ek}^°=1 и полиномов по системе խn(x)} 

м. 

(42) Q k (x) = E  ani ^ni (x) 
i=Nj,k 

(43) N1,1 = 1, Nj+1,1 = Mj,j + 1, Nj։k = M j , — + 1, 2 < к < j, 

s 

1 
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которые удовлетворяют условиям: 

(44) 2 - j > am > an+i > 0, г e [N,k,Mjtk], к e [2,j], j = 1, 2 , . . . 

(45) Qk j )(x) - /j(x) ' dx < 2 - 4 j+ 1, к e [2,j], r e [2 - j , 1 - 2 - j], 

max 
Nj։k<m<Mj։k J 0 

(46) 

(47) 

E amVni (x) dx 
i=Nj,k 

< 2 I \/j(х)Гdx + 2 - j, к e [2, j], j = 1 , 2 , . . . , 

max 
Nj,k<m<Mj,k 

< 2 k \ / j (x) \ + 2 - j , x e G j , 2 < к < j E ащVni (x) 
i=Nj,k 

(48) \G {k j )\ > 1 - 2 - k, 2 < к < j. 

Рассмотрим ряд 
tt 

(49) E a s V s ( x ) , оде as = а ^ при s e [щ,щ+1). 

очевидно, что as \ 0 (см. (44) и (49)). Покажем, что ряд (49) - искомый. В 
самом деле, пусть r e (0,1), тогда для некоторого j0 e N имеем r e (1 / j 0 ,1 -
1/j 0) . Для каждой функции /(х) e Լլ0 1) возьмем функцию / v i (х), v1 > j0 из 
последовательности (41) такую, что 

I \/ - /vi \Гdx < 2 s  

0 

Предположим, что уже определены числа j0 < v1 < . . . < vq-1, полиномы 
Q 1 v i ) , . . . , Qq— - 1) и множества G1 v i ) , . . . , G^- - 1 с [0,1], удовлетворяющие усло-
виям 

ր 1 
dx< 2 • 2 - 4 ( s + 1 ), s e [2,q - 1], 

Л-4-1 

50) 

51) 

52) 

/ ( x ) Q (n v n )  

n=1 

1 
max E am Vni (x) 

i=Nv. 
dx< 2 f \/vn(х)\ Гdx + 2 s 

0 

max < 2 n\/vn(x)\ + 2 - n , x e G ( v n ) , E ani Vni (x) 
i=Nvn>n 

53) \G (n V n )\> 1 - 2 - n , 2 < n < q - 1. 

Возьмем функцию /Vq (x), vq > vq-1 из последовательности (41) такую, что 

54) 
qs1 

/(х) - Е Q {V)(х) 
j=1 

-  /Vq ( х ) dx< 2 - 4 ( q + 1 ) . 

1 

0 

Г 

0 

0 

Nvn,n<m<Mvn,n J0 

Г 1 

0 
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Отсюда и из (50) вытекает 

(55) 

Обозначая 

(56) 

будем иметь 

1 1 
J \fvq \ rdx < 24 4 - 4 q + 2 • 2 - 4 q . 

Bq = {x G [0,1]; \fvq (x)\ < 2 - 3 q } , q > 2, 

2 - 3 q r \cBq \ < f \fUq (x)\r dx < 3 • 2 - 4 q , cBq = [0, 1] \ Bq, 
0 

следоват g л ь н о 

(57) \Bq\ > 1 — 3 • 2 - q . 

Из условий (45) и (54) следует 
г 1 q 

(58) / \f (x) — ^ Qp^dx < 4 - 4 (q + 1 ) + 4 - 4 vq < 4 - 4q + 2 • 4 - 4 ( q + 1 ) 

0 j=1 

(59) 

(60) 

max 
Nvq,q<m<Mvq,q J 0 5 3 ащ Фщ (x) 

i=Nv 
dx < 4 - 4 q + 2 , 

max 5 3 ащ Ф т (x) 
=NV 

< 2 q\fvq(x)\ + 2 - v q , x G G (q vq ). 

Положим 

(61) ^q-.LSqKvrq 

(cm. (48) и (57)). Очевидно, что 

Eq = Bqn G (v )  

(62) \Eq\ > 1 — 4 • 2 - q . 

Учитывая соотношения (56), (60) и (61), получим 

(63) 5 3 ani Ф^ (x) 
=Nv 

< 2 - 2 q+ 1, x G Eq. 

Ясно, что таким образом по индукции определяются последовательности поли-
номов {QqVq՝)}'^=1 из (42) и множеств { G ՝ q У q ) у д о в л е т в о р я ю щ и х условиям (58), 

q > 2 

(64) 

(65) 

Aq = ^ x G [0,1] : E Q j V j ) — f (x) 
j=1 

< 2-q-1 , 

OO oo 
E = U ո (Aq Ո Eq). 

n=1 q=n 

В силу (58), (62) и (65) 
\E \ = 1. 

r 
1 

q,q 

Nvq,q<m<Mvq,q 

max 
Nvq.q <m<MVq,q 
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Пусть x е E. Тогда для некоторого натурального числа no будем иметь x е 
Aq Ո Eq для всex q > no. Следовательно, из (63) ֊ (65) вытекает 

J 2 Q j } ֊ f ( x ) 
j=1 

< 2 - q , q > no, 

E Փո (x) < 2 - q , q > no. 
i=Nv 

Отсюда получим, что ряд 
ж 

(66) Y^Sk ak ^k (x) 

(см. (49)), где 

k=1 

Sk = 
1 если к = n i ; где i = U <^=1i Nvq,q,  Mvq,q] 
0 в противном случае 

сходится к f (x) п.в. на [0,1]. Аналогично можно доказать, что ряд (66) сходится 
к f (x) в метрике Մլ0 1), т.е. пункт 1) теоремы 3 доказан. 

Подобными рассуждениями доказывается и пункт 2) теоремы 3. Теорема 3 
доказана 

Доказательство теоремы 4: следует из доказательства теоремы 3, с успользова-
нием леммы 4 вместо леммы 2. 

Если в теореме 4 в качестве центрированной системы ф = {фk (x)}^=1 е Ф, возь-
мем ^k (x) = ak\k (x) где ak \ 0 ak փ l2, a {xk (x)}^°=1 - система Хаара, то 
получим теорему 2 (см. [11]). 

Abstract . Let x = {Хп}Ж=0 be the Haar system normalized in L 2 (0,1) and 
M = {Ms}^=1 be an arbitrary, increasing sequence of nonnegative integers. For any 
subsystem of x of the form {фk} = x s = {xn}nes, where S = S(M) = {nk}^=1 = 
{n е V [p] : p е M}, V [0] = {1, 2} and V [p] = {2p + 1, 2p + 2,..., 2 p + 1 } f o r p = 1, 2 , . . . 
a series of the form aiwith ai \ 0 is constructed, that is universal with 
respect to partial series in all classes L r (0,1), r е (0,1), in the sense of a.e. convergence 
and in the metric of L r(0,1). The constructed series is universal in the class of all 
measurable, finite functions on [0,1] in the sense of a.e. convergence. It is proved 
that there exists a series by Haar system with decreasing coefficients, which has the 
following property: for any e > 0 there exists a measurable function n(x), x е [0,1], 
such that 0 < n(x) < 1 and \{x е [0,1], fi(x) = 1}| < e, and the series is universal in 
the weighted space LM [0,1] with respect to subseries, in the sense of convergence in 
the norm of LM [0,1]. 
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