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АННОТАЦИЯ. В настоящей статье изучаются некоторые свойства продолжа-
емых на полуоси [to, решений уравнения Риккати 

y'(t) + a(t)y 2 (t) + b(t)y(t) + c(t) = 0. 

Дается описание видов множеств начальных значений этих уравнений. Вы-
деляются два типа решений: нормальные, которые в некотором смысле усто-
йчивы, и предельные, которые неустойчивы в смысле Ляпунова. Получены 
соотношения, выражающие предельные решения через любое нормальное 
решение в квадратурах и элементарных функциях. Выведены соотношения 
между продолжаемыми на [to, решениями, обобщающие формулы Ви-
ета. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Рассмотрим уравнение Риккати 

(1) y'(t) + a(t)y 2 (t) + b(t)y(t) + c(t) = 0, 

где t e [to, С (l, a a(t), b(t) и c(t) ֊ непрерывные функции, определен-
ные на (l, +гс>). Посредством соотношений (см. [1], стр. 153-154) 

(2) ф(Ъ) = Ao expj Jo а(т)у(т)drj и ^(t) = y(t^(t), 

где A0 ֊ постоянная величина, уравнение (1) связано со следующей системой 

Г փ՚(ք) = a(t)^(t), 
{ ) \Ф'ю = -c(tm) - Հ ա ) . 

При a(t) = 1 эта система эквивалентна уравнению 

(4) ф"(t) + b(t^'(t) + ф)ф(t) = 0, t e [to, +ю). 

Решение y(t) уравнения (1), удовлетворяющее начальному условию y(t0) = у(0), 
может либо продолжаться на [to, либо иметь в некоторой точке ti > t0 вер-
тикальную асимптоту. В первом случае решение y(t) мы называем ^-регулярным 
решением, а начальное значение y(0) - регулярным начальным значением. 
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И. М. Соболь (см. [2], [3]) успешно применил свойства ^-регулярных решений 
уравнения 

(5) y'(t) + y2(t) + c(t) = 0, t e [to, 

для изучения асимптотических свойств решений соответствующего неосцилли-
рующего уравнения 

(6) Փ"(է) + Վէ)Փ(է) = 0, t e [to, 

to 
уравнения (5) (если не пусто) имеет вид [y (0), Ниже нами доказано, что 

to 
является, если оно не пусто, одним из следующих видов множеств: (а, в), [а, в), 
(а, в], [а, в], причем, если а(в) не является ^-регулярным начальным значением, 
то оно может принимать значение а отрезок [а, в] может вырождаться 
в точку. 

to 
to 

предельным) решением. 
Из теоремы работы [3] следует, что двум различным нормальным решени-

ям yi(t) и y2(t) уравнения (5) отвечают асимптотически эквивалентные соответ-
ственно решения ф1^) и Փշկե) уравнения (6) в том смысле, что соотношения 

Փւ^) Փճքլ 
т ж Փl(t) 

ограничены на [t0, в то время как предельному значению y^(t) отвечает "ми-
нимальное"решение Փ* (t), имеющее асимптотическое поведение на отличное 
от асимптотического поведения Փւ^) и Փշ (t), линейно независимых от него. Из 
полученных ниже некоторых соотношений видно, что в некотором смысле эти 
свойства сохраняются в более общем случае. Именно, двум различным нормаль-
ным решениям уравнения (1) отвечают по формулам (2) решения системы (3), 
координаты которых являются асимптотически эквивалентными в вышеупомя-
нутом смысле. Каждому предельному решению уравнения (1) отвечает решение 
системы, имеющее асимптотическое поведение на отличное от асимптоти-
ческого поведения на линейно независимых от него решений. 

Как видим, если для любого t1 > to уравнение (1) не имеет ^-предельных 
решений (таким, например, является уравнение y'(t) + c o s t y 2 ( t ) = 0), то все ре-
шения системы (1) асимптотически эквивалентны. Этот случай отличается от 
других своей "бедностью"разнообразия решений системы (3) с точки зрения их 
асимптотического поведения на Заметим, что в этом случае система (3) не 
может иметь более одного конечного характеристического числа Ляпунова, если 
нормальные решения y(t) = o(t) при t ^ (таковы все нормальные решения 
уравнения y'(t) + c o s t y 2 ( t ) = 0). Если же уравнение (1) имеет нормальные и два 
предельных решения (другой крайний случай), то мы имеем систему (3) с "бога-
тым "разнообразием ее решений с точки зрения их асимптотического поведения 
на 
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Известно (см. [1], стр. 143-146 и [4]), что в общем случае уравнение (1) не 
решается в квадратурах и элементарных функциях. Для нахождения решений 
уравнения (1) приходится в общвм случае применить численные методы (напри-
мер, методы Рунге-Кутта, см. [5], стр. 387-395). При этом, если искомое реше-
ние не является устойчивым, то возникают определенные трудности, связанные 
с обеспечением нужной точности построения решения. Так как в силу своего 
определения предельное решение не является устойчивым по Ляпунову, то эти 
трудности могут возникать при численном нахождении последнего. Если же ре-
шение нормально, то во многих случаях оно устойчиво по Ляпунову (даже во 
некоторых случаях нормальные решения асимптотически сближаются, см. [3] 
и [6], стр. 95) и поэтому упомянутые трудности в этом случае могут не воз-
никать. Значит, если имеется формула, явно выражающая предельное решение 
через нормальное, то во многих случаях упомянутые трудности можно обойти с 
применением этой формулы. 

Нами получены формулы (см. ниже), которые выражают любое предельное 
решение через нормальные в квадратурах и элементарных функциях. Получе-
ны также соотношения между двумя произвольными регулярными решениями, 
являющимися обобщением формул Виета в случае действительных и различных 
корней квадратного трехчлена. На основе одного из этих соотношений получен 
критерий для асимптотического сближения нормальных решений уравнения (1). 

2. Н Е К О Т О Р Ы Е О П Р Е Д Е Л Е Н И Я И 
П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Е С О О Т Н О Ш Е Н И Я 

Пусть t1 > t0. 

t i 

существует, на всем [t1, 

Пусть Y(t,ti,A) - общее решение уравнения (1) в области 

Gti = {(t,y): t e Iti (A),y e R } , 
где Itl (A) ֊ максимальный интервал существования для решения yj\(t) уравнения 
(1) cyx(ti) = A (A e R). 

Л е м м а 1. Если y0(t) ֊ t0-регулярное решение уравнения (1), то на [t0, х 
R Ո Gtl общее решение Y(t, t1, A) можно задать по формуле 

(7) Y(t,ti,A) = y0(t)+ A1 , 
1 +  AHyо  ( t1 , t )  

где 

eyо (t1 ,t) = exp I - £ [2a(s)y0(s) + b(s)]ds j , 

Բy0 (t1,t)= a(T)ey0 (t1,T)dT, կ,t > կ, A e R. 
tl 

Доказательство этой леммы элементарно, поэтому мы его опускаем. 
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Пусть yi (t) (i = 1, 2) ֊ два ^-регулярных решения уравнения (1). Тогда в силу 
леммы 1 для любых t1,t e [t0, +гс>) справедливо равенство 

(8) yi(t) = yj (t) + j 
1 + Aij (t1)^y. (t1,ty 

где Aij(կ) = yi(t1) - yj(t1). Отсюда 
ey- (11 ,t) 

(9) yi ( t ) - y j ( t ) =  Aij i + {tut), t 1 , t e [t0,  i = 1 , 2• 

t1  t1 
правые части. В силу этого мы можем ввести обозначения 

1 + Aij (tp^yj (t1, t) 
Aij  ( t1 ) eyj  ( t1 , t )  

Vyy (t) = j 1 ;, t > t0, i,j =1, 2 (i = j). 

Тогда равенство (8) можно переписать в виде 

(10) yi(t) = yj(t) — , t > t0, i = 1, 2 (i = j). 
Vyi,yj  ( t )  

Из этих равенств, очевидно, следует, что 

(11)  vyi,y2 ( t ) =  - vy2,yi ( t ) ,  t >  t0-

Т е о р е м а 1. Для կ-регулярных решении y1 (t) и y2(t) выполняются соотноше-
ния 

(12) a(t)[y1(t) + y2(t)]= ^^УМ - b(t), t e [t0, 
Vyi,y2  ( t )  

(13) a(t)y1(t)y2(t) = y1 (t) + y1(t) ^^УЖ + c(t), t e [կ, 
Vyi,y2 ( t )  

Доказательства: Нетрудно проверить, что 

v'yi,y2 (t) = -a(t) + [2a(t)y2 (t) + b(t)]vyi,y2 (t), t > կ. 

Так как vyi,y2(t) = 0, t e [t0, то из последнего равенства выводим 

Հ 1,У2 ( t ) ,((+,„. и) г.(+,= a(t) - a(t)y2 (t) - b(t) = 4 ֊ + 2a(t)y2 (t) + b(t) 
՝УУ1,У2  ( t )  иУ1,У2  ( t )  

՜ 1 
- a(t)y2 (t) - b(t) = a(t) y2(t) - t e [t0, +<»). 

/2 (t)_ 
y1 ( t) 

a(t)y1(t) + a(t)y1 (t)y2(t) = y1(t)  V y i' y 2^} - b(ty(t), t > կ. 
УУ1,У2  ( t )  

Отсюда в силу уравнения (1) получим (13) Теорема доказана. 

Из (8) выводим 
a(t) ey (t1, t) 

-2a(t)yi(t) - b(t) = -2a(t)yj (t) - b(t) - 2Aj 1 + j ( t , t ) , i = 1, 2• 
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Интегрируя эти равенства в пределах от t^ до t, получим для t1,t > t0, i = 1, 2, 

f [2a(t)yi(r)+ b(r )]dr = f [2a(r )yj (т)+ b(r )]dr - ln (1 + Aij ( կ ) ^ (tut)) 2 . 
ti ti 

Отсюда следует, что 

ey (t1, t) 
eyi (t1,t)= A (t \ ' ( ,..շ, t1,t > t0, i,j = 1,2, 

( 1 +  Aij  ( t1 )^y3  ( t1 , t ) ) 2  

t1 , t > t0 

(n\ ռ (+ +)0 (+ +)  e(i  ( t 1, t ) ey2  ( t 1, t )  (14)  e ( i  ( t 1 , t ) e ( 2  ( t1 , t ) = — — —շշ֊ — ֊ 2 . 
(1 + A1,2 (կ)բ(շ (t1,t)) (1 + A2A(t1)^yi (t1,t)) 

Поскольку (1 + Aij (t1)^yj (t1,t1)) = 1 > 0 (i,j = 1, 2), а решения yi(t) (i = 1, 2) 
- ^-регулярны, то из (8) следует, что (1 + Aij (t1)^y. (t1,t)) > 0 при t1 ,t > t0, 
i, j = 1, 2 

(1 + Al}2(t1)^y2 (t1,t))(1 + A2t1(t1)pyi (t1 ,t)) = 1. 

Отсюда легко вывести следующие соотношения: 

(15) (t1,t) = ֊ j ± t ( — ) , t1,t > t0, i,j = 1,2. 
1 +  Aij ( t1)^yj ( t1 , t1) 

t1 y0(t) t1 
ли существует, 6-окрестность Ug(y0(t1)) = (y0(t1) - 6,y0(t1) + 6) точки y0(t1) 
такая, что любое решение y(t) уравнения (1) с y(t1) e Ug(y0(t1)) является t1-

y0(t) t1 
t1 

t1 y0 ( t) 
t1-npedeAbHUM, если любое решение y(t) уравнения (1) с y(t1) < y0(t1) (y(t1) > 
y0 ( t1 )) t1 

A t1 
0 (t1,t) если 1 + A^y0 (t1,t) = 0 npи t e \t1, 

Множество ^-допустимых параметров функции 0 (t1,t) будем обозначать 
через D(0(t1). В дальнейшем будем считать, что уравнение (1) имеет хотя бы 

t0 
y0 ( t) 

^-нормадьно тогда и только тогда, когда существует 6-окрестность (-6, 6) точки 
нуль такая, что для любого A e ( - 6 , 6 ) решение Y(t, t1, A) является ^-регулярным. 

y0 ( t) t1 
ко тогда, когда для любого A < 0 ( > 0) Y(t,t1, A) не является ^-регулярным. 
Отсюда, принимая во внимание (7) приходим ко следующему утверждению. 

Т е о р е м а 2. Справедливы следующие утверждения: 
А) ^-регулярное решение y0(t) уравнения (1) является t-i^-нормалъным то-

гда и только тогда, когда /л(0 (t1,t) ограничена not e \t1, 
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B) ^-регулярноерешenuey0(t) уравнения (1) является нижним, но не верх-
t1 

тогда, когда /уо (t1,t) ограничена снизу, но не сверху (ограничена сверху, 
но не снизу) по t e [t1, 

C) t1-pegyMpHoe решение y0(t) уравнения (1) является одновременно ниж-
ним и верхним предельным решением тогда и только тогда, когда функ-
ция /уо (t1,t) не ограничена ни снизу, ни сверху Hat e [t1, 

Функцию /уо (t1,t) в дальнейшем будем называть характеристической функ-
цией решения y0(t) уравнения (1). 

Пусть y0(t) ֊ ^-регулярное решение уравнения (1). Тогда для любого t1 > t0 

t1 

(16) 1Лу0 (t0,t) = 1Лу0 (t0,t1) + ву0 (t0,t1)py0 (t1,t), t1,t > կ, 

то из теоремы 2 немедленно получаем 

Следствие 1. Пусть t1 > t0, тогда справедливы следующие утверждения: 
' t0 t1 

t0 
' t0 

t1 
гда, когда оно является нижним, но не верхним (верхним, но не ниж-

t0 
' t0 

t1 
t0 

t0 
предельное) не меняется, на каком бы множестве \Ь1, +ТО) С [T0, +ТО) мы его ни 

t0 t0 t0 
предельное) решение уравнения (1), вне зависимости от того на каком множестве 
\t1, +ТО) (t1 > t0) мы его рассматриваем, будем называть регулярным (нормаль-

t1 > t0 
y0 ( t) 

/(y0,t1) = inf /луо (t1,t), ЙЫЬ) = sup /луо (t1,t). t€[t1,+x ) te[t!,+ж) 

y0(t) 
теоремы 2 А) может выполняться одно из следующих условий: 

1) —ТО < /(y0,t1) < /уо (t1,t) < /(y0,t1) < + ТО, t e [t1, +ТО), 
2) —ТО < /(y0,t1) < /уо (t1,t) < /(y0,t1) < +ТО, t e [t1, 

/уо(t1,t2) = /(y0, t1) для некоторого t2 > t1, 
3) —То < /(y0,t1) < /уо (t1,t) < /(y0,t1) < +ТО, t e [t1, 

/уо (t1,t2) = /(y0, t1) для некотор ого t2 > t1, 
4) —ТО < /(y0,t1) < /уо (t1,t) < /(y0,t1) < +ТО t e [t1, 

/уо (t1,t2) = /(y0,t1) И /уо (t1 ,կ) = /(y0, կ) ДЛЯ некоторых t2,t3 > TB 
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y0 ( t) 
теоремы 2 В) будем иметь 

j(y0,t1) > -ж, j(y0,t1) = 

и тогда возможны случаи: 
5) - ж < j(y0,t1) < jy0 (t1,t) < j(y0,t1) = + ж , t e [t1, + ж ) , 
6) - ж < j(y0,t1) < jyo (t1,t) < j(y0,t1) = + ж , t e [t1, 

jjy0(t1,t2) = j(y0, t1) для некоторого t2 > t1. 
y0 ( t) 

то имеем следующие возможные случаи: 
7) - ж = j(y0,t1) < jy0(t1,t) <j(y0,t1) < + ж , t e [t1, + ж ) , 
8) - ж = j(y0,t1) < jyo (t1,t) < j(y0,t1) < + ж , t e [t1, 

jjy0 (t1,t2) = j(y0, t1) для некотор ого t2 > t1. 
y0(t) 

дельным решением, то: 

9) - ж = j(y0,t1) < jy0 (t1,t) < j(y0,t1) = + ж , t e [t1, 
t1 

соответственно следующие: 
1 1 ՜ 

1) Dyo (t1) = 

j(y0,t1) > 0) 

2) Dy0 (t1) 

Dy0 (t1) = 

0) 

j(y0,t1y j(y0,t\) 

1 1 

(ясно, что в этом случае j(y0,t1) < 0, 

если j(y0,t1) = 0 и 

3) Dy0 (t1)= ( ֊ 

Dyo (t1) = 

j(y0,t1)' j(y0,t1), 

— -, + ж ) тел и j(y0,t1) = 0 (очевидно, что j(y0 ,t1) > 
j (y0 , t1 ) J ՜ 

1 1 
j(y0,t1)' j(y0,t1)_ 

1 

если j(y0, t1) = 0 

4) Dy0 (t1)= ( - = 

Dy0 (Կ) = 

' j(y0,t1)_ 
1 

если j(y0,t1) = 0, 

1 
j(y0,t1У j(y0,t1) 

если j(y0, t1) = 0 и 

если j(y0,t1) < 0 и j(y0,t1) > 0, 

' jj(y0, (1) 

j (y0 , t1 ) < 0 Dy0  ( t1 )  

1) 
1 

1 
yyo\-и - i t t , + ж , если j(y0,t1) > 0 и 

V j (y0 , t1 ) )_ 
j(y0,ti) = 0, Dy0(t1) = (-ж, +ж), если j(y0,ti) = j(y0,ti) = 0, 

5) Dy0 (t1) = 

6) Dy0 (t1) = 

7) Dy0 (կ) = 

0, -

0, 

jj(y0,t1). 

j(yi,t1) 

՜ 1 0 
jj(y0, t\)' 
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8) Dy0 (t1) 
иЫМ)՝ 

9) Dy0 (t1) = {0} . 

3. Т И П Ы М Н О Ж Е С Т В Р Е Г У Л Я Р Н Ы Х Н А Ч А Л Ь Н Ы Х З Н А Ч Е Н И Й . 
С О О Т Н О Ш Е Н И Я М Е Ж Д У Н О Р М А Л Ь Н Ы М И П Р Е Д Е Л Ь Н Ы М И 

Р Е Ш Е Н И Я М И 

Пусть t1 > t0. Введем следующее определение. 

Определение 5. Число y(0)(G R) называется t1-peгyляpным начальным значе-
нием уравнения (1), если его решение y0(t) с y0(t1) = у(0) является t1-peiyARp-
ным. 

t1 
чать через reg(t1). 

Если y(0) G reg(t1), a A G Dy0 (t1), то в силу (7) имеет место равенство 

У(0) = y0 ( t1 ) +  A  

Очевидно, что reg(t1) не зависит от выбора y0(t)). Поэтому для случаев 1)-9) 
reg(t1 ) 

, N 1 1 
y0(t1) - — — — ,y0(t1) -10 reg(t1) = 

20 reg(t1) = 

reg(t{) = 

И(У0 ,t1)' ц(У0М) J ' 

y0(t1) - — ,y0(t1) ֊, —г ), если v(y0,t1) = 0 и 

если ц(у0, t1) = 0 

КУ0 ,t1)' Է(У0М)) 

У0 ( t1 ) - щ у Ь л , i f t ( y 0 , t 1 ) = 0 

30 reg(t1) = (у0(Ь) - 1 , у0(Ь) - 1 
Ky0,t1)' 

reg(t{) = -<x>,y0(t) -
1 

i , ) r e g { t 1 ) = [y0{t1> - т м ՛ 

и n(y0,t1) > 0, 

reg(t1) = -<x>,y0(t1) -

y0 ( t1) -

И(У0 ,t1) 

если ՝Ц(у0, t1) = 0 
1 J 

если բ(y0,t1) < 0 

Ky0,t1) 

И(У0 

если 1л(у0,t1) < 0 и ~Ц,(у0М) = 0, 

r e g ( t 1 ) = { y 0 ( t 1 )  - шЪт) 

reg(t{) = (-ж, + ж ) if p(y0,t\) = ^ЫМ) = 0 

y0(t1 ),У0(Ь) -

, если ц(у0,t1) = 0 и n(y0,t1) > 0, 

50 reg(t1) = 

60 reg(t1) = У0 (t1 ),y0(t1) -

1 

цЫМ) 
1 

Ц(У0М) 

y0 ( t1) 
7 ' ) r e g ( t 1 ) = {У0™ - Hy1{t1) 

80 reg(t1) = ^(կ) - _ ( 1 , 0 
V Բ (y0 , t1 ) . 

1 
0 

1 
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90 regih) = {yc(t i ) } . 
Введем обозначения 

A(t1) = inf{t : t e reg(t1)}, B(t1) = sup{t : t e reg(t1)}. 

Тогда из l)-9) видно, что reg(t1) может являться множеством одного из следую-
щих видов: 

i) reg(t1) = (A(t1),B(t1)), 
ii) reg(t1) = [A(t1),B(t1)), 

iii) reg(t1) = [A(t1),B(t1)], 
iv) reg(t1) = [A(t1),B(t1)), 

при этом, если A(t1) փ reg(t1) (или B(t1) փ reg(t1^, то A(t1) (B(t1)) может 
принимать значение —ж ( + ж ) . 

Очевидно, что если A(t0) e reg(t0) (B(t0) e reg(t0)), то в силу следствия 1 
A(t) = y*(t) (B(t) = y*(t)) является нижним (верхним) предельным решением 
уравнения (1). Поэтому в силу i)-iii) мы можем соответственно записать 

i') reg(t) = [y*(t),y*(t)], 
ii') reg(t) = [y*(t),B(t)), 

iii') reg(t) = (A(t),y*(t)], t e [to, +ж). 
На простом примере покажем, что какими бы ни были числа A(t1) и B(t1) случай 
iii) может иметь место. Подобные примеры можно привести для случаев i), ii) и 
iv). 

Пример 1. Рассмотрим уравнение Риккати 

(17) y'(t)+ a(t)y 2(t)=0, t e [to, +ж). 

yo(t) = 0 
функция которого равна 

f t 
Բy0 (t1,t)= а(т)dr = A(t1,t), t1,t > to. Jt1 

Для краткости записи обозначим 

A(t1) = ^(yo,t1), A(t1) = p(yo t ) , 

где y0(t) = 0. Пусть последовательность Sn,n = l, 2,... ограничена и такая, что 

0 <S1 < S3 < ... < S2m+1 < ..., 

0 > S2 > S4 > ... S2m ..., 

( 1 8 ) m m - k ^ — " г а =  B ( t1 )  —  A ( t1 ) > 0  
m — m — 

и пусть t1 < t2 < ... < tn < ..., причем tn ^ щ и n ^ Пусть, далее, 
a(t) такая, что ( — 1) k + 1a(t) > 0 при t e (tk, tk+1), к = l, 2,..., причем 

f a(r )dr = S1 > o j a(r )dr = S2 — S1 < 0, f a(r )dr = S3 — S2 > 0, 
«/ ti J էշ J էշ 

ftk + l 

... a(r)dr = Sk — Sk-1, ((Sk — Sk-1)( — l)k - 1 > 0),... 
tk 



20 Г. А. Г Р И Г О Р Я Н 

Тогда, очевидно, 0 > A ( ^ ) = lim S2m > -ж и m— 

(19) 0 < A(h) = lim S2m+1 < +ж, m— 
п р и ЭТОМ 

A(h) < A(t1,t) < A(t1), t > t1. 
Тогда для уравнения (17) будем иметь 

( 1 1 
reg(t1) = 

Произведем в уравнении (17) замену 

A(UY A(t1)_ 

y(t) = z(t) -=(-т - A(t1) A( t1 ) 
придем к уравнению, для которого 

reg(t1) = A(t1),A(t1) + =— - 1 

A(t1) A(t1)_ ՚ 

Отсюда, в силу (18) и (19) для исходного уравнения (17) получим 

reg(t1) = [A(t1),B(t1)]. 

Если A(t1) = B(t1), то достаточно последовательность Sn, n — 1, 2,... выбрать 
так, чтобы limm—TO S2m+1 = + ж и limm—TO S2m = -ж Пусть y1(t) и у2 (t) ֊ ре-
гулярные решения уравнения (1). Тогда умножением на a(t) и интегрированием 

t0 t t1 = t0 

(20) [ а(т)(yi(T) - yj(т))dT = ln(1 + Aj(կ)^ (t0,t)), 
J to 

где t G [t0, i = 1,2. Если y1(t) и y2(t) ֊ нормальные решения уравнения (1), 
то по теореме 2 А) соответствующие им характеристические функции /лУ1 (t0,t) 
и /лУ2 (t0,t) ограничены по t G [t0, + ж ) . Тогда из (20) следует 

(21) 
t 

< M, t G [t0, , /  а ( т ) (У1 ( т )  - У2 ( т ) ) d T  

to 

для некоторого достаточно большого значения M. Если y1(t) = y0(t) - нормаль-
ное, a y2(t) = ynp(t) ֊ предельное ^^^етия, то по теореме 2 /лУ0(t0,t) ограничено 
по t G [t0, + ж ) , и, следовательно, из (20) следует, что 

(22) f а(т)(упр(т) - У0(т)d < M1, t G [t0, +ж), 
J to 

M1 
y2(t) = ynp(t) - предельное решение, то 

(23) limM (1 + A2A(t0)^y1 (t0,t)) = 0 . 

Отсюда и из (20) 

(24) liminf а(т)(упр(т) - У0(т))d1т = -ж. 
t  — + ™ J to 
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Из этого равенства, в частности, получаем, что если y* (t) ֊ нижнее, a y* (y) ֊ 
верхнее предельное решения, то 

l i m i n f а ( т ) ( y * ( T ) — y* (T))dr = -ж, 
Hmsupt^+X քԼ  а ( т ) ( y * ( т )  — y* ( T ) ) d T = 

Если на множестве решений системы (3) ввести отношение эквивалентности 

полагая ^i(t)^i(t)) ~ № ( t ) , - ^ ( t ) ) т о г д а и только тогда, когда Ф. . и ф-тт 
Փ Ղ ( 4 Փւ ( t )  

ограничены, то из (21) следует, что все решения системы (3), отвечающие по 
формулам (2) нормальным решениям уравнения (1), являются эквивалентными. 
Из (24) и (25) следует, что решения системы (3), отвечающие предельным реше-
ниям уравнения (1), не эквивалентны между собой и не эквивалентны решениям, 
отвечающим нормальным решениям уравнения (1). 

Из (22) и (24) видно, что решение системы (3), отвечающее предельному реше-
нию уравнению (1), обладает неким свойством "минимальности". Отметим, что 
из (21) и (24) следует теорема 2 из [3]. 

yo ( t) y* ( t) 
В силу (8) имеем 

eVQ  ( t0 , t )  
(26) y*(t)= yo(t) + X* . (t tV 

1 + x*^V0 (to,t) 

где X* = y*(to) — yo(to). Заметим, что 

inf (1 + X*^VO (to,t)) = 0 
t>t0 

y* ( t) 
Из последнего равенства следует, что 

X = — 
v(yo,to) ՚ 

Отсюда и из (26) получаем, что 

(27) y*(t) = yo(t) — , t e [to, +Ж), 

(28) vyo (t) = * ( y o , t ° ) ֊ * f o , t ) > 0, t e [to, +«>). 
eVo  ( to , t )  

Сравнивая (27) и (10), приходим к заключению, что 

(29) vy0v, (t)= Vy0 (t), t e [to, + ж ) . 

Аналогичным образом показывается, что 

(30) vyy (t)= Vy0 (t), t e [to, + ж ) , 

y * ( t) 

/OI\ U ) t (yo , to )  — HVQ  ( to , t S) ^ 0 , ) 
(31) Vv0  ( t ) = e (t t) < ° ՛  t  e  

eVo ( to, t )  
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На основе формул (8), (10) и (27) - (31) заключаем, что если для некоторого 
нормального решения y0(t) выполняется равенство Vyo (t) = 0 (vyo (t) = 0)) при 
t > t0, то уравнение (1) имеет нижнее (верхнее) предельное решение. Очевидно, 
что имеет место и обратное утверждение. Таким образом, справедлива 

y0 ( t) 
гда для того, чтобы уравнение (1) имело нижнее (верхнее) предельное решение 
необходимо и достаточно, чтобы 

Vyo (t)=0 (Vyo (t)=0) при t > t0. 

При вы,полнении этого условия нижнее (верхнее) предельное решение находит-
ся по формуле 

y*(t) = y0(t) - (y*(t) = y0(t) - — ^ , t G [t0, +Ж). 
Vyo  ( t ) V Vyo  ( t ) J 

y0 ( t) 

Vyo (t) = Լ a(r) exp I - Լ [2a(s)y0(s) + b(s)]ds^j dr, t G [t0, 

t > t0 
Пусть vyo (t0) сходится (заметим, что если vyo (t) сходится при некотором t = ti, 

t 

Vyo (t) = lim Vyo (t0, t) = Vyo (t0, . t— 
Отсюда следует, что vyo (t0,t) ограничена no t. Значит, в силу теоремы 2 А) 

y0 ( t) 

Vyo (t0, + ж ) - Vyo (t0,t) 
eyo  ( t0 , t) 

Следовательно, если vyo (t) = ^ и t > t0, то число vyo (t0, +rc>) совпадает с 
V(y0,t0), если vyo (t0, +rc>) положительно, и совпадает с n(y0, t0), если vyo (t0, + ж ) 
отрицательно. Таким образом, ввиду (28), (31) и (32) имеем 

V (t) = {  Vyo  ( t ) е с л ш Vyo  ( t0i =  Vyo  ( t0 ) > 0 

y o { ' X Vyo ( t ) если Vyo  ( t0, = Vyo  ( t0 ) < 0 . 
Пусть y\(t) ֊ нормальное решение, отличное от y0(t). Тогда в силу (15) 

т < \ < \ Vyi (Կ, 
t lim Vy1  ( t0 , t ) = Vyi  ( t0, = и = 
t — + 1 + M,0Vy1 (t0, 

(так как vyi (t0,t) ограничена no t), где A1j0 = y\(t0) - y0(t0). Значит, интеграл 
Vyi (t0) = Vyi (t0, + ж ) сходится при каждом t > t0, и, следовательно, Vyi (t) также 
сходится. 

Из теоремы 3 и приведенных после нее рассуждений следует 

Т е о р е м а 4. Пусть для некоторого регулярного решения y0(t) интеграл Vyo (t0) 
сходится. Тогда справедливы следующие утверждения: 

t > t0 y(t) 
Vy ( t) 

( 3 2 ) Vyo(t) = ^ 0 4 , t > t 0 . 
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II) Для того, чтобы уравнение (1) имело предельное решение необходимо и 
достаточно, чтобы 

Vy0 (t) = °, t e [to, +Ж). 

При вы,полнении этого условия единственное предельное решение ynp (t) 
определяется по формуле 

(33) ynp(t) = yo(t) —, t e [to, +ю). 
VV0  ( t )  

при smoMynp (t) является нижним (верхним) предельным решением то-
гда и только тогда, когда vVo (to) > 0 (vVo (to) < 0). 

Следует отметить, что из утверждения I) теоремы 4 следует теорема 1 работы 
И -

Пусть yi(t) (i = 1,2) - нормальные, a ynp(t) - предельное решения уравнения 
(1), и пусть 

Փւ^) = exp | J0 а(т)yi(T)d^ , ^i(t) = У1^)Ф1^), 

Փշ^) = exp | J 0 а(т)ynp(T)d^ , ^2(t) = ynp(t^(t). 

В силу связей (2), {ф.1 (t), ^i(t)} (i = 1, 2) является решением системы (3). Следо-
вательно, в силу тех же связей для любого X e К функция 

Y ( t t Х) = t) + XMt) 
Y  ( t  , t o  x ) = фф) + XMt) 

t 
Փւ(t) + Хф(t) = 0. Разделим числитель и знаменатель на ф1(t). Получим 

yi(t) + Xynp(t)expl a(T)(ynp(T) — yi(T))dT 
(34) V (t,to ,X) =  J t 0  j  

а 
't0 

Поскольку 
yi(to) + Xynp(to) 

1 + x ' 
то из (34) следует, что 

yi(t)+ X2ynp(t)exp\ / а(т)(ynp(T) — yi(T))dT 
y2(t)=  l J t 0  

1 + Xexp I J ^ а(т)(ynp(T) — yi(r)^т| 

Y (to ,to,X) = 

1 + X2 exp I J ^ а(т)(ynp(т) — yi(T)^т| 

y2(to) — yi(to) X2 = 
ynp(to) — y2(to) ' 
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Отсюда выводим 

Ma(t)(ynp(t) ֊ yi(t)) exp < / а(т)(упр(т) ֊ yi(T))dT 
a(t)(y2(t) ֊ yi(t)) = f t  0 ^ 

1 + Л2 exp լ J а(т)(упр(т) ֊ y i ( т ) ) d т ՝ j 

Интегрируя это равенство в пределах от to до t, получим 

Րէ \ynp(to) ֊ y2(to) 
/ а(т)(У2(Т) ֊ yl (т ) )dт = ln 

Jto 

(35) + ln 

'to 
rt 

Vnp(to) ֊ yi(to)_ 

1 + Л2 exp | Jo а(т)(ynp(т) ֊ yi^))dт| t e [to, + ж ) . 

yi ( t) y2 ( t) 
vyi (to) сходится и 

Vyi (t)=0, t e [to, +ж). 
Тогда единственное предельное решение ynp(t) уравнения (1) связано с yi(t) и 
y2 ( t) 

Г + Ж Г ynp (to) ֊ y2(to ) 
Ho [ynp ( to ) ֊ yi ( to)_ 

г 
(36) / а(т)(У2(Т) ֊ у^т)d = ln 

t0 

Доказательство: Условия теоремы в силу теоремы 4 обеспечивают существо-
ynp(t) 

то в силу (23) имеем 

Vyi ( t o ) = И т Myi  ( to, t ), t— 

lim (1 + Л ^ ^ (to, է)) = 0, 

где ЛПbp = ynp(to) ֊ yi (to)- Отсюда, в силу (20) следует, что 
г+то 

а ( т  ) (У np\ 
I' + TO 

(37) / а(т)(у^(т) ֊ у^т))(1т = ֊ ж . 
t0 

Устремляя t ^ + ж в (35), с учетом равенства (37) получим (36). Теорема дока-
зана. 

В дальнейшем будем считать, что vyo (to) сходится для некоторого регулярного 
yo ( t) yi ( t) y2 ( t) 

решения ynp(t) выполняется равенство 

/ООЧ ynp ( t ) ֊ y2 ( t ) =  Vyi  ( t ) t<- [t + 4 
(38) 7 ֊ ֊ ֊ = ֊ ֊ ,  t  e [to, + ж ) . 

ynp ( t ) ֊ yi ( t ) Vy2  ( t )  

Устремляя to ^ + ж , из (36) получим 

(39) lim  ynp (t) ֊  y 2 (t) =1. t —+TO ynp(t) ֊ yi(t) 
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Отсюда и из (38) имеем 

(40) lim =1>Ж = 1. 
VV2 (t) 

Из (33) и (39) выводим 

tum =  Ш (т— УЛт = t и т  VV1 (t)(yi(t) — y2(t)) = 0. 
ynp(t) — yi(t) 

Из (40) следует, что в последнем равенстве функцию vVl (t) можно заменить 
vVo(t), где yo(t) - любое нормальное решение. Следовательно, если при неко-
тором нормальном решении выполняется неравенство vVo (t) > е > 0 при всех 
t e [to, + ж ) , то все нормальные решения асимптотически сближаются, т.е. для 
любых нормальных решений y1(t) и y2(t) выполняется равенство: 

l m (y2(t) — yi(t)) = 0. t— 

Из (11) и (13) следует, что для произвольных решений y1(t) и y2(t) выполняется 
равенство 

У1 (t) — У2(t) = —(yi(t) — y 2 ( t ) ) , t e [to, +Ы). 
VV1,V2 ( t )  

Отсюда имеем 
[yi(t) — y2(t)]' V'V 1V2 ( t) , t e [to, +ж). 

y i ( t ) — У2( t)  VV1,V2 ( t ) '՜ 

to t 

ln  y i() — = — ln , t e [to, + Ж ) , 
yi ( to ) — y2 ( to )  VV1,V2  ( to) 

Отсюда 

У1 ( t ) — У2 ( t )  vvi,V2 ( t ) 

yi ( to ) — У2  ( to )  VV1,V2  ( to )  

Поскольку y1 (t) и y2(t) нормальны, то 

(41) упч-^ч ^yuy^ = 1, t e [to, +Ы). 

inf (1 + Xlt2(to)Vv2 (to ,t)) > 0. 
t>to 

Поэтому vV1 yV2 (t) ^ при t ^ тогда, когда e— (to,t) ^ 
при t ^ Отсюда в силу (41) получим следующий критерий: 

Т е о р е м а 6. Для того, чтобы все нормальные решения уравнения (1) асимпто-
тически сблизились при t ^ необходимо и достаточно, чтобы для неко-
торого нормального решения yo(t) выполнялось равенство 

с+ж ր+ж 
/ [2а(т )yo(T) + Ь(т )]dT = +<х>. 

Jtn 'to 

Эта теорема является обобщением теоремы из [3]. 
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Пример 2. Пуст,ъ а(t) = ас) = 0, b(t) = bo u c(t) = co, b2 ֊ 4aoco > 0. Тогда 

y± ( t ) = y± = 
֊bo ± \Jbo ֊ 4o,oco 

2ao 
являются регулярными решениями уравнения (1). 

Нетрудно показать, что vy+ (to) сходится, a vy- (to) расходится. Тогда в силу 
теоремы 4, y+(t) - нормальное решение, a y ֊ ( t ) - единственное предельное ре-
шение уравнения (1), (оно нижнее, если ao > 0 и верхнее, еели ao < 0). Так 
как y+ = 0 and vy+ (t) = 0. то применяя (12) и (13) к решениям y±, получим 
известные формулы Виета: 

ao(y+ + У-) = ֊bo, 
aoy+y- = co. 

Далее, так как 2aoy+ + bo = \Jb2 ֊ 4aoco > 0, то 
г 

/ [2aoy+ + bo d = 
t0 

Тогда в силу теоремы 6 все нормальные решения уравнения (1) асимптоточески 
сближаются. 

A b s t r a c t . The paper studies some properties of solutions of the Riccati equation 

У (t) + a(t)y 2(t) + b(t)y(t) + c(t) = 0 

on a semiaxis [to, + ж ) for different types of initial value sets. Two types of solutions 
are singled out: normal, that are in a sense stable, and extremal, that are non-stable 
in the Lyapunov sense. Relations expressing the extremal solutions by means of a 
given normal solution in quadratures and elementary functions are obtained and 
some relations between solutions the extendable to [to, + ж ) are derived. 
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