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АННОТАЦИЯ. Доказано, что любая почти всюду конечная измеримая функ-
ция представляется почти всюду абсолютно сходящимся рядом по общей 
системе Франклина, порожденной квази-двоичным и слабо регулярным раз-
биением. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Для системы Хаара {xn( x)}%=0 Ф- Г. Арутюнян [1] доказал следующие теоре-
мы 

Теорема 1. Для любой почт,и всюду (п.в.) конечной измеримой на [0; 1] функ-
<х> 

ции f (x) существует ряд по системе Хаара Y1 anxn(x), который п.в. абсолют-
n=0 

но сходится к f (x), т.е. 
ж 

^^ anXn(x) = f (x) п.в. в [0; 1] 
n=0 

и ж 
՝^2\anXn(x)\ < ж п.в. в [0; 1]. 
n=0 

Теорема 2. Для любой п.в. конечной измеримой на [0; 1 ] функции f (x) и для 
любого £ > 0 существует функция g(x) такая, что 

1) n{x е [0; 1] : f (x) = g(x)} <£, 
g(x) 

В работах [2], [3] и [4] теорема 1 распространена на другие системы, вклю-
чающие в себя систему Хаара. В работе [5] теоремы 1 и 2 распространены на 
классическую систему Франклина. 

В настоящей работе теоремы 1 и 2 распространяются на общую систему Фран-
клина, порожденную квази-двочным и слабо регулярным разбиением. 

Условимся насчет некоторых обозначений. Через C,C\,CYобозначаются 
постоянные, зависящие только от своих индексов и различные в различных фор-
мулах. Через \I\ обозначим дайну отрезка I. Запись a ~Y b означает, что суще-
ствуют положительные постоянные cY и CY такие, что cYa < b < CYa. Через 
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Xa(x) обозначается характеристическая функция множества A, а через A c ֊ до-
полнение множества A до [0; 1], т.е. A c = [0; 1]\A. 

2. О П Р Е Д Е Л Е Н И Я , ОБОЗНАЧЕНИЯ 
И Ф О Р М У Л И Р О В К И Т Е О Р Е М 

В работах [6] и [7] дано определение общей системы Франклина. Поскольку 
здесь мы доказываем теоремы только для общей системы Франклина, порожден-
ной квази-двоичным и и слабо регулярным разбиением отрезка [0; 1], то приведем 
определения только для этого случая. 

Пусть п = {կ : 0 < i < n} ֊ разбиение отрезка [0,1], 0 = t0 < . . . < tn = 
1. Через Sn обозначим пространство функций непрерывных на [0,1] и кусочно 
линейных с узлами из п. 

Пусть (п, п) ֊ такая пара разбиений отрезка [0,1], что п с п и п получаются 
из п добавлением одной точки т = 0,1. Тогда существует единственная функция 
<р € Sn такая, что <ք ± Sn (в L 2) , \\^\\շ = 1 и у>(т) > 0. Функция <р называется 
функцией Франклина относительно пары разбиений (п,п). 

Пусть {Pj : j > 0} ֊ квази-двоичная последовательность разбиений отрезка 
[0,1]. Под этим мы подразумеваем, что P0 = {0 ,1} и 

Pj = { t j i : 0 < i < 2 j } , Pj С Pj+i for j > 0, 

0 = tj,o < ... < tj,2j = 1, tj+i,2k = tj,k для всех j > 0, к = 0,..., 2 j , 
т.е. P j + i получается из Pj добавлением по одной точке в интервалах ( t j , k ֊ i , t j , k ) , 
к = 1,..., 2 j . Полож им п1 = P0 , а дл я n = 2 j + к, n > 2, 1 < к < 2 j  

пп = Pj и {tj+12-i : 1 < l < к}. 

Системой Франклина {քո(%)}Հ=0, соответствующей паре разбиений {Pj,j > 0}, 
называется семейство функций 

fo(x) = 1, f i ( x ) ^ v / 3 ( 2 x ֊ 1), x € [0; 1], 

а при n > 2 системой Франклина, соот^^^^^^ющей п^^е разбиений (пп,пп-1) 
является функция fn(x). Когда Pj = {i / 2 j : 0 < i < 2 ^ система {fn(x)}^=0 сов-
падает с классической системой Франклина. 

Д л я j > 0 и 1 < к < 2 j м ы п о л а г а е м I j , k = [ t j , k ֊ 1 , t j ։ k ^ I j k = ( t j , k ֊ 1 , t j , k ) -
внутренность отрезка Ij,k. Кроме того, обозначим 

I j = { I j k : 1 < к < 2 j} и I = (J I j . 
j>o 

Элементы семейства Ij интервалами ранга (порядка) j . Когда из Pj 
переходим к Pj+1, отрезок Ij,k ранга j на два отрезка ранга j + 1, 
т.е. 

Ij,k = Ij + 1,2k֊1 U I j+ 1,2 k . 

Определение 1. Квази-двоичная последовательность {Pj : j > 0} называется 
слабо регулярной, если существует такая постоянная դ, что для всех j > 1 и 
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к = 1 , . . . , 2 j 1 выполняется 

- <  j k - 1 < y, где Xj,k = \Ij,k \ = j - t j , k - i . 
Y  Aj,2k 

Для n = 2 j + к, n > 2 и 1 < к < 2 j положим 

tn = t j + i , 2 k - i , {n} = [tj,k-i; tj,k ] = [ t j + i , 2 k - 2 ; tj+i,2k ], 

{ n ֊ } = [ t j + i , 2 k - 3 ; t j + i , 2 k - i ] , { n + } = [ t j + i , 2 k - i ; t j + i , 2 k + i ] , 

где полагается t j - i = 0 j j + i = 1 и {0} = {1} = [0; 1]. 
В работе [8j доказано, что существует постоянная c^, зависящая толь ко от Y, 

такая, что 

(2.1) ֊ \ { n } \ p - 1 <\\ fn | |р< cY\{n}\p -1, 1 < p <ж 

(см. формулу (2.23) из [8]). Обозначим բ = min{\{n -}\ , \{n}\, \{n+}\}. Пусть 
I* = [ t j + i , i t ; t j + i ^ + 2 ] - один из интервалов {n-}, {n}, {n+}, для которого թ = \I*\ 
и пусть I*i и I*r соответственно левая и правая половины I*. Обозначим через 
Jn один из интервалов I*l и I*r, для которого \ Jn\ = max(\I*l\, \I*r\) ( J n ֊ "кано-
нический" интервал, введенный в работе [7]). 

Через dn (x) обозначается количество точек из nn, которые находятся между 
x и Jn, учитывая концы отрезка Jn. Ясно, что dn(x) = 0, тогда x е Jn. Анало-
гично, для интервала V С [0,1] через dn(V) обозначим количество узлов из nn, 
которые находятся между V и Jn, учитывая концы отрезков V и Jn. Очевидно, 
что dn(V) = 0 когда Jn Ո V = 0. 

Известно, что (см. [7]) 

( 2 ֊ 2 ) Ч з ) * ՝ ' " ա + i i n x ) • 

где C ֊ абсолютная постоянная, a dist(Jn, x) ֊ расстояние между x и Jn. Нетруд-
но видеть, что при квази-двоичном и слабо регулярном разбиении имеют место 

\Jn\ \{n}\ И \Jn\ + dist(Jn,x) \{n}\ + dist({n},x). 
Поэтому из (2.2) С Л б Дуб Т 

<2-3, \ n x < C ( 2 ^ ՚ \ n \ i / 2 

\ {n} \ + dist({n},x) 

Верны следующие теоремы.. 

f( x) 
ж 

Y1 anfn(x) по системе Франклина, который п.в. абсолютно сходится к f (x). 
n=0 

f( x) 
£ > 0 существует функция g(x) такая, что 

1) \i{x е [0,1] : f (x) = g(x)} < £, 
g(x) 



16 А Р П И А. С Т Е П А Н Я Н 

3. В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н Ы Е Л Е М М Ы 

Л е м м а 1. Пусть [a, b] С [0,1], a,b £ Pj для некоторого j 0 < e < S > 0 Ո > 0 
M 

и N ֊ натуральное число. Тогда существует полином Y1 anfn(x) такой, что 
n=N + 1 

M 

1) I] anfn(x) = 0, когда x £ [a, b], 
n=N+1 

M 
2) Y1 \anfn(x)| <n, когда x£ [a — S,b + S], 

n=N+1 
M 

3) E \anfn(x)\ < C y e - 2 , 
n=N+1 

1 M C 
4 ) \anfn(x)\dx < (b — a), 

n=N+1 
M 

5) Y1 anfn(x) = 1, когда x £ A, A С [a, b], /л(А) > (1 — e)(b — a). 
n=N+1 

Доказательство: Пусть a,b £ Pk, где выбор чиела k > j произведем позднее. 
Через xk в порядке возрастания обозначим те узлы из Pk, которые принадлежат 
[a; b], т.е. x ik £ Pk Ո [a; b] я x ik < x ik+ 1. Для каждого I lk = [xk,xk+1] построим 
функцию ^j(x) следующим образом: для фиксированного i через k1 обозначим 
наименьшее натуральное число, при котором существует t\ > 0 такое, что t\ < 
e\Ik \ и x lk + 1 \ £ Pkl. Такое чи ело k1 существует, так как Uk Pk всюду плотно в 
[0; 1].) Учитывая слабую регулярность разбиения {Pj : j > 0}, получим 

(3.1) t* ^y e\Ik\. 

Так как разбиение слабо регулярное, то 

t1 ( 1 kl-k 

( 3 ֊ 2 ) Щ > У 1 + 7 

Из (3.1) и (3.2) следует, что 

(3.3) k1 — k<C71. 

Поскольку x ik,x ik + t\ £ Pkl, то существуют три узла из Pkl+2, которые при-
надлежат (xk; x ik + 1 \ ) . Два из них обозначим через զ1}1 и q1}2, т.е. q1}1 < q1}2, 
q1,1, q1,2 £ Pk1+2 И q1,1 , q1,2 £ ( x k ; x ik + 1 \ ) . 

Аналогично, найдем числа t | , q21, q2,2 и k2 такие, что 

t2 e\Ik\, xk+1 — 4 £Pk2, k2 — k< Cy 1, 

q2,1, q2,2 £ Pk2+2, x^՜1 — t\ < q2,1 < q2,2 < x ik+1. 
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Определим непрерывные функции ^ i (x ) следующим образом 

0 когда x е [x ik,x it+ 1}, 
1, когда x е [x ik + t\, x i+ i — t2], 

Vi(x) = < 
0, когда x = qi2 and x = q2ii, 
—ci, x = qi,i, 

—c2, x = q2,2, 

, 
c i c 2 

(3.4) / фi(x) dx = 0 и / x^i(x) dx = 0. 
J l i  J4 

c i c 2 
непрерывные функции 

{0, когда x е [x ik, q i ,2 ] , 

1, когда x = qi,i, 

линейная на остальных отрезках [x ik; qi,i], [qi , i ; qi,2], 
и 

{0, когда x е [q2,i; x ik+ 1], 
1, когда x = q22, 

линейная на остальных отрезках [q2<i; q2,2], [q2,2; x ik+ 1]. 
Соотношения (3.4) равносильны соотношениям 

(3.5) Լ ^(x)dx = 0 и յ^ ^x —  x k j ^(x)dx = 0. 

Поскольку 

<fi(x) = Vi(x)x[qi,2-,q2,i] (x) — ciNi(x) — c2N2(x), 
то соотношения (3.5) равносильны соотношениям (3.6) 

I c i « i + c2«2 = a, 
\cipi + cշвշ = в, 

t q2,1 t q*՛ 1 f xi + x i + i \ 
a = фi(x)dx, в = x  k  k— фi(x)dx 

Jqi,2 Jqi,2 \  2 / 

i 
aj = J Nj(x)dx, ej = J —  x k  +  x J Nj(x)dx, j = 1, 2. 

Заметим, что 

(3.7) a — \  Ik \ , ai — a2 — £\ Ik \ ,  

(3.8) \ в\ — \Ik \2, —ei —y в2 — £\Ik \2. 

Из (3.6) следует 

ae2 — a շ в , a i в — afdi (3.9) ci = — — and c2 
alвշ — aշвl alвշ — aշвl 
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Из (3.7)-(3.9) получим 

(3.10) \С1\ < C 1 Y и Ы . 

Положим y>(x) = Y1 i ^i(x). Поскольку функции системы Франклина fn(x) ли-
нейны на Ik, когда n < 2k, то из (3.4) получим 

(3.11) I v(x)fn(x)dx = 0, n = 0,1, 2 , . . . , 2k. 
0 

Пусть Y1 anfn(x) ֊ ряд Фурье-Франклина функции y>(x). Тогда из (3.11) и того, 
1 

что функция y>(x) - кусочно-линейная с узлами из {Pm : m > 0}, имеем 
շհ + q + l 

Ф ) = 53 anfn(x), 
n=2 k + 1 

q 

(3.12) 
CY 

q<—. e 
k 

получим 

(3.13) \an\ p(x)fn(x)dx Cy 
<MU\fnh < d\{n}\ 1 / 2. 

Из (3.13) и (2.3), (3.10) 
2 k+ 1+ q k+q 2m+1  

\  an fn (x)\ = 5 3 5 3 \anfn(x) 
n=2 k + 1 

C k+q 2m+1 , շ (x) 

m=k n = 2 m + 1 

< ^ e E e ^ V 3 
m=k n = 2 m + 1 

\{n}\ Հ C I Y ^ V ( 2 Y < CY 
\{n}\ + dist({n},x) < e 3) < e2 ' 

Теперь докажем 2). Поскольку Н^^ ~Y (b — a), из (2.3) получим 

r b  

V(x)fn(x)dx (3.15) \an\ < \М\1 sup \fn(t)\ 
a<t<b 

< C y 1 

2 \ d n ( a ; b ) \{n}\ 1 / 2  

3J \{n}\ + dist({n}, (a,b))' 
Пусть x £ [a — S; b + S], Тогда из (2.3) и (3.15) следует 

2 k+ q+ 1 k+q 2m+1  

5 3 \ a n f n ( x ) \ = 5 3 5 3 \ a n f n ( x )  

n=2 k + 1 m=k n=2m + 1 

k+q 2m+1  

< C y E e 
m=kn=2m+1 

dn (x) + dn(a,b) 
\{n}\ 

(\{n}\ + dist({n}, x))(\{n}\ + dist({n}, (a, b)))' 

b 
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Поскольку dist({n}, x) + dist({n}, (a, b)) > S, то 

\ {n} \ < 1 
( \{n}\ + dist({n}, x))(\{n}\ + dist({n}, (a, b))) S' 

и поэтому 

2 k + q  +  1 k+q 2m+1 , 2 \dn(x)+dn(a,b) ֊. 

- E E f § ) 1. 
(3.16) Y . \ a n f n x \ < H 

n=2 k + i m=kn=2m + i - -

Если обозначим через lm минимальное число узлов из P m в интервалах [a — S, a] 
и [b,b + S], то легко увидеть, что 

2 m + 1 , դ \ dn(x)+dn(a,b)  ж / n \ i / դ\ lm 

Следовательно, (см. (3.16), (3.12)), 
fc+q+1 , ч Ի 

C / 2\ 
\ anfn(x) \ < — [3) когда x £ [a — S; b + S]. 

Ok I 1 �• -� 

2 k + q + 1 С  ( 2 \lk 
(3.17) \anfn(x)\ < — I - I когда x е \a 

n=2 k+i 

При достаточно большом к правая часть (3.17) будет меньше п- Поскольку в 2) 
S и п - произвольные, то, согласовав их выбор с £, из 2) и 3) получим 4). Лемма 
доказана. 

Из леммы 1 без применения 4) немедленно следует 

ф( x) £ 
м 

число. Тогда для любого натурального N существует полином Е anfn(x) 
n=N +i 

такой, что 
м 

1) Е an fn(x) = ф^), когда x е А, где A С [0,1] and ц(А) > 1 — £, 
n=N+i 

м 
2) Е \ anfn(x)\ <C\| |ф| |ж£ 2 

n=N+i 

С применением леммы 1 доказывается следующая. 

Л е м м а 3. Пусть f (x) ֊ п.в. конечная измеримая функция и А С [0,1] ֊ любое 
измеримое множество. Тогда для любых положительных чисел £, S и для любо-
го натурального числа N существуют измеримые множества В, D и полином 

м 

P(x) = Е anfn(x) такие, что B С А С D и 
n=N +i 

1) \P(x) — f (x) \ < S, когда x е B и ц(В) > (1 — £ ՚)բ(ճ), 
r-i м 

1 •  1  + lx) 2) У2 \ anfn (x) \ dx< c2 \ f (x) \ dx •Jo м-,! £ J в n=N+i 
м 

3) \anfn (x) \ <S когда x е D c и n(D \ A) <£բ(ճ). 
n=N+i 
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f(x) 
существует измеримая ограниченная функция g(x) такая, что 

բխ £ [0; 1] : f (x) = g(x)} < e, 

f( x) 
неотрицательна, т.е. 0 < f (x) < M. Выберем чи ела {ai}pp=0 такие, что 

0 = а0 < а1 < . .. < ap = Ми ai — ai-1 < S. 

Положим Gi = {x £ (0,1) : ai-1 < f (x) < ai}. Множества R^ i = 1, 2,...,p, 
выберем так, чтобы они являлись объединением квази-двоичных интвервалов 
Im таких, что Ri = Im, Ս < Vi+U Im Ո I—՛ = 0, m = m' и 

e 
MR ո Gi) > (1 — 0 nG). 

Nm+1 
В силу леммы 1 существуют полиноимы Pm(x) = Y1 anfn(x) и множества 

n=Nm+1 
Em, vi-1 < m <vi такие, что 

Pm(x) = a.i-1, КОГДа x £ E— С Im, ц(Е—) > (1 — MI—), 

r 1  Nm+1 բՈ ) 
53 \anfn(x)\dx < Cya—1 —, 

0 e 
n=Nm+1 

N m + 1 

53 \anfn(x)\ < n— когда x £ [a— — Sb— + S—], 
n=Nm+1 

где [am; bm] = Im, n— и Sm ֊ некоторые положительные числа. 
Нетрудно убедиться, что при подходящем выборе чисел n— and Sm полином 

Up 
Е Pm(x) удовлетворяет условиям леммы. Лемма доказана. 

m=1 

4. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В А Т Е О Р Е М 

4.1. Доказательство теоремы 3. Эта теорема доказывается аналогично тео-
реме 1 из [4]. Пусть ek = 2 - k , Sk = e 3k+v k = 1, 2 , . . . В силу леммы 3 можем найти 

N1 
множество B1 С [0,1] и полином P1(x) = Y1 anfn (x) такие, что 

n=1 

\f (x) — P1(x)\ < S1, x£B1, ^ (B 1 ) > 1 — e1 

и 
ր1 N 1 c 

53 \anfn(x)\dx<C c2 \f(x)\dx. 
•'0 n=1  e1J B 1 

Опять применив лемму 3, можем найти множество E2 С B1 и полин ом P2 (x) 
M 1 

anfn(x) 
n=N1+1 

(4.1) M E 2 ) > (1 — e2)^(B1), 
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(4.2) \P2(x) - (f (x) - Pl(x))\ < Տշ, x e E2, 

,л Ml C f C 
(4.3) V \anfn(x)\dx<cY \f (x) - Pi(x)\dx < OՏչ = C\£շ. 

JO n=N1 + l  £ շ  J E2 £ շ 

Пусть F2 D B1 такое множество, что m(F2) > 1 - £2. Опять в силу леммы 3 
N2 

найдем полином P2'(x) = J2 anfn(x) и множества G2 и R2 такие, что 
n = M i + l 

(4.4) 

(4.5) 

G2 с F2\E2 с R2, p((F2\E2)\G2) < £շ, 

\P2'(x) - (f (x) - Pi(x) - P2(x))\ <Տշ, x e G2 

N2 

(4.6) \anfn(x)\ < Տշ, x e R c2 и fi(R22\(F2\E2)) <£շ. 
n=M1 + 1 

Если обозначим A2 = E2 Ո R2i, то из (4.3) и (4.6) следует, что 
/ M i N2 \ 

/ ( \anfn(x)\+ 53 \arJn(x)\\ dx < 2C7 £շ 
• ՚  ճ շ \ n = N i + 1 n = M i + 1 J 

и ц(А2) > 1 - £1 - 2£2 (CM. (4.1), (4.4), (4.6)). Положим 
N2 

P2(x)= P2 (x)+ P2'(x) = 5 3 anfn(x). 
n=N1 + 1 

B2 с F2 
что \f (x) - P1(x) - P2(x)\ < 2Տ2 когда x e B2, причем բ(F2\B2) < £2. Следо-
вательно, ц(В2) > 1 - 2£2. Если продолжим этот процесс, то получим множества 

Nm 
Bm, Am и полиномы Pm(x) = Y1 anfn(x), такие, что 

n=Nm-1 + 1 

(4.7) 
Nm 

f (x) -53 Pn(x) 
n=1 

Nm+1 

< 2Sm, x e Bm, n(Bm) > 1 - 2£m 

/ 53 \anfn(x)\dx < 2Cy£m, i^(Am) > 1 £ m ֊ 1  2 £m. 
" Am AT 11 ' n=Nm + 1 

Откуда, 

/ 53 \anfn(x)\dx < 2 0 ^ £n < 
Г\п>т  An n=Nm + 1 n>m 

Ո A „ l > 1 - 2£m-1 - 4£m. M I I I ^ n 
Հ n>m 

Откуда следует, что ряд Y1 anfn(x) п.в. абсолютно сходится на [0,1]. Кроме того, 
n = 1 

f(x) 
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4.2. Доказательство теоремы 4: По теореме Лузина, без ограничения общ-
ности, функцию f можно считать непрерывной. Пусть £k = 2 - k£, к = 1, 2,... и 
Sk = £k+i. Существуют ступенчатые функции фk(x) такие, что 

(4.8) — f |Ա <Sk, к = 1, 2,... 
Положим фk = фk — ф ^ ь где фо = 0. Из (4.8) имеем IPk ||ж < 2 S k ֊ i для к > 2 и 

ж 
= f  ( x ) ,  

k=i 

где сходимость равномерна. По лемме 2 существуют полиномы, которые облада-
ют следующими свойствами 

E Kfn(x)\ <Գ < 2C7 £k , 
n=Nk 

Ni <Mi <N2 <...<Mk < Nk+i < . . . , 
Mk 
E anfn(x) = фk(x) когда x е Ak и p(Ak) > 1 — £k. 

n=Nk 
то Mk 

Положив g(x) = Y1 Y1 anfn(x), убедиться, что g(x) ֊ требуемая функ-
k =i n = Nk 

ция. Теорема доказана.. 

Abstract . It is proved that every almost everywhere finite measurable function 
is representable by an absolute convergent series in the Franklin systems generated 
by quasi-dyadic, weakly regular partitions. 
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