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АННОТАЦИЯ. В статье изучается вопрос разрешимости следующего интегро-
диффереициальиого уравнения 

- — + Ap(x) = g(x) + в/ k(x - t)\(t)<p(t)dt, x e R, 
dx JR 

где искомое решение x) принадлежит классу абсолютно непрерывных на 
R функций медленного роста. Здесь A и В — неотрицательные параметры, 
0 < g e L i ( R ) , 0 < k e L i ( R ) , причем /Л k(x)dx = 1, 0 < X(x) < 1 ֊ 
измеримая на R функция. 

Рассматриваемое уравнение решается путем сочетания специальной ф а к -
торизации соответствующего интегро-дифференциального оператора с мето-
дами теории функций и теории интегральных уравнений типа свертки (и их 
обощений). 

1. ВВЕДЕНИЕ 

В работе рассматривается следующее интегро-дифференциальное уравнение 
типа свертки 

(1) - ^ ֊ + A^(x) = g(x)+ в( k(x - t)X(t)^(t)dt, x e R, ax J r 
где A, В > 0 ֊ параметры, 0 < g e Li(R), 0 < k e Li(R), причем 

(2) / k(x)dx = 1, 
R 

0 < X(x) < 1 ֊ измеримая на R функция. Задача (l)-(2), кроме самостоятель-
ного математического интереса, представлет известный интерес в физической 
кинетике (см. [1]-[3]). В частности, она возникает в кинетической теории метал-
лов при изучении задачи распределения электрического поля в полубесконечной 
плазме (см. [2]-[3]). Уравнение (1)-(2) выводится из нелинейного стационарного 
уравнения Больцмана, с учетом члена в интеграле столкновения, учитывающего 
энергетическое взаимодействие (см. [2j-[3j). Изучению и решению задачи (1)-(2), 
в том частном случае, когда A = 0 и X(x) = 1, k(x) = e - l x l ss - 2ds, посвящен 
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ряд интересных работ (см. [2]-[6]). Эти работы в основном носят прикладной 
характер. В последнем случае задачу (1)-(2) принято называть "классической 
задачей Ландау". 

В настоящей работе мы будем заниматься изучением и решением уравнения 
(1)-(2) в классе абсолютно непрерывных функций медленного роста, т.е. в классе 

Ш = {f е AC(R) : Уе > 0, e - E Xf (x) ^ 0, x ^ , 

где AC(R) ֊ пространство абсолютно непрерывных на R функций. 
Основным ключом исследования задачи (1)-(2)является трехфакторное разло-

жение соответствующего интегро-дифференциального оператора D — AI + BKЛ 
(D ֊ оператор дифференцирования, I - единичный оператор, K ֊ интегральный 
оператор типа свертки, а Л - оператор умножения на функцию A(x)), в виде 
произведения одного дифференциального, одного вольтеррового и одного свер-
точного операторов. Оказывается, что указанная факторизация позволяет свести 
решение уравнени (1)-(2) к решению следующего интегрального уравненя: 

(3) f (x) = go(x) + f w(x — t)X(t)f (t)dt, 
R 

где 0 < g0,w е W ( R ) . 
В вышеуказанных приложениях часто возникают интегро-дифференциальные 

уравнения вида (1)-(2) со специальными ядрами, а именно, ядрами, представ-
ляющими из себя суперпозицию экспонент, т.е. ядро k(x) допускает следующее 
представление 

Г ь 
(4) k(x) = e - l x l sda(s), 

где a(s) ֊ монотонная, неубывающая функция на [a, b) (0 < a <b < причем 

(5) 2 f Ь Հճտ! = լ 

k(x) 
Вторая часть настоящей работы посвящена аналитическому решению уравне-

ния (1), (4), (5). В отличии от общего случая, здесь предлагается более простой 
способ решения уравнения (1), (4), (5). 

В последней, третьей части рассматривается однородное уравнение (1)-(2) (т.е. 
g = 0 A = B 

вия на функции k и А, доказывается существование нетривиального решения в 
классе Ш. 

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ П Р Е Д Л О Ж Е Н И Я 

2.1. Некоторые классы интегральных операторов. Обозначим через Ո 
класс интегральных операторов типа свертки: K е О, если 

(Kf)(x) = f k(x — t)f(t)dt, k е Li( 
R 
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Оператор K е 0 действует в каждом из пространств Lp(R), p > 1, причем 
\\K\\Lp < fR \k(x)\dx, p > 1 (cm. [7]). Введем следующие подалгебры 0± С 0 
верхних и нижних вольтерровых операторов: V± е 0± , если 

(V +f) (x)= f v+(x - t)f (t)dt, 

(6) . T o o 

( V - f ) (x) = v-(t - x)f(t)dt 
J x 

при v± е Li(0, Нетрудно проверить, что 

0 = 0 + e о -. 

Операторы V± е 0 ± обладают следующими свойствами (см. [7j-[8j): 

(7) V -K е 0, KV + е 0. 

Введем также класс 0* следующих интегральных операторов K* е 0 * , если 

(K*f )(x)= f k(x - t)X(t)f (t)dt, 
J R 

где 0 < X(x) < 1 ֊ измеримая функция, a k е L1(R). 
Следующая лемма является одним простым обобщением формулы (7). 

Лемма 1. Если K* е 0% V± е 0 ± , то справедливы следующие прост,ые воз-
можности: 

V -K * е 0 *  

ii) K*V + е 0* тогда и только тогда, когда существует такая веществен-
ная функция r(t), определенная на R, для которой X(x + t) = X(x)r(t), 
где r(t)v+(t) е Li(0, 

Доказательство: Пусть f е Lp(R) ՜ произвольная функция. Имеем 

Ր + 0 i- + ТО 
(8) ( V - K * f ) (x)= v-(t - x) k(t - y)X(y)f (y)dydt. 

x -o 

Изменяя порядок интегрирования в (8), получим 

/

+ ТО Ր + ТО 

f (y)X(y) v-(t - x)k(t - y)dtdy 
o x 

/
+o 

h ( x  - y ) X (y ) f (y ) dy, -oo 

+o 
V. 

0 

ր+o 
h(x)= v-(t)k(x + t)dt. 

0 
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Теперь перейдем к доказательству пункта И). Совершая аналогичные рассужде-
ния, получим 

ր + ж с t 
v+( /

+ж ր 

k(x - t)X(t) v+(t - T)f (T)drdt 
-ж J — ж 

/
+ ж I- + ж 

f (T) k(x - t)X(t)v+(t - T)dtdT 
-ж J T 

/
+ ж i- + Ж 

f (T) k(x - T - Z)X(T + z)v+(z)dzdT. -oo J 0 

Г + ж 
q(x,T) = X(T) k(x - T - z)r(z)v+(z)dz 

0 

I' + ж 

/ k(x - z)r(z)v+(z)dz € Li( 
0 

Обозначим через q(x, T) следующую функцию: 

I' + ж 
q(x,T):= k(x - T - Z)X(T + z)v+(z)dz. 

0 

Если X(x + z) = X(x)r(z), где rv+ € Li(0, то из теоремы Фубини (см. [9J) 
следует, что 

Ր + ж 
' (x - т - z)r(z)v+(z)dz, 

0 
причем 

ր + ж 
' (x - z)r(z)v+(z) 

0 

q 

2.2. Об интегральных операторах типа свертки. Рассмотрим следующее 
однородное интегральное уравнение: 

/

+ ж 

k(x - t)X(t)B(t)dt, x € R, ж 

относительно искомой функции B € Ll0c (R). Здесь 

/

+ ж 

k(x)dx = 1, ж 

0 < g € Li(R), 0 < X(x) < 1 на R. 

В дальнейшем изложении настоящей статьи мы будем использовать следующий 
результат из [10]. 

Теорема [10] Пусть в уравнении (9) 
ր + ж 

(x 
- ж /

+ ж 

k(x)dx = 1 и существует ж 

/

+ж 

xk(x)dx = 0, - ж 

2) 0 < X(x) < 1 на R и 1 - X(x) € Li( 
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Тогда уравнение (9) имеет неотрицательное, ограниченное, нетривиальное ре-
шение B(x), B(x) < 1, x е М, причем 

(11) [ B(t)dt = O(x) as x ^ -ж. 
J 0 

3. ЗАДАЧА Ф А К Т О Р И З А Ц И И 

3.1. Постановка задачи. Уравнение (1) запишем в операторной форме 

(12) (D - AI + BK*) р + g = 0, 

df 
где (Df)(x) = —, I ֊ единичный оператор и K* е Q*. Рассмотрим следующие 

dx возможности 
1) A = 0 и 2) A > 0. 

A = 0 D 
и K* е Q* и для каждого а > 0 найти такие интегральные операторы U е Q - и 
P* е Q*, чтобы имела место факторизация: 

(13) D + BK * = (D - aI) (I - BP * - U). 

Пусть A > 0. Найти такие интегральные операторы V е Q - и H* е чтобы 
имела место факторизация: 

(14) D - AI + BK * = (D - aI )(I - V) (I - BH * ) . 

Факторизации (13) и (14) мы будем понимать как равенство интегральных опе-
раторов, действующих в пространстве W-^M), где Wpn(M) ֊ это пространство 
Соболева функций f таких, что f ( k ) е Lp(M), k = 0,1, 2,... ,n. 

3.2. Основные факторизационные лам м ы. В этом пункте мы будем зани-
маться изучением задач (13) и (14). Справедлива следующая лемма. 

Л е м м а 2. Если A > 0, mo onepa mop D - AI + BK * допускает факторизацию 
вида (14), где ядра операторов V е Ո - и H* е Q* задаются соответственно по 

1, если x > 0, 
0, если x < 0, (15) v(x) = (а - A)e - a x0(x), 0(x) 

h* (x,t) = X(t)h0(x - t), 
Ր + ТО ք՚ + ТО 

h0(x) = e - A tk(x + t)dt = e - A ( t - x )k(t)dt е W 
0 x 1  

("16՝) Г+ТО r+ТО 
K ' ' ' ՝ ' e-Atk(x ՝ t)dt = I e-A(t-x) k(t)dt е W1 

0 

Имеют место также следующие оценки 

Г 1 1 
sup h*(x,t)dx = — sup X(t) < — 
teR J-то  A teR  A  

dh*(x,t) 
(17) + 4 } Ր + ТО 

sup 
dx 

dx < 2 sup X(t). 
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Доказательство: Обозначим через Г а обратный оператор дифференциального 
оператора aI - D в пространстве W^R). Легко можно убедиться, Г а € О и 
имеет следующий вид 

Ր + ж 
(18) (raf )(x) = e— a ( t — x )f (t)dt, a > 0. 

J x 

Обозначим через P произведение операторов Г а и K*. Из леммы 1 следует, что 
P* € О*, ядро которого задается посредством следующей формулы 

Ր + ж I- + ж 
(19) p*(x,t)= X(t) e— a ( z — x )k(z - t)dz = X(t) e - a Tk(T + x - t)dT. 

x 0 

p * ( x, t) 

(20) 

ր+ж 
sup 1 
t eR J —ж 

ր+ж 
sup 1 
t eR J —ж 

s u P t eR X ( t ) < 1 

dp*(x,t) 
dx 

dx < 2 sup X(t). 

Имеем 

/

+ ж ր + ж ր + ж 

p*(x,t)dx = X(t) / e~ a ( z~ x )k(z - t)dzdx. 
ж J —ж J x 

Изменяя порядок интегрирования с использованием теоремы Фубини, с учетом 
(2), получим 

/

+ ж ր + ж րz 

p*(x,t)dx = X(t) k(z - t) e— a ( z — x )dxdz ж —ж —ж 

/ \ X(t) f Հ , X(t) 
(21) =— k(z - t)dz = ֊ ^ ֊ . 

a a 
Поскольку 

dp*(x,t) 
dx 

то с учетом (2) и (21) будем иметь 

-X(t)k(x - t) + ap*(x,t), 

ք + ж dp*(x,t) 
dx /

+ж 

k(x - t)dx + X(t) < 2 sup X(t), -oo t eR 

откуда проходим к оценкам (20). 
Оператор D-AI+BK*, с учетом (18) и (19), можно представить в следующем 

виде 

D - AI + BK * = D - aI + BK * + (a - A) I 
(22) =(D - aI) (I - BP* - (a - А)Га). 

Пусть I + Ф ֊ резольвента оператора I - (a - А)Г^ в W^R). Тогда простые 
вычисления показывают, что Ф € О— и 

Ր + ж 
(23) (Фf )(x) = (a - A) e— A ( t — x )f (t)dt. 

x 
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Снова используя лемму 1, заключаем, что ФР* G Q*. Следовательно, 
(24) H* = Р* + ФР* G Q*, 
ядро которого имеет вид (16). Таким образом, из (22) и (23), (24) получим 

D - AI + BK * = (D - aI )(I - V) (I - BH * ) , 

где V = (a - А)Г а . Итак, мы получаем факторизацию (14). Из оценок (20) легко 
убедиться, что оператор H* действует в пространстве W-^R). Лемма доказана. 
Аналогичными рассуждениями можно доказать следующую лемму. 

Лемма 3. Если А = 0, то опера тор D + BK * допускает факторизацию вида 
(13), где ядра операторов U G Q. ֊ and Р* G Q* задаются соответственно по 

(25) u(x) = ae ֊ a x0(x), 

p*(x,t) = X(t)p(x - t), 

(26) 
p(x)= e֊ a tk(x + t)dt = e ֊ a ( t ֊ x ) k ( t ) d t G W ( R ) . 

0 x 

3.3. Связь между первыми моментами ядер к и h. Как уже отмечалось, 
для разрешимости интегральных уравнений типа (9), (10) нужно, чтобы суще-
ствовал первый момент соответствующего ядра, причем этот момент должен 
быть неположительным. Поскольку в нашем подходе решение уравнения (1)-
(2)сводится к решению интегральных уравнений вида (9), (10) то нам существен-
ным образом понадобится связь между первыми моментами соответствующих 
ядер. Следующая лемма устанавливает связь между v(k) и v(h). 

Лемма 4. Если А > 0 и существует v(k), то существует и v(h), причем 
имеет место формула 

rn v(h) =  vA - А , 

Доказательство: В силу теоремы Фубини имеем 
/ + ж I- + ж 

x / e֊A tk(x + t)dtdx 
-ж Jo 

xk(x + t)dxdt. 

Ր+ж 

1 xh(x)dx = 
֊ ж 

+ж ր + ж 
֊At 

1 e 
0 ֊ ж 

Обозначая через т = x +1, получим 
Ր + ж I- + ж 

v(h) = e ֊ A t (т - t)k(T)dTdt 
0 

ք + ж ր + ж 

e ֊ A t 

lo J ֊ ж 
v(k) Г + Ж ^ Г — A t յI v(k) 1 

A J-ж k(T)dTJo te dt A - A2 

Следствие 1. Если v(k) < mо v(h) < 0. 
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4. РАЗРЕШИМОСТЬ УРАВНЕНИЯ (1)-(2) 
В СЛУЧАЕ A > 0 

4.1. Уравнеие (1)-(2) в случае A > B . В настоящем и последующем разделах 
мы будем заниматься вопросами существования абсолютно непрерывного реше-
ния уравнения (1) с помощью факторизационных лемм 2 и 3. 

A B 
место 

Теорема 1. Предположим, что 0 < g € L i ( R ^ 0 < X(x) < 1 ֊ измеримая 
функция на R. Тогда, если A > B, то задача (1)-(2) в пространстве Соболева 
W-լ1 (R) имеет неотрицательное решение. 

Доказательство: Используя факторизацию (14), уравнение (1) можно записать 
в следующей форме 

(28) (D - aI)(I - V)(I - BH*) у + g = 0. 

Решение этого уравнения сводится к последовательному решению следующих 
трех связанных уравнений: 

(29) (D - aI)р = -g, 
(30) (I - V)ф = р, 
(31) (I - BH*) у = ф. 
Нетрудно убедиться, что уравнение (29) в пространстве W/(R) имеет единствен-
ное решение вида 

f + ж 

(32) p(x)= e— a ( t — x )g(t)dt € Wi (R) 
x 

Уравнение (30) можно переписать в раскрытой форме 
ր + ж 

(33) ф(x) = p(x) + (a - A) e— a ( t — x )ф(t)dt, 
x 

легко убедиться, что 
f + ж 

ф^) = p(x) + (a - A) e— A ( t — x )p(t)dt, 
x 

где с учетом (32) получим 
Ր + ж 

(34) 0 < ф^)= e— A ( t — x )g(t)dt € Wi(R). 
x 

Теперь перейдем к рассмотрению интегрального уравнения (31). Уравнение за-
пишем в интегральном виде 

/

+ ж 

h(x - t)X(t)y(t)dt, x € R, ж 

Рассмотрим следующие итерации: у ( 0 ) = 0 и 

/

+ ж 

h(x - t)X(t)y ( n )(t)dt, n = 0,1, 2, 3,... ֊ՕՕ 
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По индукции легко можно убедиться, что 1) ф(x) < р ( п ) e W-^R), 2) p ( n ) | no 
n. Тогда из оценки (17) с учетом 1), 2) получим, что 

/՝ +°V n + 1 ) (x)dx < Г^(x)dx -^^Р^Шв Ր v ( n )(x)dx 
J—ж J—ж  A J—ж 

/ + ж !• + ж 
ф(:x)dx + q p ( n+  1 )(x)dx, 

ж —ж 

д 1 в 
0 < q = — sup X(t)B <  B < 1, 

A teR  A  

поскольку A > B и 0 < X(t) < 1. Следовательно, из (37), (34), с учетом теоремы 
Фубини будем иметь 

Г+ж , Г+ж g(t)dt 
(38) р ( п+ 1} (x)dx <  ж , , n = 0 ,1 ,2 , . . . 

—ж A(1 - q) 
n 

ций р ( п ), для которых справедливо неравенство (38). Следовательно, по теореме 
Б. Леви (см. [9J) получим, что последовательность функций p ( n )(x) сходится 
почти всюду в R к суммируемой функции p(x). Нетрудно убедиться, что x) 
является решением уравнения (35). Действительно, из (36) имеем 

/ + ж 
h(x - t)X(t)p(t)dt e L1 (R), n = 0,1, 2,... 

ж 

Устремляя n ^ ж, получим 
/ + ж 

h(x - t)X(t)p(t)dt. 
ж 

С другой стороны, 
/ + ж 

h(x - t)X(t)p ( n )(t)dt < p(x), 
ж 

откуда в силу теоремы Лебега (см. [9]) будем иметь 
/ + ж 

h(x - t)X(t)p(t)dt < p(x). 
ж 

Таким образом, из неравенств (40) и (41) следует, что р(x) является решением 
уравнения (35). Из (35) и (17) следует, что р e W/(R). 
4.2. Уравнение (1)-(2) в случае A = B . Рассмотрим теперь уравнение (1) 
в случае, когда A = B. Используя факторизацию (14), как и при доказатель-
стве теоремы 1), и последовательно решая уравнения, (29) и (30), приходим к 
уравнению: 

/ + ж 
h(x - t)X(t)p(t)dt, x e R. 

ж 

Обозначим через 
w(x) := Bh(x). 
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Поскольку A = B > 0, то Y 'd= /++Ж w(x)dx = 1. Наряду с уравнением (42) -ж 
рассмотрим следующие уравнения 

/

+ Ж 

w(x — t)F (t)dt, 
-ж 

/
+Ж 

w(x — t)f (t)dt. -ж 
В работе [10] доказано, что если v(w) > 0, 0 < ф g L ^ R ) и Y = 1, то уравнение 
(43) имеет положительное решение F(x) g L l° c(R), причем J0 F(t)dt = o(x) при 
x ^ —<x. Рассмотрим следующие итерации: p ( 0 ) = 0 и 

/

+ ж 

h(x — t)X(t)p ( n )(t)dt, n = 0,1, 2 , . . . -ж 

Поскольку ф > 0, то нетрудно убедиться, что ф < <p ( n՝> | по n и p^"՜՝ 1 < F почти 
всюду в R. Отсюда следует, что предел p(x) = p ( n )(x) существует почти 
всюду в R, причем 0 < ф(x) < p(x) < F(x). Аналогично доказательству тео-
ремы 1, здесь проверяется, что полученная функция p g AC(R) удовлетворяет 
уравнению (1). Итак, используя лемму 4, приходим к следующему результату. 

Теорема 2. Пусть 0 < g g L 1 ( R ^ 0 < X(x) < 1 ֊ измеримая функция на R 

и 3v(к) >—. Тогда, если A = B > 0, то задача (1)-(2) в классе Ш имеет A 

положительное решение с асимптотикой /0 p(t)dt = o(x), x ^ —ж. 

4.3. Уравнение (1)-(2) в случае A < B . 

Теорема 3. Пусть 0 < A < B и выполнены, следующие условия: 
1) 0 < g g Li(R), 

/

+ ж 

X(t + T)W(T)dT < 1. ж 
Тогда задача (1)-(2) имеет положительное решение в пространстве Соболева 
W^R) с весом X(x). 

Доказательство: Используя факторизацию (14) и последовательно решая у-
равнения (29) и (30), мы приходим к следующему интегральному уравнению 

/

+ ж 

w(x — t)X(t)p(t)dt, -ж 

/

+ ж Ր + ж B 

w(x)dx = B h(x)dx = — > 1. A  

Г + ж ր+ж B 
(x)dx = — 

A 
Умножая обе части уравнения (46) на функцию X(x) и обозначая через p(x) := 
X(x)p(x) и q(x) := X(x) r^>(x), приходим к следующему уравнению 

/

+ ж 

w(x — t)p(t)dt. -OO 
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Рассмотрим следующие итерации: p ( 0 ) = 0 и 

/

+ ж 

w(x - t)p ( n )(t)dt, n = 0,1, 2 , . . . ж 

Легко убедиться, что q(x) < p ( n j по n, p ( n\x) e Li(R). Следовательно, с учетом 
последнего, из (48) получим 

р + ж ր + ж ր + ж ր + ж 
(x) dx q(x )d x + I X( x) I w( x — t ) p ( n ) 

/

+ ж Ր + ж Ր + ж Ր + ж 

p ( n+ 1 ) ( 
x)dx < I q(x)dx X(x) w(x - t)p ( n )(t)dt 

ж —ж —ж —ж 

/
+ ж !• + ж 

q(x)dx + £ p ( n + 1 )(x)dx, ж —ж 

/

+ж 

X(t + r)w(r)dr < 1, -oo 
откуда, в свою очередь, следует 

/

+ ж 

p ( n + 1 )(x)dx < - Ծ Օ 

+ ж , [+ж q(x)dx _ ( n + 1 ) / „ \ 7 ^ J — ж > 
1£ 

Таким образом, из теоремы Леви следует, что последовательность {p ( n\x)} +=°1 

R p 
p является решением уравнения (47). Поскольку 0 < X(x) < 1 и X e WЖ (R), то 
р e W ^ R ) . 

5. Р Е Ш Е Н И Е У Р А В Н Е Н И Я (1)-(2) 
В С Л У Ч А Е A = 0 

Рассмотрим следующее уравнение 
d ր + ж 

(49) - — = B k(x - t)X(t)p(t)dt + g(x) 
d x J — ж 

относительно искомой функции р. В следующей теореме мы сформулируем неко-
торые достаточные условия, при которых это уравнение будет иметь положи-
тельные решения в пространстве W-j^R). Имеет место 

0 < g e L1 (R) 

/

+ ж 

X(x + t)G0(t)dt < 1, -oo 
U 

ր + ж 
G0(x) = k(t)dt e M(R) Ո C0(R). 

J x 

Тогда уравнение (49) имеет, положительное решение в пространстве W-j^R). 

Доказательство: Используя факторизацию (13), уравнение (49) можно пере-
писать в следующем виде 

(D - aI) (I - BP * - U) р + g = 0, 
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решение которого сводится к последовательному решению следующих уравнении 

(50) (D — aI )F = —g, 
(51) (I — BP * — U) p = F. 

W1 1 ( R) 
(32). Перейдем к рассмотрению уравнения (51). Имеем (I — U^ = I + Ф, где 

+ж +ж 
(Փք )(x) = a f (t)dt. 

J x 

Из представления оператора Ф видно, что он переводит пространство L1(R) в 
пространство M(R) Ո C0(R), где M(R) ֊ пространство ограниченных функций 

R C0 ( R) R 
на Операт op I — BP * — U представим в следующем виде 

(52) I — BP * — U =(I — U )(I — G), 

где G = BP * + BФP *. Тогда нетрудно убедиться, что 

/

+ ж 

G0(x — t)X(t)dt, -oo 

I' + ж 
G0(x) = k(t)dt g M(R) Ո C0(R). 

x 

Используя факторизацию (52), решение уравнения сводится к решению следую-
щих уравнений: 

(53) (I — U )Հ = F, 
(54) (I — G)p = С. 

Очевидно, что уравнение (53) имеет решение следующего вида 
I' + ж 

(55) i(x) = F (x) + a F (t)dt, 
x 

где с учетом (32) получим 
I' + ж i(x) = g(t)dt g M(R) Ո C0(R). 
x 

Теперь перейдем к рассмотрению уравнения (54) 

/

+ ж 

G0(x — t)X(t)p(t)dt, -oo 

применим к нему следующий итерационный процесс: p ( 0 ) = 0 и 

/

+ ж 

G0(x — t)X(t)p ( n )(t)dt, n = 0,1, 2, -OO 
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Нетрудно проверить, что £(x) < р ( п ) f по n, р ( п ) e L1,\(R), n = 0,1, 2,... Тогда 
умножая обе части (56) на X(x) будем иметь 

ր + ж 

/

+ ж 

X(x)p ( n+ 1 )(x)dx -OO ֊ ж 

/

+ ж ր + ж ր + ж 

£(x)X(x)dx + В X(x) G0(x - t)X(t)p ( n+ 1 )(t)dtdx -oo •՝ —oo •՝ —oo 
(x)X(x)dx + В X(x) G0 ( 

֊ж J ֊ ж J ֊ ж 
ք + ж Ր + ж 

< I t(x)\(x)d.-r + и I Mt)m ( n+ 1 )( 
֊ж 

+ж . _ Г+ж £(x)X(x)dx 

/

+ ж Ր + ж 

£(x)X(x)dx + и X(t)p ( n+ 1 )(t)dt. -ж •՝ ֊Ж 
Откуда 

/

+Ж 

X(x)p ( n+ 1 )(x)dx < . ж  1  - и 
Следовательно, с учетом теоремы Б. Леви, получим, что последовательность 
функций p ( n )(x) e L1,x(R) почти всюду в R имеет предел p(x) = И ш п ^ ж p ( n )(x), 
причем p(x) e L1։x(R) и является решением уравнения (51). Но поскольку G0 e 
W-^R) , то стадо быть и р e W11A(R). 

6. П О С Т Р О Е Н И Е Н Е Т Р И В И А Л Ь Н О Г О Р Е Ш Е Н И Я 
С О О Т В Е Т С Т В У Ю Щ Е Г О ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ (1)-(2) 

В С Л У Ч А Е A = B 

Рассмотрим соответствующее однородное уравнение в случае A = В: 

(57) - d՝՝f + Ap(x) = A f k(x - t)X(t)p(t)dt, x e R. 
d x J R 

Используя факторизацию (14), это уравнение можно переписать в виде 

(58) (D - aI)(I - V) (I - AH*) р = 0, 

Решение уравнения (58) сводится к последовательному решению следующих ура-
внений 

(59) (D - aI)F = 0, 
(60) (I - V)ф = F, 
(61) (I - AH*) р = ф. 

Заметим, что уравнения (59) и (60) в пространстве W/(R) имеют только триви-
альные решения. Итак, в случае A = В мы приходим к следующему однородному 

р 

/

+ ж 

h(x - t)X(t)p(t)dt, -ж 

где A /+ж h(x)dx = 1. Следовательно, используя теорему из [10] и лемму 4, 
приходим к следующему результату. 

Теорема 5. Пусть в уравнении (57) 
г+ж 1 

A' /

+ ж 1 

k(x)dx = 1 и 3v(k) = —, A  
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2) 0 < X(x) < 1 на Ши 1 — X(x) G Li(M). 
Тогда это уравнение в классе Ш имеет неотрицательное ограниченное решение 
p(x) < 1, x G М, причем 

f  x  

/ p(t)dt = O(x) as x ^ —ж. 
J о 

7. Д Р У Г О Й ПОДХОД К Р Е Ш Е Н И Ю 
У Р А В Н Е Н И Я (1)-(2) В С Л У Ч А Е В П О Л Н Е 

МОНОТОННЫХ Я Д Е Р 

k 
следующей формулы 

Г ь  

(63) k(x) = e - X sda(s), 
' a 

где a(s) ֊ монотонно неубывающая функция на [а, Ь), 0 < a <b < + ж , причем 

(64) 2 f da(s) = 1. 
a 

Нетрудно убедиться, что 

/
+ ж рь 

k(x)dx = 2 da(s) = 1. -ж •՝ a 

Предположим, что искомое решение уравнения удовлетворяет следующему гра-
ничному условию 
(66) <^>(+ж) = lim p(x) = 0. x— 

В случае, когда A = 0, а = 1, Ь = + ж , X(t) = 1 и da(s) = 1/s2 уравнение (1)-(2) 
исследовалось в работах [2]-[5]. Здесь мы попробуем некоторые методы работы 
[3] провести в случае задачи (1), (2), (63). 

7.2. Сведение задачи (1), (2), (63) к интегральному уравнению. Интегри-
руя обе части уравнения (1) по x от т до + ж , с учетом (66) будем иметь 

/

+ Ж ր + Ж ր + Ж 

То(т — t)X(t)p(t)dt — A р(т )dT +1 д(т )dT, -ж J т J т 

Ր + ж 
(68) T0(x) = В k(z)dz, x G (—ж, +ж), 

x 

Нетрудно заметить, что Т0 G L:l(M). Рассмотрим следующую Функцию Тп (x) = 
e n xT0(x) > 0. Из представления (68) с учетом (63), следует, что если 0 < п < а, 
то 

В I' e - ( s - n ) x , если x > 0 
(69) Тп (x) = {  J a ь  s d ( ) G Li—ж, +ж). 

Be n x - В e ( s+ n ) x , если x < 0 
s 
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Умножая обе части уравнения (67) на функцию enx, приходим к следующему 
уравнению 

ր + ж ր + Ж 
Tn(x - t)X(t)f (t)dt - A e - n ( t - x՝> f (t)dt + enx g(t)dt, 

-ж J x J x 

относительно функции f (x) = e n xp(x). Нормируем функцию Tn: Tn(x)dx = 
1. После простых выкладок из (69) получим следующее характеристическое урав-
нение относительно դ-

2B Г ь s յ / \ 
71 — ֊ 2 2 d^(s) = 1. 

Ո J a s2 - n 

7 . 3 . Х а р а к т е р и с т и ч е с к о е у р а в н е н и е ( 7 1 ) . Рассмотрим функцию 

B = B(n)= fb S , n e (0, a). 
da(s) 

s2 — n2 

Нетрудно убедиться, что она непрерывна на (0, a), 0 < B(n), причем B(+0) = 0. 
Функция B(n) строго возрастаает на (0, no] и строго убывает на [no,p), где точка 
максимума n0 определяется из следующего уравнения 

Г ь s s - 3n2) , Հ (72) ֊ է շ ֊ / da(s)=0. 
J a (s2 - n2) 

Тогда на (0, n0] и [n0, a) существуют обратные к B(n) функции, которые обозна-
чим через ni(B) и n2(B) соответственно. 

Tn 

^ (T ) V f ь s (3n2 - s2) d ( ) 
(73) v = v  ( Tn) = -2 — - 2 - d ^ ( s ) . 

n J a (s2 - n2) 

Используя (71) и (72), из (73) приходим к следующей лемме: 

Л е м м а 5. Пусть выполнено условие (69). Тогда функция f удовлетворяет 
уравнению (70), где Tn удовлетворяет условию f™ Tn(x)dx = 1, причем спра-
ведливы следующие утверждения: 

v ( Tn ) < 0 n = ni ( B ) B < B ( n0 ) 
Ь) если v (Tn) > 0, то n = 42(B) B < B (no), 

v ( Tn ) = 0 n = n0 B = B ( n0 ) 
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7.4. Решение уравнения (70). Уравнение (70) перепишем в операторной фор-
ме: 

(74) (I - Հ + Ln) f = gn, 

(75) /

+ТО 

Tn(x - t)X(t)f (t)dt, 
ր + ^ 

(Ln f ) (x) = A e - n ( t - x )f (t)dt 
J x 

ր + ^ 

(76) gn (x) = enx g(t)dt. 

Рассмотрим следующую задачу факторизации: для операторов Tn £ и Ln £ 
найти такой оператор Qn £ чтобы имело место равенство 

(77) I - Հ + Ln = (I + Ln) (I - Q*v) 

как равенство операторов, действующих в W-^R). 
Используя лемму 1 и соотношения (69) и (75), легко можно доказать следую-

щую лемму. 

Лемма 6. Имеет место факторизация (77) как равенство операторов, дей-
ствующих в W՝ 1 (Ж), где ядро опера тора Qn имеет вид 

(78) q* (x,t) = X(t) (Tn (x) - A 0 e - ( n+A ) zTn (x + z)dz 

( ) 
пользуя (77), уравнение запишем в следующей форме (I + Ln) (I - Q^) f = gn, 
решение которого сводится к последовательному решению следующих уравне-
ний: 

(79) 

(80) 

Ц +  Ln К = gn > 
(I - Qn) f = С 
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Предположим, что gn G L1 (R). Тогда решение уравнения 

(81) С ( x ) = gv(x) — A e - ( n+A ) ( t - x՝>gv(t)dt G Li(R). 
J x 

Перейдем к решению уравнения (80). Не 
вдаваясь в подробности, предполагая, 

что q* > 0 и используя тот факт, что тогда 

/

+ТО 

q*(x,t)dx < 1 — -oo 

A 
n + A 

можно получить аналогичные теоремам 1, 2, 3, 4, 5 результаты. 

Авторы выражают благодарность профессору П. Б. Енгибаряну за ценные 
замечания. 

Abstract . The paper considers the solvability of the integro-differential equation 

—d՝— + Ap(x) = g(x) + B f k(x — t)X(t)p(t)dt, x G R, 
d x R 

where the desired solution p(x) is searched in the class of functions which are absolute-
ly continuous and of slow growth on R. И is assumed that A and B are some 
nonnegative parameters, 0 < g G Li(R), 0 < k G Li(R), / R k(x)dx = 1 and 
0 < A(x) < 1 ŝ a measurable function in R. The considered equation is solved 
by combination of a special factorization of the corresponding integro-differential 
operator with some methods of function theory and generalized methods of the theory 
of convolution type integral equations. 
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