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АННОТАЦИЯ. Рассматривается класс матриц-функций второго порядка, за-
данных на единичной окружности. Левый нижний элемент этих матриц-
функций записывается с помощью комбинаций остальных трех элементов 
матрицы-функции и двух мероморфных, соответственно внутри и вне еди-
ничного круга, функций. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Пусть Г ֊ единичная окружность комплексной плоскости C, W ֊ винеровская 
алгебра непрерывных функций, определенных на Г и допускающих представле-
ние в виде абсолютно сходящихся рядов Фурье. Через Wnxm обозначим мно-
жество матриц-функций (далее, м.-ф.) порядка n х m, с компонентами из W. 
Для краткости, вместо Wnx1 и W1x1 будем пользоваться обозначением Wn и 
W. Определим действующие в Wnxm проекторы следующим образом: 

г— 1 <х> 

P—(f)(t) = J2 (f Htk, P+(f)(t) = £ ( f ) k t k , 
k = — k=i 

j—1 1 r 
P0j(f )(t) = E ( f ) k t k , t e Г, (f)k = 2 r ֊ i f (z) z—k—1dz, 

k=i ' ' Г 

где i < j и i,j e Z. Будем считать, что P ] ( f ) ( t ) = ^ и i > j. Пусть W+xm = 
nx m 

p+ (Wnxm), W—xm = P— (Wnxm) and W — = P— (Wnxm). 
Под факторизацией м.-ф. G e W2x2 мы понимаем представление 

G = G— A G+, 

где G—,G—1 e W2x2, G+,G+1 e W+x2, A(t) = diag [tK l ,tK2], t e Г, «1 ,«շ e Z 
и к1 < к2. Числa K1 and к 2 ндаываются частными индексами м.-ф. G. Если 
к1 = к2 = 0, то факторизация называется канонической. 

Пусть G11,G12,G22,h1,h2 e W. Будем предполагать, что существуют неот-
рицательное целое число N и многочлены q— и q+ с нулями соответственно в 

Г+ = {z e C, \z\ < 1} и Г — = C \ Г+ такие, что p — =  q+h e W—, p+ = q— 

h2 e W+, где т(t) = t (t e Г). Без потери общности, в дальнейшем будем считать, 
39 
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что degq+ < N Заметим, что в качестве hi, h2, в частности, могут быть взяты 
Г 

В данной работе мы рассматриваем задачу нахождения частных индексов м,-
ф . G е W 2 x 2 в и д а 

( 1 ) G = ( G i i G i 2 
V h i G i i + h2G22 — hih2Gi2 G22 

W G 
димо и достаточно, чтобы det G(t) = 0 (t е Г). Последнее эквивалентно условиям 
Vi(t)=0 (t е Г, i = 1,2), где 

TN г т N 
Vi = (q-G11 — p+ G12) И V2 = ( т - N q + G 2 2 — P-Gu) . 

q+ q- q+ q-

Возможность эффективной факторизации м.-ф. вида (1) замечено еще в [3]. 
В работах [4], [5], [6] предложен алгоритм, названный авторами EF-алгорит-

hi = 0 h2 = 0 
Если a,b е W, a p , q, r, s ֊ многочлены, удовлетворяющие условию s2 + pq = г 2 , 

то взяв в (1) Gi i = a — bs, G22 = a + bs, G12 = bp h+ = h- = ( r ~ s ) /p , получим 
представление G = al + bR, где R ֊ произвольная полиномиальная матрица, 
удовлетворяющая условию trR = 0 и определитель которой является квадра-
том от полинома. Класс м.-ф. G, допускающих представление G = aI + bR, 

trR = 0 R 
Даниэля-Храпкова. Проблема факторизации м.-ф. из класса Даниэля-Храпкова 
часто возникает в задачах механики (см., например, [7], [8]). Эффективные мето-
ды факторизации м.-ф. этого класса при различных дополнительных условиях 
предложены многими авторами (см., например, [4], [7]-[13]и цитированную там 
литературу). 

В данной работе получены явные формулы для частных индексов м.-ф. вида 
G 

конечного числа блочных матриц, блочные элементы являются коэффицентами 
G 

и факторов функций Vi (i = 1, 2). 

G 

В дальнейшем мы предполагаем выполнение условий Vi(t) = 0 (t е Г) и 

Xi = indVi = varargVi(t) 

Рассмотрим треугольную м.-ф. 

, i = 1, 2, Xo = max{xi ,X2} • 
ter 

V 

/ TN-xi 
' т - X 1 Vi G 1 2 

q+ q- I , Т Е Г. 
-X2 V2 0 
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Нетрудно убедиться, что V позволяет каноническую факторизацию V = V - V+, 
( V± V± \ 

где факторы V± = I 0 у± ) могут быть восстановлены по формулам 

V± = e x p V ± (In ( т V i ) ) , i = 1, 2, V + = v+T+r Я тМ-Х1  Gi2 В V- = V-V- Я тМ-Х1  Gi2 В 
V i 2 = V 2  P o \V -V2+q+ q-) ' V i 2 = V i  P o Wy+q- q+) ' 

М.-ф. G вида (1) допускает разложение G = тХ0 G 0 , где G0 = AB и 
q+ 

A= 
ту 0 

т N 

p- 1 

тХ1-Х0 0 
՜ V - , B = V+ 

0 тХ2-Хо 

/ 
1 0 

p+ q-

Обозначив v - = N + \хi — X2|> n- = degq+, v+ = deg q- и учитывая, что 
q+т - v - A -i е W-x2 and q-B -i е W+x2, получим 

(2) J 2 ( A - i )m-k (q+)k = 0 , m = v - + 1, V- + 2 , . . . , 
k=0 

(3) J 2 ( B - i )m-k (q-)k = 0 , m = —1, —2, . . . 
k=0 

Определим м.-ф. U равенством 

U = т - v - P - - (B -i) V+ (A -i) . 

Поскольку 

q-U = (q-B - i — q-P+- ( B - i ) ) т - V - V + _ (A - i) , 

то q-U е W2x2, и, следовательно, + 

(4) J2(U )m-k (q-)k = 0 , m = —1, —2, . . . ) m 
k=0 

3. О С Н О В Н А Я Л Е М М А 

Рассмотрим семейства генкелевых операторов 

H - :W 2 - ֊ ^ W+, H+ : W+ W - (j е Z) 

и теплицевых операторов Tj : W+ ^ W+ j е Z), действующих по формуле: 

H - v = P+ (V j (A - iv)) , H+v = V- (тЗ ( B - i v ) ) , 

Tjv = V+ (т j (G0V)) , 

где j = ( j + \j \ ) /2 , j = ( j — \j \ ) /2 , j е Z. Обозначим через Lj в случае j > 0, 
j е Z пространство векторных многочленов 5^1=0 Vkzk (Vk е C " ) , а в случае 
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j < 0 j G Z векторных многочленов от г 1 вида Y1 _=- Vkzk • При j = 0 будем 
считать, что L0 = { 0 } . Определим семейство конечномерных операторов: 

K- = H+ н_ \ j G Z . 

Л е м м а 1. Вектор-функция y принадлежит, KerT- тогда и только тогда, ко-
гда существует ф G Ker K- такая, что y = r -B_  1H_ (ф). Кроме того, имеют 
место равенства: 

(5) dim Ker T - = v_ + 2j — d i m l m K j G Z. 

Доказательство: Как известно (см. [14]) 

(6) I m H _ = Im ( H _ l ) , j G Z. 
J V  L ֊ ( v ֊ + b ) 

Отсюда следует равенство 

(7)  H _ KerK-) =  K e r ( H + \ l m H 

Поэтому для доказательства первой части леммы достаточно убедиться, что y G 
Ker T 

Vo = r  - By G Ker ( H+ - l lmH -

Пусть y G Ker T .j j G Z). Тогда y G W+ f = т_ -Gy GW_ и r -A_1f = т_ -By = 

y0 G W+. Следовательно, y0 = Hjf и H+y0 = 0, i.e. y0 G Ker u ՜ ^ ՝ 

Пусть теперь y0 G Ker ^ H + \ ^ u ՜ ^ ' ® силу (6) существует f G L_(u +-) такая, 

что y0 = H_ f . Поскольку H^y0 = 0 то y = r - B _ 1 ф G W+. Кроме того, из 

равенства y0 = r -A_  1f — P0 (r -A_1 f j следует, что r_jАф = f — g, где g = 

r_-AH+ G W0. Отсюда T-y = P+ (t_- Аф) = P+( f — g)=0,T.e. y G KerT-. 
Докажем теперь равенство (5). Из утверждения первой части леммы и равен-

ства (7) 

dim Ker T- = dim Ker H+\T 
- \ - limH՜ 

= d,imlmH-_ — dim Im ( H+\T rr_ - I ^ m H ՜ 

= dimlm H_ — dim Im K-. 

Осталось заметить, что dimlm H_ = v _ + nj (см. [14], предложение 5.2). 
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4. Р А З М Е Р Н О С Т И Я Д Е Р Т Е П Л И Ц Е В Ы Х О П Е Р А Т О Р О В 

Перейдем теперь к вычислению чисел dim KerTj j G Z). 

П р е д л о ж е н и е 1 Если j < —v-,mо dim KerTj = 0. 

Доказательство: Пусть q G Ker Kj и p G H -q. Тогда в силу определения опе-
ратора Kj p G Ker Hj+ и поэтому p G W+ и ф = т j B - p G W+. Из равенства 
p = т - j Вф следует, что 

(p)o = ( p ) i = S = ( p ) ֊ j ֊ i = 

Поскольку q G TO p = J2m=0 zm J2'k=i(A - i)m+k(q)-k, а так как v - - 1 < 
—j — 1, то J 2 k = i (A - i)m+k (q)-k = ° (m = 0,... — 1). Отсюда, пользуясь (2) 
заметив, что (q+)0 = 0 и ^ < v_, получим 

( p ) v _ =  ( A  l ) v _ +k  ( q)-k 
k=1 

n_ (q+) 
= - к = g ш о ^ _ + к - ^ ֊ к 

= - 1 i + o g A 1 +k- (q՝) ֊k = ° . 

Повторяя аналогичные рассуждения, получим (p)v_ + i = (p)v_ +2 = S = 0, т.е. 
p = 0. Из леммы 1 следует, что KerTj = { 0 } . 

П р е д л о ж е н и е 2 Если j > v+, mo 

(8) dim Ker Tj = v - + 2 j — v+. 

Доказательство: Заметим, что если j > 0 и q G L j , то p = т - j A q GW - то 
Hj - p = q 

(9) L j C l m H -. 

Вектор-функцию y G W+ предствим в виде y = q + q- yo, оде yo G W+ q 

, + ^ B-iy = B - i q I q В-iy_ „тг^тг,, 
торный многочлен, степень которого не превышает v+ — 1. Поскольку q-B  iy0 G 
W+, то из равенства B - iy = B - iq + q-B - iy0 следует, что H + y = H + q , т.е. 

H0+ = H0+  

Оператор T' :W - ^ W - определим по формуле T'y = V-(By). Докажем, что 
KerT' = Im H + . Действительно, если p G I m H + , a y G W+ такой, что p = H + y , 
тогда B p = y — BP+ {B - iy) G W+, т.е. p G Ker T'. Обратно, если p G KerT', то 
ф = Bp G W+ и p = H + ф. 

Так как det B(t) = 0 (t G Г) , то B допускает факторизацию в W. К а к известно, 
dim Ker T ' B 
B 

dim Ker T ' B 
B 

+ 
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(с учетом их кратиоетей) функции det B. Из определения м.ф. B следует, что 
это число равно v+. Таким образом, 

(11) d,imlmH+ 

Пользуясь (6) и (9) для j > 0 получим 

Im  H+ D i m Kj = Im [н+\иг y 

= I m ( H + \ l m и г ) D l m ( H + \ լ j)• 

К а к только j > v+, из (10) следует, что Im H+ D Im Kj D Im H+. Следовательно, 
пользуясь (11), имеем dim Im Kj = dim Im H+ = v+, как толь ко j > v+. Отсюда 
и из (5) следует (8). Предложение доказано. 

Пусть v_ + v+ > 2. Д л я j G Z, удовлетворяющих условиям —v_ + 1 < j < v+ — 1 

и v _ + j > 1, ведем матрицы Bj и Aj порядков 2 (v+ — j) x 2 j + v _ — 1 j и 

2 (v_ + j — 1) x 2 (v_ + j j соответственно: 

j 

' ( B _ 1 ) _ _ (B_1)_2_. s ( B _ 1 ) _ j + 1  ճ  

B 1 ) _ _ B_1) _ _ B_1) -v- _ J 

\ ( B ^ _ v + ( B ^ _ v + _ 1 s ( B ^ _ ( v + + V - ) + 2 _ j 

0 (A_  1)v- _1 (A_  1)v- _2 s (A _  1)i_-j 

A1)-_1 s A1) 2 _ j 

\ s (A_  1)v__i У 

Для j G Z, удовлетворяющих услрвиям —v_ + 1 < j < v+ — 1, матрицы U j and 

Kj порядка 2 (v+ — j ) x 2 ( v _ + j ) определим по формулам 

/ 

Uj 

(U)_i_j (U)_շ_յ 

(U) _ շ _ j (U) _ 3 _ 3 

s (U) _ v- _ j 

s  ( U ) _ v - _ j _ 1 

\ 

\ (U) _ v+ (U) _ v+_ 1 s (U) _ (v+ + v_) + 1 _j ) 

Kj = Uj + Bj A j , есл и v _ + j > 1 и Kj = j есл и v _ + j = 1. 

s s s s 

0 s s 

0 0 0 

s s s s 
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Тогда верно следующее утверждение. 

П р е д л о ж е н и е 3 Пусть j G Z, v - + v+ > 2 и —v- + 1 < j < v+ — 1, тогда 

(12) dim Ker Tj = v - + 2 j — r j , 

где rj = rang K j . 

Доказательство: Пусть q G L-(V + j ) ՛ Пользуясь 

+ T j P Z H l ( A - i ) q G W T j V + _ (A - i) q G W2  

- i ^ + т > 0 и равенством A i = P - j + i (A ^ + P-j+ll/ (A ^ + P+_ (A i ) , получим, что 

H-q = T jP+_ ( A - i ) q + g, где 

V _ +j-2 
g(t) = P+ (T^v0_j+iv_ (A - i) q) ( t ) = £ (g)ktk,& 

k=0 

(13) (g)k = E (A- i)k-m-j (q)m. 
m=k-(v_ + j ) + i 

Отсюда, учитывая T jP+_ ( B - i ) P+_ ( A - i ) q G W+, получим Kjq = P- (r jUh^ + 

Hj + g h = TV_ + jq. Следовательно, условие Kj q = 0 эквивалентно следующей 
бесконечной системе равенств 

V _ + j - i V _ + j-2 
E (U )m-k-j (h)k + £ (B - i)m-k-j(g)k = 0 , m = —1, —2, —3, . . . 
k=0 k=0 

Заметим, что в силу (3) и (4) эти равенства справедливы при m = —1, —2, . . . 
тогда и только тогда, когда они справедливы при m = —1,..., —(v+ — j). 

Рассмотрим векторы 

hj = ( ( h ) T , ( h ) T _ +j-1)T , j = ( ( g ) T , ( g ) T _ + յ - շ ) 

9 = ( ձ ) Լ _ - j , . . . , (q)T-i)T. 
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Пользуясь определением вектор-функции h и равенствами (13), получим, что 
hj = gj и gj = Aj gj. Из сделанного замечания следует, что условие q G Ker Kj 
эквивалентно равенству Uj hj + Bjgj = 0. Записав последнее равенство в виде 
Kj qj = 0յ окончательно получим, что Kj q = 0 тогда и только тогда, когда Kj qj = 
0 

dim Ker Kj = dim Ker Kj 

. В силу (5) справедливо равенство 

dim Ker Tj = v - + 2 j — dim Im Kj 

= v - + 2 j — ^2 ^ v - + j — dim Ker K^ = v - + 2 j — r j . 

Предложение доказано. 

5. Ф О Р М У Л Ы Д Л Я Ч А С Т Н Ы Х И Н Д Е К С О В 

Пусть r - v - = v— rv+ = v+ 6j = 1 при j > 0 и 9j = 0 при j < 0 ( j G Z). 
Основным результатом этой работы является следующая 

Т е о р е м а 1. Пусть Vi(t) = 0 (i = 1,2, t G T). Тогда м.ф. G, определенная 
равенством (1), факторизуема и для частных индексов справедливы равенства: 
Ki = —v- + vo + хо, К2 = v+ — vo + х0, где vo = 0 если v- + v+ < U vo = 
card { j ; rj = 20j + r j - 1 ; j = —v- + 1 , . . . ,v+}, есл и v - + v+ > 2. 

dim Ker Tj 
ных индексов м.ф. T- jG0 с противоположным знаком. Так как частные индексы 
м.ф. T- jG0 равны к1 — х0 — j и к2 — х0 — j , то как только j > к1 — х0 имеем 
dim Ker Tj > 0. Следовательно, согласно предложению 1 —v- < к1 —х0• Заметим 
также, что 

+ К2 — 2х0 = inddetG0 = inddetA + inddetB 

= indq+ — indTN — |х1 — х21 + indq- = v+ — v - . 

Следовательно, к2 — х0 < v+. Таким образом, имеют место оценка 

—v- < Ki — х0 < К2 — х0 < v+ 

и равенство 

Ki + К2 — 2х0 = v+ — v-. 

Отсюда непосредственно следует утверждение теоремы в случае v - + v+ < 1. 
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Аналогично предложению 2.1 из [14], нетрудно убедиться, что 

(14) К1 — х0 = П- + card {j\dim KerTj — dimKerTj-i < 1; j = r/- + 1,. . . ,n+} , 

где r / - and n+ призвольные целые числа, удовлетворяющие условиям 

Ո- < Ki — Х0 < К2 — Х0 < Ո+. 

Из определения чисел rj j = —v-,..., v+) и предложений 1-3 имеем 

dim KerTj = v - + 2j — rj (j = —v-,. .. ,v+). 

Следовательно, 

(15) dim Ker Tj — dim Ker T j - i = 29j + r j - i — r j . 

В з я в n- = n+ = из (14) и (15), получим утверждение теоремы и в случае 
v - + v+ > 2. Теорема доказана. 

A b s t r a c t . We consider a class of second order matrix-functions defined on the 
unit circle of the complex plane. The left below elements of these matrix-functions 
are assumed to be representable by combinations of the other three elements and 
two functions meromorphic in the interior and exterior of the circle. For such matrix-
functions the Winer-Hopf factorization problem is studied. Some formulas for partial 
indices are obtained. 
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