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Р е з ю м е . В статье изучаются ճ-индекс ветвления и топологический индекс 
ветвления точки спектра алгебраического расширения Аренса-Гофмана полу-
простой коммутативной алгебры А. 

§1. В В Е Д Е Н И Е 

В настоящей работе, являющейся продолжением статьи [1], мы продолжа-

ем изучение алгебраического расширения В = A[t]/(p) полупростой банаховой 

алгебры А. Здесь получено сравнительно простое и чисто алгебраическое описа-

ние точек ветвления конечнолистного накрытия жр : S(B) —У S(A), вызванного 

указанным расширением. В частности, для каждой точки у из спектра S(B) рас-

ширения В мы определяем натуральное число гл{у)> которое больше 1 в том и 

только в том случае, когда у - точка ветвления (Теорема 2.2). Т а к как г А (у) ин-

вариантна относительно тех послойных гомеоморфизмов, которые двойственны 

к сохраняющим А изоморфизмам алгебраических расширений (Теорема 2.3), то 

величину г а (у) естественно назвать ճ-индексом ветвления точки у. Если у есть 

точка ветвления, то общепринятый (топологический) индекс ветвления сг(у) (т.е. 

число "ветвей" накрытия жр, проходящих через точку у), вообще говоря, меньше 

ъа{у) (даже в случае А = С(Х)) (Примеры 2.1 и 2.3). 

С другой стороны, для унитарных полиномов р, удовлетворяющих условию 

%а{р) = s(p), имеем сг(у) = гл(у) Для всякой точки у £ S(B) (Теорема 2.4). 

Это утверждение верно, в частности, для всякого унитарного полинома р над 

максимальной антисимметричной алгеброй А, соответствующее накрытие 7Гр 
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которого не ветвится над границей Шилова дА (Следствие 2.4). Если при 

этом полином р неприводим над А, то индекс ветвления любой точки равен её 

кратности. 

§1. П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Е С В Е Д Е Н И Я 

Всюду ниже А обозначает комплексную, полупростую, коммутативную ба-

нахову алгебру с единицей, реализованную в виде алгебры непрерывных функций 

на своём компактном спектре X . Для произвольного замкнутого подмножества 

Е С X, сужение А\Е представляет собой банахову алгебру непрерывных функ-

ций на Е относительно канонической фактор нормы. Замыкание алгебры А\Е 

по sup-норме на Е будет обозначаться через АЕ• Спектр S(AE) равномерной 

алгебры АЕ содержится в X и называется ճ-выпуклой оболочкой компакта Е. 

Подмножество К <Z X называется ճ-выпуклым, если S(Aj^) = К. Открытые 

ճ-выпуклые подмножества спектра X образуют базу его топологии. 

Функция h, определённая на открытом подмножестве W С X называется 

ճ-голоморфной в точке х £ W, если существует окрестность U точки х такая, 

что U С W и h\U £ Ajj. Говорят, что функция h А-голоморфна на множестве W, 

если она ճ-голоморфна в каждой точке W. 

Алгебра А называется регулярной, если для любого замкнутого множества 

F С X и произвольной точки х F найдется функция / в А такая, что f\F = 0 и 

f ( x ) փ 0. Для всякого замкнутого подмножества Е алгебра А\Е также регулярна 

и S{A\E) = Е. 

Алгебра А называется аналитичной, если всякая функция из А, равная нулю 

на непустом открытом подмножестве X, равна нулю тождественно. 

Рассмотрим алгебру A\t\ всех полиномов от независимой переменной է с 
п 

коэффициентами из А. Всякому такому полиному q(t) = aj.tk степени deg q = 
k=о 

п > 1 можно сопоставить непрерывную на X х С функцию 
п 

q(х, А) = ՝ y ] a k ( x ) X k , 
k= О 

п 
а также полином qx(t) = ^ au(x)tk с комплексными коэффициентами, где х £ X 

к=о 
֊ произвольная точка. 

Множество 

S(q) = {(ж, А) £ X X С : qx փ 0 и q(x, А) = 0} 

называется с п е к т р о м полинома q. Спектр любого полинома степени > 1 над А 

непуст, а спектр унитарного полинома компактен. 
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Пусть р - унитарный полином над А. Если точка у = (ж, А) принадлежит 

S{p), то число А является корнем полинома рх. Кратность корня А назовём 

кратностью точки у и будем обозначать через ш(у). 

Унитарный полином р определяет непрерывное отображение 

жр : (ж, А) I—у х 

спектра S(p) на X . Ясно, что для каждого ж £ X прообраз ж~ 1(ж) содержит 

не более d e g p точек. Согласно важной теореме Линдберга ([2], Теорема 1.2), 

отображение жр открыто, т.е. представляет собой конечнолистное накрытие. 

Более того, справедливо следующее утверждение (см. [2], а также [3]). 

Л е м м а 1 .1 . Если жо £ X и ж~ 1(жо) = { յ / ւ , . . . , ym}, то существуют окрестность 

U точки жо и попарно непересекающиеся окрестности ..., Vm точек yi,... ,ym 

такие, что 

0) ^ 1 ( Պ = Ս?=ւ4, 
(И) жp(Vj) = и, j = 1 , . . ,,m, 

(iii) для всякого ж £ U сумма кратностей точек множества ж~ 1(ж) Ո Vj равна 

В таких случаях будем говорить, что окрестность U правильно накрыта отобра-

жением Жр. 

Точка у £ S(p) называется т о ч к о й в е т в л е н и я , если у не обладает такой 

окрестностью V, что жр\V инъективно, и п р о с т о й т о ч к о й , если жр локально 

гомеоморфно в у. Множество всех точек ветвления 7Z(p) замкнуто и нигде не 

плотно. Дискриминант Т>(р) полинома р, т.е. результант р и его формальной 

производной по է, является элементом алгебры А. Если дискриминант Т>(р) не 

обращается в нуль в точке ж, то все точки слоя ж~ 1(ж) ֊ простые. 

Пусть (р) ֊ главный идеал алгебры A\t\, образованный полиномом р. Напом-

ним (см. [4], стр. 15), что радикалом идеала (р) называется множество 

Rad(p) = {q £ A\t\ : qk £ (p) для некоторого k > 0} . 

Полином г принадлежит Rad(p) тогда и только тогда, когда функция г(ж, А) 

обращается в нуль на S(p) (см. [1], Следствие 2.1). 

Следующие определения были введены автором в работе [1]. 

Целое число гл{р) = minjdegio : w унитарен,го £ Rad(p ) } назовём ճ-индексом по-

линома р. Всякий унитарный полином го, на котором достигается этот минимум, 

назовём минимальным полиномом полинома р. 
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Величина 1А(р) = m i n j d e g r : г £ R a d ( p ) , r փ 0} , где минимум берётся по всем 

(не обязательно унитарным) ненулевым полиномам радикала Rad(p) , называется 

ճ-коиндексом полинома р. 

ճ-индекс и ճ-коиндекс полинома р связаны со следующими числовыми 

характеристиками накрытия жр : 

<т(р) = max{card7r" 1(®) : х £ X \ жр(71(р))} 

е(р) = min{card7rp 1(ж) : х £ X \ жр(71(р))}, 

соотношением 

е(р) <1А(р) <<т(р) <iA(p) (1.1) 

(см. [1], Теорема 3.1). Если при этом алгебра А аналитична, то е(р) = (р) = с(р) 

(см. [1], Следствие 3.1). 

Алгебраическим расширением А, порождённым полиномом 

р = t" + an-1tn՜1 + --- + ait + a0, 

называется фактор-алгебра В = A[t]/(p), реализуемая как алгебра полиномов 

степени не выше п — 1, произведение которых подчинено соотношению : 

tn = - a n _ 1 t n ՜ 1 axt - a0. 

и 

Согласно результатам работы [5], алгебру В можно наделить структурой 

коммутативной банаховой алгебры так , что естественный гомоморфизм А —У 

В осуществляет изометрическое и изоморфное вложение. Спектр алгебры В 

совпадает со спектром S(p) полинома р, а накрытие жр : S(p) —У X есть 

отображение спектров, двойственное к вложению А в В. 

Вообще говоря, банахова алгебра В не полупроста. Её радикал Rad(_B) 

совпадает с образом радикала Rad(p) идеала (р) при каноническом эпиморфизме 

A\t\ —У В. Преобразование Гельфанда Ь(х, А) элемента b совпадает с сужением 

функции Ь(х, А) на S(p). 

Пусть В и D алгебраические расширения алгебры А, порождённые соот-

ветственно унитарными полиномами р и q. Гомоморфизм Ф : В —У D называется 

п о л у л и н е й н ы м , если Ф осуществляет автоморфизм алгебры А. Двойственное к 

Ф отображение Ф* гомеоморфно отображает спектр S(A) на себя. Более того, Ф* 
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есть послойный гомеоморфизм, поскольку диаграмма 

S(q) -Ո S(p) 

4 ^ գ 4 ՜̂р 

S{A) 5 ( ճ ) 

является коммутативной. 

Гомоморфизм х : Ճ —)֊ С двух коммутативных полупростых банаховых 

алгебр можно продолжить до гомоморфизма 

m m 
х : A[t] ^ C[t], x - J 2 a k t k  

k=0 k=0 

а затем и до гомоморфизма A[t]/(p) —У C[t]/(x(p))- Указанный гомоморфизм 

алгебраических расширений будем обозначать тем же символом х-

§2. И Н Д Е К С В Е Т В Л Е Н И Я 

В настоящем параграфе мы введём и обсудим понятие ճ-индекса ветвления 

точки спектра алгебраического расширения полу простой банаховой алгебры. 

Пусть А - банахова алгебра непрерывных на своём компактном спектре X 

функций, В - алгебраическое расширение А, порождённое унитарным полиномом 

р, и ттр : S(B) —У X ֊ конечнолистное накрытие, вызванное этим расширением. 

Зафиксируем произвольную точку уо = (®о> ^о) из S(B) кратности ш(уо), и через 

wto = card7Tp 1(жо) обозначим число точек слоя, накрывающего жо-

Пусть { - Х " а } а £ н ~ база замыканий ճ-выпуклых окрестностей точки жо-

Понятно, что множество S есть направленное множество относительно порядка 

(3 у a Хр С Ха. 

Соотнесём каждому а £ S алгебру Аа = Аха и гомоморфизм сужения Ха ՝• 

А —У Аа, сопоставляющий функции / £ А её сужение на Ха. Если алгебра А 

регулярна, то мы полагаем Аа = А\Ха. В этом случае все гомоморфизмы Ха 

сюръективны. 

Продолжим гомоморфизм Ха До гомоморфизма 

Х„ : A[t] ^ АаЩ 

алгебр полиномов и рассмотрим алгебраическое расширение Ва алгебры Аа, по-

рождённое полиномом Ха(р)- Спектр алгебры Ва, совпадающий с ж~1{Ха), раз-

бивается на не более т о открыто-замкнутых неразложимых подмножеств, про-

ектирующихся на Ха. Пусть Y a ֊ то из этих подмножеств, которое содержит уо. 
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Тогда по теореме Шилова, алгебра Ва содержит идемпотент е а , преобразованием 

Гельфанда которого является характеристическая функция множества Y a . При 

этом, банахова алгебра Da = еаВа есть прямое слагаемое Ва, и S(Da) = Y a . 

Всякой паре а, (3 элементов из S , связанных соотношением (3 у а, сопо-

ставим гомоморфизм сужения Ха/з '• А-а Ар- Как отмечалось в предыдущем 

параграфе, Ха/з продолжается до гомоморфизма ха/з '• Ва —t Bp алгебраических 

расширений, а ха/з естественно порождает гомоморфизм Ха/з '• Ва —У Bp алгебр 

преобразований Гельфанда. Заметим, что xaf){Da) содержится в Dp. Очевид-

но, Ха/з( еа) является идемпотентом в Bp, значение преобразования Гельфанда 

которого в точке уо равно 1. Следовательно, Ха/з( еа) =  ef)  и  

Ха/3 (Da) = Х а р ( е а В а ) = ерХа? { В а ) С Dp. 

Подчеркнём, что алгебра Da, вообще говоря, не является алгебраическим 

расширением Аа. Тем не менее, как мы сейчас убедимся, она будет таковой для 

достаточно "больших" а . 

По Лемме 1.1 существует « о £ Е такое, что для всех а у « о множество 

Ха содержится в правильно накрытой окрестности точки хо- Следовательно, 

пересечение слоя 7Гр1(жо) с Y a сводится к уо, а для любого х £ Ха сумма 

кратностей точек из ж՜ 1(ж) Ո У а равна ш(уо). Тогда , согласно факторизационной 

теореме Линдберга (см. [2], Теорема 2.1), полином Ха(р) единственным образом 

разлагается в произведение унитарных над Аа полиномов ра и га, для которых 

d e g p a = ш(у0), S ( p a ) = Y a и S(ra) = тт~1(Ха) \ Y a . 

Т е о р е м а 2 .1 . Если а у «о , то Da изоморфна алгебраическому расширению 

алгебры Аа, порождённому полиномом ра. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Т а к как Ха(р)  = PaTai т о идеалы (ра) и (га) содержат идеал 

(Ха(р))- Благодаря этому возникают сюръективные Л а-гомоморфизмы та и да 

алгебры Ва на Aa[t]/(ра) и Aa\t\/(га) соответственно. Ясно, что та(еа) есть 

обратимый идемпотент в Aa[t]/(ра), и поэтому та(еа) = 1. В частности, 

Ta(Da) = та(еаВа) = Aa[t]/(pa). 

В то же время, да(еа) нильпотентен, и поэтому еа £ (га). Чтобы проверить 

инъективность гомоморфизма та : Da —У Aa[t]/(ра), заметим, что если b £ Da 

и та(Ь) = 0, то Ъ = eas, где Ta(s) = 0. Следовательно, s £ (ра) и ծ £ ( х а ( р ) ) . 

Теорема 2.1 доказана. 
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Л а-индекс полинома р а обозначим через %а и отметим два важных обстоя-

тельства . Во-первых, т а к как степень полинома ра равна ш(уо), то для а у а о 

имеют место неравенства 

сга < i a < ш(у0), (2.1) 

где 

сга = Մ (PA) = max{card(7r (ж) Ո Ya) : ж £ Ха} ( 2 - 2 ) 

- наибольшее число листов накрытия жа = TTp\Ya, отвечающего расширению 

Da- Во-вторых, если (3 у а, то из единственности фактора ра следует, что 

рр = Ха/з(Ра)- Отсюда, учитывая ՜Մթ = iTa\Y/3, приходим к неравенствам 

i l 3 < i a < i A ( p ) и (Т/з < (та < (т(р). ( 2 . 3 ) 

Неравенства (2.3) означают, что последовательности { i a } и {<т а} стабилизиру-

ются, т.е. существует такое « ւ £ Տ , « ւ > ֊ «о , что для любых а у « ւ и (3 у « ւ 

имеем 

i a = if) = гА(уо) и (та = (Tji = (т{уо), 

где 

Կ(Սօ) = m i n { i a : а > ֊ а 0 } и а(у0) = min{<ra : а > ֊ а 0 } . (2.4) 

З а м е ч а н и е . Числа «л(уо) и <т(уо) очевидно не зависят от выбора конкретной 

базы ճ-выпуклых окрестностей точки жо-

Т е о р е м а 2 .2 . Пусть г/о принадлежит спектру алгебраического расширения 

полупростой алгебры А. Тогда следующие условия эквивалентны : 

(i) уо — простая точка, 

(И) <т(у0) = 1, 

(iii) iA(y0) = 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условие (г) означает существование некоторого a £ S , для 

которого накрытие 7ra : Y a —У Ха есть гомеоморфизм. Следовательно, эквива-

лентность (г) и (И) непосредственно следует из (2.2). А по Теореме 2.3 из [1] 

гомеоморфность жа эквивалентна равенству единице Л а-индекса полинома ра-

Теорема 2.2 доказана. 

Заметим, что если уо есть простая точка, то в силу локальной гомеоморф-

ности ттр в уо выражение 

h = t отг " 1 (2.5) 

определяет в некоторой окрестности точки жо = ттр(уо) непрерывную функцию. 
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С л е д с т в и е 2 .1 . Если уо - простая точка, то функция (2.5) либо ճ-голоморфна 

в хо, либо локально в жо принадлежит А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По Теореме 2 и Теореме 2.3 из [1], найдутся a £ S и функция 

fa £ Aa такие, что pa(t) = (է — f a ) k , где k = ш(уо). Т а к как ра обращается в 

нуль на Y a , то է \Ya о ж~1 = f a на Ха. В частности, если алгебра А регулярна, 

то f a принадлежит А\Ха. 

С л е д с т в и е 2 .2 . Если р - унитарный полином над регулярной алгеброй А, то 

U(p) = Ф)-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно установить наличие в Rad(p) ненулевого поли-

нома степени к = е{р). Для этого, пусть жо £ X \ жр{1Z(p)) и card ж~ 1(жо) = к. 

Поскольку все точки слоя 7г"1(жо) = { j / i , . . . , Ук} суть простые точки, то в си-

лу Следствия 2.1 найдутся окрестность Х а точки жо, попарно непересекающиеся 

компоненты Y i a , . . . , Yj~a множества ж~1{Ха), содержащие соответственно точки 

У\ £ Yi�, ..., Ук £ Yka и функции f i , . . . , fk из А такие, что жр гомеоморфно ото-

бражает Y j a на Ха, и 11Yja о ж�1 = f j для всех j = 1 , . . . , к. Выберем функцию 

д £ А так , чтобы д = 0 на X \ Ха и д(хо) = 1. Тогда ясно, что г = д П^ = ~ f j ) 

есть ненулевой полином над А, причём г(ж, А) = 0 всюду на S(p). Следствие 2.2 

доказано. 

Покажем теперь, что величина гл{уо) инвариантна относительно тех послой-

ных гомеоморфизмов, которые двойственны к полулинейным изоморфизмам ал-

гебраических расширений. 

Т е о р е м а 2 .3 . Пусть В и В' ֊ алгебраические расширения полупростой алгеб-

ры А, порождённые соответственно полиномами р и q. Далее, пусть Ф ֊ полу-

линейный изоморфизм алгебры В на В', и Փփ ֊ двойственный к Ф послойный 

гомеоморфизм S(B') на S(B). Если Ф* (у'0) = Уо, то «л(уо) = ы(Уо)-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть жр(уо) = жо и жя(у'0) = х'0. Если { Х ' а } ֊ база замкну-

т ы х ճ-выпуклых окрестностей х'0, то { Ф * ( Х ^ ) } ֊ база замкнутых ճ-выпуклых 

окрестностей для жо- Положим 

Ха = Ф*(Х'а), Аа=АХа и А'а = Ах,а 

и заметим, что отображение 

V a : f ^ f О Ф* 

осуществляет изоморфизм алгебры Аа на А'а. 
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Пусть Вa - алгебраическое расширение Аа, порождённое полиномом Ха(р), 

а В'а - алгебраическое расширение А'а, порождённое полиномом x'a(l)- Далее, 

пусть Da (или, соответственно, D'a) - прямое слагаемое алгебры Ва (соответ-

ственно, В'а), отвечающее той компоненте её спектра ж~ 1 ( Х а ) (соответствен-

но, которая содержит точку г/о (соответственно, у'0). По Теореме 2.1 

найдётся такое «о , что при а > ֊ « о алгебра Da есть алгебраическое расширение 

Аа, порождённое фактором ра полинома Xa(p)i а алгебра D'a - алгебраическое 

расширение А'а, порождённое фактором qa полинома x'a(l)-

Рассмотрим инъективный гомоморфизм 

Ф а : Ь Н> ծ о Ф* 

алгебры Ва в алгебру С(ж~1(Х'а)). Понятно, что если b = Y^k = o ak՝t  k > г Д е  ak £ 

A a , то Ф а ( б ) = Y^k = o r l a {0 'k )^ { t ) k - Это означает, что Ф а есть полулинейный 

гомоморфизм из Ва в В'а. Отметим также, что в силу изоморфности Ф функции 

{Փ (է )^}™_ 0 , где m = ia{p) = iа{<1)> являются образующими ճ-модуля В', а 

значит и Л а -модуля В'а. Таким образом, Ф а - изоморфизм. 

Ясно, что при этом Ф а изоморфно отображает Da на D'a. Но тогда для всех 

а у « о ^ а -индекс полинома ра равен ճ^-индексу полинома qa (см. [1], Следствие 

3.2). Доказательство завершено. 

О п р е д е л е н и е . Целое число гА{уо) назовём ճ-индексом ветвления точки г/о 

спектра расширения A[t]/(p) полу простой банаховой алгебры А. 

Конечно, число 

<т(у0) = min {max{card(7r" 1 (®) Ո У а ) : х £ -Х^*}} , (2-6) а 1 

также характеризует точку ветвления спектра алгебры В. В математической 

литературе принято именно <т(уо) определять как индекс ветвления точки г/о (см., 

например [6], стр. 133 или [7], стр. 302). Поскольку <т(г/о)> очевидно, инвариантно 

относительно произвольных послойных гомеоморфизмов пространства S(B), то 

это число мы будем называть топологическим индексом ветвления точки г/о-

Из (2.1) следует, что ճ-индекс и топологический индекс связаны соотноше-

нием 

<?{уо) < гА{уо) < и{уо)- (2-7) 

Следующий пример показывает, что топологический индекс точки ветвления 

может быть меньше её ճ-индекса. 
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П р и м е р 2 .1 . Пусть Д - открытый круг {z £ С : \z\ < 1} на комплексной 

плоскости и ճ ( Д ) - равномерная алгебра всех непрерывных на замкнутом круге 

Д функций, которые голоморфны внутри Д. Положим 

ճ = { / £ ճ ( ճ ) : / ' ( 0 ) = 0 } 

и рассмотрим неприводимый над А полином 

р = է4 - 6 zH2 + 8 zH - 3z4 = (է- zf(t + 3 z). (2.8) 

Ясно, что уо = (0,0) есть единственная точка ветвления в S(p). Кроме того, 

сг(уо) = 2 и шр(уо) = 4. Нетрудно видеть, что радикал Rad(p) не может содержать 

унитарных полиномов второй степени. В то же время полиномы го = է3 — 7z2t+6z3  

принадлежат Rad(p) , т а к как функция w(z, А) равна нулю на S(p). Следовательно 

1А(Р) = 3. Положим теперь Д а = {z £ С : \z\ < a } , a £ (0, 1). Тогда 

ճ „ = { / £ ճ ( ճ „ ) : / ' ( 0 ) = 0 } , 

pa = р и i a = 3 для всех а. Следовательно, гл{уо) = 3. 

Т е о р е м а 2 .4 . Если алгебраическое расширение В порождено унитарным поли-

номом р, для которого (р) = s(p), тоа(уо) = »л(уо) для всякой точки уо £ S(B). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В условиях теоремы, ГЛ{Р) = 1А(Р) и следовательно полином 

р обладает единственным минимальным полиномом w (см. [1], Теорема 2.2), 

причём В = A\t\/(w) (см. [1], Теорема 3.4). Отсюда и из Теоремы 2.3 следует, 

что ճ-индекс ветвления точки г/о не зависит от того рассматривается г/о как 

точка S(p) или как точка S(w). Следовательно, можно считать , что расширение 

В порождено минимальным полиномом го. 

Т а к как deg го = е(го), то дискриминант T>(w) равен нулю только в точках 

нигде не плотного множества nw (7l(w)). В частности, для всех а у « о дискри-

минант полинома х а ( го) , а значит и его фактора wa суть ненулевые элементы 

алгебры Аа. Отсюда следует, что аа = %а = ww(yo), где ww(yo) ֊ кратность г/о 

как точки спектра полинома го. 

С л е д с т в и е 2 .3 . Если в Теореме 2.4 полином р неприводим над А, то <т(уо) = 

ы(уо) = Шр(уо) Для произвольной точки г/о из S(B). 

Пусть А ֊ регулярная или аналитичная алгебра, и унитарный полином 

Р £ A\T\ удовлетворяет условию гл{р) = 1А(Р)- Тогда согласно Следствию 3.1 из [1] 

и Следствию 2.2 имеем гл{р) = и , следовательно, можно применить Теорему 

2.4. Следующий пример показывает, что, вообще говоря, условие гл{р) = s(p) 

Теоремы 2.4 нельзя ослабить до условия гл{р) = 1А(Р)-
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П р и м е р 2 .2 . Пусть Բը ՜ алгебра функций / , непрерывных на компакте 

{ ( z i , z 2 ) Е С 2 : խւ| < 1 ,խ 2 | = 1} , (2.9) 

для которых f ( z i , z2) голоморфно зависит от zi в круге 

{ ( Z 1 , Z ° 2 ) E C 2 : \ Z 1 \ < 1 } 

при любом фиксированном z2 , \z2\ = 1, а /(О, z2) допускает голоморфное продол-

жение внутрь круга 

{(0,z2) Е С2 : խ2| < 1 } . (2.10) 

Согласно [8], спектр X алгебры Do состоит из заполненного тора (2.9) и замкну-

того круга (2.10), склеенных по окружности 

{ ( 0 , z 2 ) e C 2 : | z 2 | = l } , 

а граница Шилова dDo совпадает с двумерным тором 

{ ( Z 1 , Z 2 ) E С 2 : 1 ^ 1 = 1 , Ы = 1 } . 

Рассмотрим равномерную алгебру 

спектр которой совпадает с X, и унитарный полином 

p = t 4 - 6z2t2 + 8z2t + z{- Յ^շ 

с коэффициентами из D. Дискриминант Т>{р) = — 256z®(27z| — zf) нигде на 

3D = dDo не обращается в нуль. Это означает, что радикал Rad(p) не может 

содержать полиномов степени ниже четырех, и потому ГЛ{Р) = 1А(Р) = 4. 

Нетрудно найти индексы точки у о = (0 ,0 ,0 ) спектра полинома р. Дейст-

вительно, если в качестве замкнутой окрестности точки хо = (0, 0) в зять круг 

(2.10), то сужение x{D) алгебры D на эту окрестность будет естественно изо-

морфно алгебре А из Примера 2.1, а полином х(р) сведётся к полиному (2.8). 

Следовательно, if>(yo) = 3 и <т(уо) = 2. 

Предположим, что алгебра А содержится в банаховой алгебре С и S(C) = 

S(A) = X. Тогда для любой точки у Е S(p) будем иметь 

( J{y) < i ֊ c { y ) < гл{у)-

При этом индекс точки у относительно алгебры С(Х) будет наименьшим. Одна-

ко, как показывает следующий пример, С(.Х")-индекс точки ветвления не всегда 

равен её топологическому индексу. 
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П р и м е р 2 .3 . Пусть { х п } , и ~ убывающие и стремящиеся к нулю 

последовательности положительных чисел такие, что : 1) интервалы Еп = 

[хп — 6п,хп + 6п] при различных значениях п не пересекаются ; и 2) > 6„ 

при всех п. 

Обозначим через X объединение интервалов Еп и предельной точки 0, и 

рассмотрим над алгеброй С(Х) унитарный полином р = (է2 — ք)(է2 — հէ + д), где 

f ( x ) = l i X ՜ X n ) 2 , и / ( 0 ) = 0; 
l o , ж е [ ж „ , х п + sn] 

h(ж) = 2ՀՈ при ж £ Еп и հ(0) = 0; 

д(х) — / ' Х ^ ^՝Хп ^" ' и (/(0) — 0 
Լ (ж хп) , ж £ [ ж п , хп Տո՜\ 

Легко видеть, что слой ж՜ 1 ( ж „ ) содержит две точки : уп = ( ж „ , 0) и у'п = (х„,£„), 

а 7Гр 1 (0) содержит только одну точку г/о = (0, 0). Над всеми остальными точками 

компакта X расположены три точки, являющиеся простыми. 

Если Х а - замкнутая окрестность точки х„, то для точки у„ полином ра, 

являющийся фактором полинома Xa(p)i сводится к полиному է2 — / , а для точки 

у'п сводится к полиному է2 — հէ + д. В обоих случаях аа = i a = 2. Таким образом, 

топологические и С(.Х")-индексы ветвления точек уп и у'п равны 2. 

Пусть теперь Х а - замкнутая окрестность точки 0. Тогда р а = р и а а = 3, но 

i a = 4. Действительно, если бы полином w = է3 + հշէ2 + հ-լէ + հը с непрерывными 

коэффициентами принадлежал R a d ( p a ) , то по формулам Виета /гг(ж) = при 

ж Е [ж„ — 6п, хп) и /1г(ж) = 2ՀՈ при ж £ ( х п , х п + что невозможно. Таким 

образом <т(г/0) = 3, а гС(х)(уо) = 4. 

Ниже мы покажем, что если А - максимальная равномерная алгебра, то А-

индекс точки спектра её алгебраического расширения всегда равен топологичес-

кому индексу. Но сначала обсудим свойства т а к называемой дискриминантной 

функции. 

Для унитарного полинома р над полупростой алгеброй А рассмотрим откры-

тое множество = { ж £ X : card7r^ 1 ( ж ) = <т(р)}, содержащееся в X\ ттр(Т1(р)) 

(см. [1]). Пусть ж принадлежит W^p) и շ / ւ , . . . , где г/у = (ж, Aj) - точки слоя 

7Г~ 1 ( ж ) над ж. Определим на W^p) ограниченную функцию 

v(x) = Д Ծ ա - Խ ) ) 2 = П (А; ՜  А*)2- (2-11) 
j<k j<k 

Поскольку (2.11) есть симметрический полином от корней A i , . . . , А^р), то функ-

ция Т>(х) определена корректно и всюду на W^p) отлична от нуля. Согласно 

Следствию 2.1, Т>(х) ճ-голоморфна в каждой точке Wa(py 
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Пусть х' - граничная точка Wa(py Тогда , очевидно, х' £ ттр(71(р)). Поэтому 

найдется точка у' £ ж՜ 1(ж'), топологический индекс ветвления которой больше 

1. Другими словами, если Х а - некоторая правильно накрытая и замкнутая 

окрестность точки х' и Y a - компонента множества ж՜ 1 ( Х а ) , содержащая у', 

то 

card{7r ՜ 1 (ж) П У а } > 1 

для всякого ж £ Х а П W^p). Отсюда и из непрерывности функции է вытекает , что 

все предельные значения Т> в точке ж' равны нулю. Полагая, что Т>(х) = 0 при ж £ 

X\W < 7(p) , мы получаем функцию, непрерывную на X . (В частности, если алгебра 

А аналитична, то дискриминантная функция Т>(х) есть характеристическая 

функция множества ттр(71(р)).) 

Рассмотрим теперь равномерную алгебру [ճ,£>], порождённую элементами 

алгебры А и функцией Т>. Т а к как Т> является ճ-голоморфной функцией на 

множестве Х \ Х ' " 1 ( 0 ) , то спектры и границы Шилова алгебр [А, Т>] и А совпадают 

(теорема Гликсберга-Рикарта, см. [9], стр. 129). 

Это означает, что функция Т> не может обращаться в нуль всюду на ЗА, и 

поэтому м н о ж е с т в о в с е г д а и м е е т н е п у с т о е п е р е с е ч е н и е с г р а н и ц е й 

Ш и л о в а а л г е б р ы А. 

З а м е ч а н и е 2 .1 . Последнее утверждение, выделяющее множество среди 

других множеств Wi, позволяет уточнить оценку коиндекса (1.1). Действительно, 

для унитарного полинома р из A\t\ положим 

£о(р) = m i n { c a r d 7 T p 1 ( ж ) : ж £ ЗА \ тгр(Л(р))} 

Մо{р) = max{card7rp 1 ( ж ) : ж £ ЗА \ жр(71(р))}. 

Тогда о՝о(р) = с(р), поскольку пересечение Ո ЗА непусто. Но £о(р) может 

быть больше е(р) (см. Пример 2.2). 

С другой стороны, I с{дА) (р) = £о(р) в силу Следствия 2.2, и 

1с(дА){р) < 1А{Р) 

в силу инъективности оператора сужения А —У С (ЗА). Таким образом, имеем 

ео(р) < U(p) < <т(р). 

Займёмся теперь алгебраическими расширениями максимальной равномерной 

алгебры. Пусть А ֊ антисимметричная максимальная алгебра, граница Шилова 

ЗА которой есть собственное подмножество спектра X . 

и 
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Т е о р е м а 2 .5 . Если для унитарного полинома р над А имеем жр(71(р)) С X \ ЗА, 

то iA{p) =е(р). 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Прежде всего отметим, что антисимметричная максимальная 

алгебра автоматически аналитична (см. [10], стр. 175), и следовательно е(р) = 

<т(р) в силу Следствия 3.1 из [1]. Для удобства положим Մ = СГ{Р). Тогда 

X \ жр(71(р)) = Wcг, множество жр(71(р)) совпадает с нулевым множеством 

дискриминантной функции £>(ж), а отображение 

жр : У \ ж-^ж^Щр))) X \ жр(Щр)) 

есть сг-листное, неразветвлённое и безграничное накрытие. 

Т а к как спектры и границы Шилова равномерных алгебр [А, Т>] и А сов-

падают (теорема Гликсберга-Рикарта) , то из максимальности А вытекает , что 

[А, Т>] = А, т.е. функция V принадлежит А. При этом, согласно условиям теоре-

мы, Т>~1{0) есть собственное и нигде не плотное подмножество X \ ЗА. 

Пусть SK (К = 1 , . . . , <т ) - К-ТК элементарный симметрический полином от Մ 

переменных. Если 7г^1(ж) = { յ / ւ , . . . , ya}, то как и в случае с функцией Т>(х), 

функция 

hk(x) = S k ( t { y i ) , . . . , t { y a ) ) 

определяет ограниченную, ճ-голоморфную функцию на Wc, = X \ Х ' " 1 ( 0 ) . Тогда 

по теореме Гликсберга об устранимых особенностях (см. [11], Теорема 4.8) 

найдется такая функция fa из А, что ж) = fa{x) при ж £ Wcг. 

Рассмотрим теперь полином 

w(t) = t ՛ - fat՞՜1 + • • • + ( ֊ l j ' - V . - i t + {-ւ)Ծհ 

степени Մ над А. По построению функция w(ж, А) обращается в нуль на ж~1{]¥!Т), 

а т а к как ж՜ 1(W c r) - плотное подмножество S(p), то w = 0 всюду на S(p). Это 

означает, что ճ-индекс полинома р равен Մ. ЯСНО, ЧТО дискриминантом для w 

служит функция Т>(х). Доказательство завершено. 

Отсюда и из Теоремы 2.4 непосредственно вытекает 

С л е д с т в и е 2 .4 . Пусть алгебра А и полином р удовлетворяют условиям Теоремы 

2.5, а В соответствующее алгебраическое расширение алгебры А. Тогда А-

индекс ветвления любой точки спектра В равен её топологическому индексу 

ветвления. 

Заметим, что если полином р неприводим над А, то индекс ветвления равен 

кратности точки. 
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A b s t r a c t . The paper studies the branching ճ-index and the topological branching 
index of points of the spectrum of Arens-Hoffman алгебрак extension of a semisimple 
commutative Banach algebras A. 
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