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Р е з ю м е . В статье дано описание частных индексов треугольных матриц-
функций с факторизуемыми диагональными элементами, по индексам диагональ-
ных элементов. 

1. При исследовании систем сингулярных интегральных уравнений и ряда 

других задач возникает необходимость факторизации Винера-Хопфа матриц-

функций. Приведём его определение. 

Пусть 7 - карлесоновский замкнутый контур положительной ориентации в 

комплексной плоскости С, которая является границей односвязной области D+ 

(О Е D+). Пусть _D_ — дополнение к D+ U7 в C U { o o } . Далее, пусть I - единичный 

оператор, a S - сингулярный интегральный оператор в Lp = Lp(7), 1 < р < сю : 

1 f <р(т) 
(S<p)(t) = - v . p. / dr, p e v 

T J ֊ j T — t 

Рассмотрим проекторы Բ± = ± Տ) и классы функций Լ+ = P+Lp, Լ՜ = 
P ֊ L p + const. Через Xmxn обозначим множество матриц порядка га х п с 

элементами из множества X . 

Под факторизацией Винера-Хопфа матрицы-функции W(t) £ դ) в классе 

Lp (1 < р < сю) будем понимать представление её в виде : 

w(t) = W-(t)K1rW+(t), <е7, 

где 
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Гц_-1ПХП ттг—1 г r I 1 П Х П т т г г _ -I ПХП т т г — 1 Г г 1 ПХП 
d + ] , w + x е [ l + ] , W - е [ L - ] и w_ е [ l ~ ] 

1 = 1^ 1 - Р у 

2). A « = d i a g (tK l,tK2,...,tK"-), к= к2,..., кп) £ Z " , « ւ < к 2 < . . . < кп, 

3). оператор W + P + W + ограничен. 

Числа «1, /էշ , . . . , к„ называются ч а с т н ы м и и н д е к с а м и матрицы-функции ; 

если Ki = К2 = . . . = к п = 0, то факторизация называется канонической. 

2. Через Т(х), где х = ( Х ъ Х г , • • • , Хп) £ Z ՜ множество целых чи-

сел, обозначим класс нижне-треугольных матриц-функций, т.е. тех функций 

W Е Լ^ո(՜ք), диагональные элементы которого допускают факторизацию вида 

wm^m = го~ m t x " ՝ w m m (111 = 1,2, • Известно [1], [2], что такие матрицы-

функции сами допускают факторизацию. 

Для заданной последовательности к = ( «ւ , « շ , . . . , к„ ) Е Z™, « ւ < ^շ < . . . < к„ , 

будем писать к Е Ф(х) , если существует некоторая матрица-функция W Е Т(х) 

с частными индексами к. 

В книге [2] поставлена задача описания множества Ф(х) . В статье [5] дается 

описание множества Ф(х) при п = 3. 

С т р у к т у р а множества Ф(х) сильно зависит от упорядоченности компонент век-

тора х- Использование метода описания множества Ф(х) , приведённого в с татье 

[5], приводит к рассмотрению п! случаев, что весьма затруднительно при п > 3. 

В настоящей статье предлагается рекуррентный метод описания множества 

Ф(х) при произвольном п, основанный на алгоритме факторизации нижне-

треугольных матриц-функций, приведённой в [4]. 

3 . Через Р + (или Р " ) обозначим класс всех нижне-треугольных полиномиаль-

ных относительно է (или է " 1 ) матриц-функций V+ (или V_) таких, что det V+ = 1 

(или det V- = 1), а через Р~ (х) — класс всех нижне-треугольных полиномиаль-

ных относительно է ՜ 1 матриц-функций V_ = {ism ,k}m k=i с элементами вида : 

՝У1 a^jkt՜1 если I <m < к <п\/ Xm ~ Хк >2, lm,k < Хт ~ Хк ~ 1 
1=1 

. &т,к если 1 < т < к < п\/ Хт ~ Хк < 1, 

vm,k — < 

где - символ Кронекера. 

Отметим, что если Х т — X f c < l H l < T O < & < n , T O Р ~ (х) = { Е } - Обозначим 

Р[(х) = {V- = {(fm,k)m,k=1 е Р~(х) : vm,k(t) = <W> k > j } . 

Очевидно, что Р~_г{х) =  р~{х)-



12 К. В. Арутюнян, А. Г. Кашалян 

В силу известной теоремы Гохберга-Крейна [1], [2], любую матрицу-функцию 

W(t) Е Т(х) можно представить в виде 

W = kYV, где % = d i a g (tX l, tX2,..., t X n ) , 

а матрица-функция V допускает каноническую факторизацию V = V-V+, где V, 

V- и V+ - некоторые нижне-треугольные матриц-функции. В [4] доказано, что 

имеет место следующее представление : 

w = v^ ]KYv[1 ]v+, где vi1} е р-{х), У ֊ 2 ) е ւ;, v+ е ւ+. 

Таким образом, множество Ф(х) совпадает с множеством частных индексов всех 

полиномиальных матриц-функций вида W(t) = A ^ V ֊ , где V_ Е Р ~ ( х ) -

При 1 < j < % < n, I Е N , преобразование : Z™ —>• Z™, определённое формулой 

/_ч / Х ( 1 ) если Xi ՜ Xi > 2, I < Xi ~ Xj, 
<Pi,i(X) = \ _ „ , 

LX если Xi ~Xj < 1 V< > Xi - X i , 

где 

x ( 1 ) = Am i 

Xm если ափւ, га փ j, 

Xj + l если га = i, 

Xj — l если га = j, 

назовём (j, i, ^-преобразованием, причём 

x = ( x i , X 2 , - - . , X n ) e z " , ^ 0 1 = ( x l ^ x ^ , . . . ^ ) e z " . 

Пусть J,-(x) = {i E { j + l , . . . , n } , Xi ~ Xi > 2}- Преобразование : Z™ i—>• 

Z™ назовём ^-преобразованием, если её можно представить в виде композиции 

( j , is, ^ -преобразований, т.е. 

9 = 9ik,h ° Vik-uh-i ° • • • ° Viuh, ( ! ) 

где 

I = (կ,կ,...,կ) Е Nfc, կ>կ>...>կ, iselj(x), s=l,. 

Число fc назовем д л и н о й j - п р е о б р а з о в а н и я <р, а преобразование ip назовём 

п р о с т ы м , если в представлении (1) կ, ւշ,..., Կ попарно различны. 
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З а м е ч а н и е 1. Если Լ > ^ ~ x j " ^ Д л я некоторого s Е где 

Х ( г а ) = ¥>im,fm ( х ' " 1 ՜ 1 ' ) , rn = 1 , . . . , к, и х ( 0 ) = X, то 

° • • • ° <Piuh) (х) = {<Pik,h о • • • о yi.+iA+i о Vi.-ul.-i о • • • о yii.Ji) (х)-

В частности, если ls > х ^ — x j " для любого տ£ { 1 , . . . , к}, то 

(<Pik,ik ° • • • ° Viuh) (х) =Х-

Через Ф^ (х) обозначим множество образов вектора х £ Z™ П Р И всевозможных 

j-преобразований, а через Фj (х) - множество всех векторов к = ( «ւ , « շ , . . . , к „ ) Е 

Z™ («1 < кг < . . . < к„ ) , который равняется вектору к после некоторой 

перестановки его компонент. 

Если А С Z™, то Ф j ( A ) = UxG^ ^ i ( x ) - Имеет место следующая теорема. 

Т е о р е м а 1. Пусть х (Е Zn. Тогда справедливо включение Ф j ( x ) С Ф(х)-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть к = ( k i , . . . , k „ ) Е Ф^(х)- Тогда существует j-

преобразование <р = <fik)ik о <pik_1:ik_1 о . . . о ^ ^ такое, что <р(х) = к*, где к 

получается упорядочением компонент вектора к . 

Чтобы построить матрицу-функцию W = A j V ֊ , W Е Т(х), с частными индек-

сами « ! , . . . , / « „ , положим 

к 

s = 1 

где E i } j = {era, fc}™ j f c = 1 , 

f 1, га = i, к = j 

լ U, m փ i\/ к փ յ 

% = d i a g 

W>=<Pi.,i. ( x ^ ՜ 1 ' ) , s = 1, и X<^ = X-

Далее, пусть 

y-M = E+ ( t x j ֊ x i . + i i . _ i ) E j } _ + E . g J _ 

к vl s ) =E + t l''EJ,tg- J2 t l i'- l i-Eim,is npu ls < XiJ"1' ~ Xj'՜1՝* — 1) 
Ш = 5 + 1 
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где s = 1 , . . . , к , 

у-М = E + t ^ ' - x i + ' - E i ^ j и vj. s ) = Е если Լ > ֊ 

Если предположить, что = W ^ = Е и 

к 
W (_ s ) = E+ J2 t~l'Ei.,j, 8 = 0 , . . . , k - l , 

тп — s 1 

то нетрудно проверить, что 

л — = У ^ + ^ Л — w i . s + 1 V j s + 1 ) , 8 = О , . . . , к, 

w = v { i l )V { i 2 ) • • • V { i k )A-rrVi i k ) • • • yi^Vi8'0. — x'-k) "Г "Г "Г 

Очевидно, что = к * . Теперь пусть матрица А такая, что А-г = ATAWA. 
Тогда , взяв 

V ֊ =VW...V(«)AT и v + = Avik ) • •-Vi1 ]  

получим искомую факторизацию W = V՜Ճ-,-V+. Следовательно, Ki,..., к„ явля-

ются частными индексами W £ Т(х)- Теорема 1 доказана. 

Л е м м а 1. Для любых х = (xi, Х2, • • •, Хп) Е Z" и к = (к1; к2,..., кп) £ Ф * ( х ) 

существует простое j-преобразование ip такое, что <р(х) = к. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть к = ( «ւ , « շ , . . . , к„) £ Ф* (х). По определению множес-

т в а Ф * ( х ) существует յ-преобразование ip = ipi„i, о Գ4տ_1յտ_1 о . . . о ipiuh такое, 

что <р(х) = к. Два j-преобразования ip т& ip* назовём ^-эквивалентными, если 

<р(х) = ^ ( х ) -

Пусть для некоторых га, р £ { 1 , . . . , s } , (га > р) im = и i p + i , . . . , попарно 

различны. Рассмотрим j-преобразование 

<Р { 1 ) = №.,1. ° •••°<Pim-1,rm_1 о •••о ¥4+1,Г+1 ° • • • ° <Pi1}h, 

где = Хг™-! - Xi - lp + lm и 

^ — Хгm_ 1 Xi 1 ~Ь Լտ 1 8 — р, . . . , ՍՆ 1. 

Легко проверить, что ip и ւ^1) - ^-эквивалентны, причём длина i^ 1 ) меньше 

длины (р. Следовательно, j-преобразование наименьшей длины, и эквивалентное 

<р, будет простым ^-преобразованием. Лемма 1 доказана. 

т.е. 
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Т е о р е м а 2. Для любого х = ( х ъ Х2> • • • Х«) £ и J £ { 1 , . . . , п — 1} имеет место 

X £ Если 7с = (ki , « շ , . . . « „ ) Е Z™ и 7с փ х, то 7с £ Ф^(х) тогда и только 

тогда, когда существуют отличные друг от друга is Е /у (х), s = 1,..., к такие, 

что компоненты вектора к удовлетворяют следующим условиям : 

к т = Х т , тф18, Ms = l,...,k, ափյ, (2) 

< m i n { x i . - l , X i , _ i } , Vs = 2,...,k, (3) 

Kii < Xii ~ 1,  Kj < Xu - 1- (4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение очевидно. Чтобы доказать второе ут-

верждение предположим, что к փ х- Тогда в силу Леммы 1 и Замечания 1, 

вложение к Е Ф^ (х) выполняется тогда и только тогда, когда существует простое 

^'-преобразование ipi„i, о ipiB_ltiB_1 о . . . о ipiuh такое, что tp(x) = 7с и 

Is < x t 1 ] - X j * ՜ ^ - 1 ՛ s = l,...,k, 

X ( 0 ) = X, X ( k ) = K-

Из определения j-преобразования имеем следующую систему равенств и нера-

венств : 

h = «и ՜ Xj, 

Ն — к8՝1 ~Ь • • • ~Ь  Kit ~ Xj ~ Xi 1 ~ • • • ~ Хг',-1 5 5 — 2, ..., к, 

Х т = Х т , Шфгр, р=1,...,8, ափյ, 

(») (») (») , , 
X՝. ' л/ . — л/ • л/ • л/ . — л/ • -4- 11 J ~~ Л/ ~~ лг8 AJ ? Аг-լ — AJ ՝  ь1ч 

Xip — Xip-1 — կ-1 + կւ р = 2 , . . . , տ, 

i s e z , h > i 2 > . . . > i k . 

Из Замечания 1 имеем Լ < — — 1 (տ = 1 , . . . , к). Нетрудно убедится, 

что эта система равенств и неравенств эквивалентна условиям (2)-(4). Теорема 

2 доказана. 

В работе [4] доказана следующая теорема. 
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Т е о р е м а 3. Пусть W = Л—VI. где 

V - = { v m , k } n m , k = 1 е Р ~ { х ) , х = ( X 1 , X 2 , . . . , х п ) е z n , 

՛այ 
vm,j = Л՜1, j + 1 < га < п, կ յ = max l m j . 

Հ—^ j + l<m<n 
1=1 - -

Тогда W можно представить в виде W = V ^ г д е х* ~ образ ( j , i, Կյ)-

преобразования вектора х• При этом, 

Հ J m,k = 1 

и степень полинома յ (га փ i) относительно է՜1 равна степени полинома 

vm,j, а степень полинома меньше степени полинома պյ. 

Из Теорем 2 и 3 вытекает следующее утверждение. 

Т е о р е м а 4 . Если W(t) Е Т(х), то Ф(х) = Ф1{Ф*2... { K - i ( x ) ) ) С Z™. 

С л е д с т в и е . Пусть W(t) G Т(х)- Если Xi ~ Xm < 1 Для всех г и г а таких, что 

j < га < i < п, то верно равенство Ф(х) = Փւ (Փշ • • • ( Փ ^ ֊ ւ Օ է ) ) ) -

В частности, если Xi ~ Xm < 1 Для всех г и г а таких, что j < га < г < п, то верно 

Փ (^) = { х } с точностью до перестановки компонент вектора х-

Это утверждение содержит в себе известный результат Гохберга-Крейна [1], [2]. 

A b s t r a c t . T h e paper gives a an exhaustive description of the partial indices of 
triangular matrix functions, the diagonal elements of which are factorable, by the 
indices of diagonal elements. 
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