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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ПОЧТИ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
ОПЕРАТОРОВ

Г. Г. Казарян, В. Н. Маргарян

Ереванский государственный университет

Резюме. Линейный дифференциальный оператор Р(1?) = Р(Д1,..., Бп) с по­стоянными коэффициентами называется почти гипоэллиптическим, если все про­изводные БаР характеристического многочлена, т.е. полного символа Р(£) = Р(£1,...,£п) оцениваются через Р(£). В работе доказывается, что все решения дифференциального уравнения Р(Л)и = 0, которые интегрируемы с квадратом с определённым экспоненциальным весом, являются бесконечно дифференцируе­мыми функциями тогда и только тогда, когда оператор Р(Л) почти гипоэллип- тичен.

§ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ 
ПРЕДЛОЖЕНИЯВ настоящей статье будем пользоваться следующими стандартными обозначе­ниями : К - множество натуральных чисел, No = К и {0}, = No х ... х No- множество п-мерных мультииндексов, Е" и R" - соответственно п-мерные ве­щественные пространства точек х = (®1,..., хп) и £ = (£1,..., £п).Для £ е Ж", х е Еп и а £ обозначим |£| = |а| = «1 + ... + ап>и Ба = Б^...Б^, где Б, = д/д^ либо Бj = $д/дх, (у = 1,.. .п). Наконец обозначим Сп = R” х г®”.Предполагая, что суммы распространяются по конечному набору мультииндек­сов (Р) ={а £ No, 7а ф 0}, допустим, что Р(Д) = ^а7а^“ есть линейный диф­ференциальный оператор с постоянными коэффициентами, а Р(£) = 52а7а£° ֊ отвечающий ему символ, т.е. характеристический многочлен. Пусть т = ог(1Р = 



40 Г. Г. Казарян, В. Н. Маргарянmax{|a|,a G (Р)}.Заметим, что оператор P(D) и многочлен Р(£) называются гипоэллиптическими (см. [1]), если все решения u G D' (где D' = Z>'(E՞) “ множество распределений) уравнения P(D)u = 0 являются бесконечно дифференцируемыми функциями, т.е. принадлежат С°° = С°°(Е").Л. Хермандером доказано (см. [1], Теоремы 11.1.1 и 11.1.3), что если выполняется одно из следующих эквивалентных условий, то оператор P(D) является гипоэл- липтическим :1) Sing Supp и = Sing Supp P{D) для всякого открытого множества (1 СЕ" и uGD',2) если Q С Еп, и G Л'(П) и P(D)u = 0, то и G С°°(fi),3) если 0 / и G Ng, то Р^ф/Рф = LFPfä/Pfä ֊> 0 при |£| ֊> оо,4) dp(£) -> оо при |6| -> оо; где dp(£) - расстояние от точки ( G R" до многообразия Р(Р) = {С : С G С”, Р(0 = 0}.Возникает естественный вопрос : пусть символ Р(£) оператора P(D) удовлетво­ряет более слабому условию, чем 3) :
|0(1')Р(^)|/[1+|Р(е)П<С<оо, V£GlRn, Viz G Ng, (1.1)или пусть 4) будет заменено требованием<М£)>е>0 (1-2)для достаточно больших ( G ®п. Каким условиям должны удовлетворять реше­ния и G jD'(E") уравнения P(D)u = 0, чтобы они являлись бесконечно дифферен­цируемыми решениями в Е" ?В настоящей работе мы даём ответ на этот вопрос для одного класса операторов, удовлетворяющих условию (1.1) или эквивалентному условию (1.2).Нам понадобятся следующие классы операторов и функций. Через 1п обозначим множество дифференциальных операторов P(D) = P(Di,..., Dn) с постоянными коэффициентами, символы Р(£) которых удовлетворяют условию|Р(£)|—>оо при |£|->оо. (1.3)Для любых S > 0 и т G N, через L2J = обозначим множество локальносуммируемых функций с конечной нормой



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 41а через - множество функций и £ с конечной нормойН«1кт, = £ (1.5)
|а|<тНаконец, положимОО^2”=ПИГ2™ и ад^) = {«б12,* :(«,Р(-В» = 0, Ур£С0°°} т=1и заметим, что и №™{, очевидно, являются банаховыми пространствами, а 

ТЛ^21 - пространство Фреше, при этом С С°° при любом 6 > 0.
Определение 1.1. Оператор Р(-О) и многочлен Р(£) назовём почти гипо- 
эллиптическими, если многочлен Р удовлетворяет одному из эквивалентных условий (1.1), (1.2).По Лемме 11.1.4 работы [1] для любого многочлена <2(() существует постоянная
С = > 0 такая, что справедливы неравенства

С՜1 < <!<&) X, 
|а|>0

4а(() х/1«1
<с (1-6)

для всех тех точек £ £ К", для которых / 0. С другой стороны, если Р £ 1П, то, за счёт добавления константы, можно считать, что для многочленов Р £ 1П существуют некоторые числа е = е(Р) > 0 и М > 0 такие, что |Р(£)| > е при ££К", К| >М.Согласно приведённым определениям, почти гипоэллиптичность многочлена Р £ 
1П можно дать также следующим образом : многочлен Р £ 1П почти гипоэл- 
липтичен тогда и только тогда, когда

р(р) = Д^Л(е)>0- (1-7)
Следующая теорема является основным результатом настоящей работы.
Теорема. Если Р £ 1П, то оператор Р(Б) является почти гипоэллиптическим 
тогда и только тогда, когда существует число 5 > 0 такое, что М\Р, й) С И^.Для удобства, вместо весовой функции е_*1®1 рассмотрим эквивалентную ей гладкую весовую функцию дц £ С°°, которая будет определена ниже.Пусть д £ С°° - произвольная фиксированная положительная функция такая, что к хе < д(х) < ке I®', V® £ Еп, 



42 Г. Г. Казарян, В. Н. Маргаряндля некоторого к > 0. При этом, допустим, что для любого а € Г՝1° существует число ка > 0 такое, что |Ра<7(®)| < кад(х), У®еЕп.Заметим, что в качестве такой функции д можно брать регуляризацию (усред­нение) функции Н(х) — е_1*1 при |х| > 1 и Н(х) = е՜1 при |х| < 1, с помощью произвольной фиксированной весовой функции <р 6 С^3 такой, что / у>{х)<1х = 1.Для 8 > 0 положим дц(х) = д(8х). Тогда из определения функции д следует, что с теми же постоянными (к, ка) справедливы неравенстваЛ-1е֊Л«1 < д1(х} < ке֊«1«1։ Ух е Е”, (1.8)|Р“^(®)| < «в<У|о|ю(х), Уа 6 УхбЕп. (1.9)
Рассмотренной в настоящей заметке тематике посвящены работы многих ав­торов. Прежде всего отметим работы [2]-[3] Гординга, Мальгранжа и Эренп- райса, где доказана бесконечная дифференцируемость решений так называемых частично-гипоэллиптических уравнений Р(Л)ц = 0, если априори предполагать их бесконечную дифференцируемость по определённым переменным.В работах [3]-[4] доказано, что для определённого класса частично-гипоэллипти­ческих операторов {Р} из условий и е С°° и Р(1))и 6 С°° вне некоторой вы­пуклой поверхности Г следует, что и 6 С°° в окрестности Г. Общие результаты о распространении гладкости решений частично-гипоэллиптических уравнений вдоль более общих поверхностей принадлежат Л. Хермандеру (см. [5] или [1]).Я. С. Бугровым в работе [б] построен пример негипоэллиптического уравнения, решения которого в полупространстве являются бесконечно гладкими, как толь­ко они суммируемы с квадратом вместе с некоторыми производными.В. И. Буренков в работе [7] нашёл необходимые и достаточные условия для того, чтобы все решения {и} так называемого глобально гипоэллиптического уравне­ния Р(1))и = 0, которые определённым образом стремятся к нулю в бесконечнос­ти, являлись бесконечно гладкими. Эти условия носят алгебраический характер и для гипоэллиптического оператора Р они совпадают с условиями 3) или 4) Л. Хермандера.Общая закономерность, наблюдающаяся в алгебраических условиях гладкости решений дифференциальных уравнений, побудила нас в работе [8] ввести поня­тия носителя и числа гипоэллиптичности. Оказалось, что эта числовая харак­теристика делит дифференциальные операторы на разные классы. При такой 



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 43классификации гипоэллиптические по Л. Хермандеру и гиперболические по Л. Гордингу (и тем самым гиперболические по И. Г. Петровскому, см. [9]) операто­ры занимают крайние позиции.В работе [10], опираясь на результаты работы [8], нами получены “внутренние” оценки решений уравнения Р(О)и = 0 с данным носителем гипоэллиптичности.В работах [11], [12], введено понятие почти гипоэллиптического многочлена и найдены некоторые достаточные условия почти гипоэллиптичности в терминах порядков однородности и кратностей нулей подмногочленов.В работе [13] О. Р. Габриеляна приведены некоторые необходимые и достаточные условия почти гипоэллиптичности двумерных многочленов в терминах кратнос­тей нулей соответствующих однородных подмногочленов. В тех же терминах в работе [14] найдены необходимые и достаточные условия для Р € 12.В алгебраической трактовке класс почти гипоэллиптических многочленов явля­ется “минимальным” расширением класса гипоэллиптических многочленов. В настоящей работе показано, что это расширение является минимальным в неко­тором смысле.Приведём теперь ряд вспомогательных предложений, необходимых в следующих параграфах.Лемма 1.1. Если множество б СЕ" лежит в шаре Зт = {® £ Е” : |ж| < 7}, то 
для любого 6 > 0 справедливы неравенства

еирд^х + у) < о-ш(е), Уе £ Е", (1.10)
уесзир|^(® + у)-^(х)| <а֊2^(ж), Уе£Еп, (1.11)
уес

где функция де определена выше, ох = к2евт и <т2 = «2<УТе4т(тах|а|=1 к^у/п.Доказательство. Из неравенства |е + ?/| > |е| ֊ |г/| и в силу (1.8) имеем8ир|д{(в + у)| < к8ире_,1“+®1 < ке֊41®18ире4^1 < к2евтр$(е), Уе £ Е”, 
уЕС уЕб уЕСоткуда вытекает (1.10). Для доказательства (1.11) предположим, что точки х £ Е” и у £ б фиксированы и положим /(<) = д/ (®+<у). Так как / дифференцируема, то для некоторого числа в = в(х, у) £ (0,1) получаем

Ы® + у) -м(®)1 = 1/(1) ֊ /(0)1 = |/'(е)| <



44 Г. Г. Казарян, В. Н. Маргарян< |(grad д{(х + ву),у)\ < |grad gf(x + fly)||y|.Следовательно, в силу (1.9) и (1.10) получаем
Ы® + У) -Pi(®)l < o-2fff(®)поскольку ву € Зт- Это доказывает (1-11), так как пара (®, у) произвольна.Лемма 1.1 доказана.

Лемма 1.2. Пусть теМ, а,-, 6,- > 0 (* = 0,1,..., т), <1 > 0 и 4 > 1. Тогда

а) Если ао = Ьо и 
к-1

ак < 6* + (к = 1,2,.. .,т), (1-12)
1=0то при аз = 2[2сИт՜1 4- 1]т имеет место неравенство : 
тп т52“* < О’З^Ьк- (1-13)

к=0 к=0

Ь) Если ат — Ьт и

т 
гкак <ЛкЪк+<1 52 ?ау, (А = 0,1,...,т-1), (1.14)

3=к-1

ТО т т52<Ч< 52(1+ «0*4*6*. (1.15)
к=0 к=0

Доказательство. Пусть Л = (<тз/2)֊1/т. Умножая неравенства (1.12) на Л* и суммируя их по к = 1,2,..., т, получим
т т т [к-1 \52 л*«* < 52лкЬк+^52 52 vaj hk

к=1 к=1 к=1 \j=0 J

го го—1 / го \ го го—1 i.fc+1= 52^6*4-^52^? 52 ЛИ <£hkbk + d^tkak֊
к=1 к=о V=k+1 / к=1 к=0 1 Л

Следовательно, в силу того, что во = 6q, имеем.m , V-1 Лк ^v^.k. dh tат + / 4 I ~ d—-- г- ) ак < 52 h Ьк 4- --- -6о-
к=1 \ 1 ֊ л / t=1 1 - Л



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 45Так как 4 > 1, то из определения числа Л имеем
Атат + т У Л*о* < У ЬкЪк + _ , Ьо- 

2 1=1 1 = 1Следовательно, для Л < 1 получаем
< Л՞*“™ + | У Ькак <±Ьк + ֊Ьо, 

2 к=1 к=1С учётом ^-ао = ^~Ьо, получаем
( Ы Ъ.т\У 6* + (пгл + "г) 6°-

1=0 1=1 4 'Так как кт/2 = 1/<тз < 1/2 и 4 > 1, то легко показать, что коэффициент при &о меньше единицы. Тогда, умножая обе части полученного неравенства на оз, получим (1.13).Для доказательства (1.15) умножим (1.14) на Л* = (1 + «4)* и просуммируем по­лученные неравенства поА = 0,1,...,пг—1. После некоторых простых выкладок получаем 
т-1 т-1 т 1У < У ^4*5* +^У -1—4^ау.
1=0 к=0 j=l 1Поэтому, в силу ат = Ьт, получаем 

п>~1 / кк 1 \ т-1 ,т _ .]«0 + У ( Л* ֊ <ка* < УЛ1՜1/ Л1՜1

Так как 
кк _ 1 = 1 (А = 1,2,...,т), Л1 - 1то это влечёт неравенство

т кт _ 1 1 тУ 44 < у Ь^кЬк + + 1 4тЬт = У (1 + <4)^6*.
к=0 к=0 I- 1 к=0Лемма 1.2 доказана.



46 Г. Г. Казарян, В. Н. Маргарян

Замечание 1.1. Очевидно, утверждение Леммы 1.2 остаётся в силе при t € (0,1). В этом случае, достаточно заменить число <тз на 03 = 2 [2^(1 + <)т-1 + 1] .Следствие 1.1. Пусть т е М, {аа}, {6а} и {йо} (|о:| = 0,1, ...,тп) - неотрица­тельные числа, < > 0, и ач = 1 + 2тах{<1а : |а| < т}, <т5 = 1 + (0,5)(1 + 20-4)”*, «те = (1 + сз)"*- Тогдаа) Если до = Ъо и для всех к = 1,2,..., т имеем52 “а < 52 + 52 52
|а|=к |а|=* 3=0 |а|=>поэтому

ТП52 Да < 52 52 <тТ~кЪа + <Т5Ьо < 0-5 52 Ъа. (1.16) 
|а|<ш к=1|а|=Л |а|<тЬ) Если аа = Ъа при |а| = тп и для всех к = 0,1,..., т — 1 имеем

т52 а° ֊ ** 52 + 52 52 ^Маа, |а|=& |а|=к /=*+1|а|=утогда 52 <*“'«»< 52 (1 + ^)|“|«|“1Ьа<С7б 52 *|а|Ьа. (1.17)
|а|<т |а|<т |а|<тп

Доказательство. Неравенство (1.16) следует из (1.13), а (1.17) из (1.15) при помощи заменал- = 52 а“> Ъь = 52 = тах{^а : |«| < пг} > к = 1,2,...,т.
|а|=* |а|=Л

§ 2. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ НОРМЫ И ПЛОТНОСТЬ ГЛАДКИХ 
ФУНКЦИЙ В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ СОБОЛЕВАВ этом параграфе мы рассматриваем почти гипоэллиптические операторы в весовых функциональных пространствах типа С. Л. Соболева.Сначала отметим, что из соотношения (1.8) для функции д следует, что в £2 { можно ввести следующую норму, эквивалентную норме (1.4) :

Ни11£а,։ = 1|™м11ьа- (2-1)



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 47Лемма 2.1. Нормы

Н^= Е Н(вви)р,||Ьз,(2.2) 
|а|<тл

Н^-,= Е HP“Miiia(2.3) 
|а|<т

эквивалентны норме (1.5) в W™4.Доказательство. Эквивалентность норм (2.2) и (1.5) следует из свойства (1.8)функции gg. Для доказательства эквивалентности норм (2.3) и (1.5) заметим, что
m

£ (Dau) gs = Е Da (ugf) ֊ЕЕ Ca,pDa֊PuD^gs.
I«|=m |a|=m j=l |/}|=fПрименяя свойство (1.9) функции gs, получаем

m—1
E Н(ла«Ы1ь։< E iPe(«w)iLa + E Е*Ч11(л°ад1ь,, 

|a|=m |a|=m 1=0 |a|=jгде к'а = max.{Ca,pKa : /3 < a}.Отсюда и из Следствия 1.1, при t = S имеем
аа = ||(32 u)fff||j,։ ։ = ||3J (upiJHij > do = 1, da = ка (|a| = 1,..., m),откуда вытекает эквивалентность норм (2.3) и (1.5).Лемма 2.2. Множество W?°s плотно в L2is-Доказательство. Пусть u G L2j, Si = {a: G Е” : |х| < 1}, g С“ (Si), у>(х) > О, 

J ։p(x)dx = 1 и е > 0. Обозначим через <ре(х) = €~п<р(х/е) и положим
uc(x) = u*<pe = У u(x - y)tpe(y)dy = е~п У u(x - y)<p(y/E)dy.

Чтобы доказать u։ Е W,“, отметим, что из Леммы 2.1, (1.10) и неравенства Юнга имеемIhellw,™ = Е ll[B“(u*^)]s'«llba = Е ll(u*-D“*’e)Mba
<к2ег 22 ||uw||ia||P“^||L։=«V||uW||La 22 е-1“1||(В^)е||Ь1(2.4)

|a|<m |a|<m



48 Г. Г. Казарян, В. Н. Маргаряндля любого т е No.Так как норма (2.1) эквивалентна исходной норме (1.4) пространства и
V € Со°(^1)1 то для любого т £ No, т.е. ие £ Для завершениядоказательства осталось показать, что

||«е - «||ла,։ -> 0 при е -> 0. (2-5)Отметим, что /<ре(у)ау = 1 для любого е > 0. Из эквивалентности норм (2.1), (1.4) и (а + 6)2 < 2(а2 4- Ь2) имеем
2

и(х)д/(х)]<ре(у)с1у ах =

֊ У)Я1 (® - У) - «(®)^ (®)] +

24- [и(я - у)д}(х) - и(х - у)дц(х - у)]]<ре ах (2-6)

4-2
2

X - у)д։(х -у)- и(х)д{(х)\ <рс(у)(1у <1х+

2

1-у)[д{(х)-д1(х-у)]<рс(у)с1у ах.

Теперь отметим, что
у)дз(х - у)<ре(У)Лу = [«^] *<Рс = (и^)е,

и по определению <р, для любого е > 0У и(®)^(х)^е(у)сгу = и(х)д{(х).

Итак, первое слагаемое в правой части (2.6) стремится к 0 при е —> 0 согласно Лемме 5.2 работы [15].Для оценки второго слагаемого применим (1.11) при Т = е и неравенство Юнга :
2

У) (®) - 91 (х - У)] <Рс (У)^у Их

< (<Уе)2к4 тах {к2 } е{։ j j |и(а: - <с'е211^111։11^1111=с'Е2||ад||^.
2 

у)\91(х-у)<ре(у)ау ах



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 49Так как и € Ь2,4, то правая часть полученного соотношения стремится к нулю при е —> О, что доказывает (2.5). Лемма доказана.Следующее следствие является непосредственным следствием Леммы 2.2 и вло­жения №% С С°°.

Следствие 2.1. Множество Сд° плотно в £21$.Пусть Р(О) - линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффици­ентами и <5 > 0. Обозначим
И^Р,*) = {« е 1>3,{ : ||ц||։г(р,а) = ||(Р(Р)и)^||ьа + ||и^||ь։ < оо}.

Из Леммы 2.2 следует :
Следствие 2.2. Множество плотно в И^Р, £).

Доказательство. Как показано в [15], Р(В)ие(х) = (Р(Р)и)е(а:). Следователь­но, утверждение следует из Леммы 2.2.Лемма 2.3. Если Р б 1П - почти гипоэллиптический оператор, то существуют 
числа Д = Д(Р) > 0 и С = С(Д, Р) = С(Р) > 0 такие, что для всех 5 £ (0, Д) и 
иЕМ^б) Е ||Р(“)(Д)(^)||£։ < С||и|НРЛ). (2.7)ог
Доказательство. Согласно Следствию 2.2, достаточно доказать (2.7) для и € 
И^. Для этого отметим, что определения почти гипоэллиптичности и класса 
1П влекут р(Р) > 0 (см. (1.7)). Пусть р = р(Р), если р(Р) < оо и возьмем р произвольным, если р(Р) = оо, т.е., если оператор Р гипоэллиптичен.Теперь, обозначим через Р(«) преобразование Фурье функции V Е Ь2. В силу равенства Парсеваля, неравенства (1.6) и почти гипоэллиптичности оператора Р имеем1>|а| |р(“)(р)(ир,)| =£>'“' ||р(вШ(«<м)(£)||£а 

а сг= 12 ||р|“|Р(в)(€)^,(ад)К)||ь < Сг£|| [4а|(€) +1] |р(о)(О||Р(ад,)(€)11|£.
а 2 а 2<с'2|||р(е)||г(и<?4)(4)|||^+с2||[|р(е)|-ы]|РМ(^)|||Х։< <7з [||Р(Р)(«^)||Ьа + ||««||ь։]для некоторых положительных постоянных С1, С2, С2 и для произвольной функции и £ Wշos. Отсюда, в силу формулы Лейбница и свойства (1.9) функции
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д1 получаем ||р(о)(л)(^)||Ь2 <
<с4 И(р(ад< + Е || [р(о)(£»)«] £>а^||ь + ьь 

а>0 ' 3

< с4 ||(Р(П)и)<м||ь, + £>'5)1“11| [р(“)(Р)и] £м|| + Н,||ь։ 
а>0 ’

(2-8)
где С4 > 0 и к' = тах^[/ео/(а!)]1/|“1 : |а| < т}. Еще раз применяя формулуЛейбница и оценку (1.9), для всех к = 1,2,..., т получим

где Св — тах{сат<1(а, /3) : а + @ = 7, ру| < т}. Применив здесь неравенство (1.16) при < = к!6, аа = ||[р(“)(Л)ф,||, <1а = С5, Ьа = ||р(“>(Х>)(од)|| (|о: | = 1,..., т) получим с некоторой постоянной Св > О
Отсюда и из (2.8) получим, что для некоторого постоянного Су > ОЕр1“1 ||р(«)(р)(им)||^ < с7 ||[Р(Р)и]^|1ьа

_|а|>0 Ьа
+ Н«5«1|ьа -(2-9)

Пусть △ = Д(Р) = ^тт{с'7-1,С7-1/՞*} .Тогда из (2.9) следует, что (2.10)
Е р|а| ||р(в)(^)(^)|Ь։ < [ничвдмьа+н^ньа] 



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 51для всех 6 € (О, Д). Отсюда следует, что (2.7) выполняется для всех 5 6 (О, Д), поскольку р > 0. Лемма доказана.
Лемма 2.4. Если mo,mi G N, то > T7ix и 0 < <fo < Æi, то компактно 
вложено в .

Доказательство. gg, (i)/pf0(æ) —> 0 при |z| —> оо и <îi > Ôq, следовательно лемма верна в силу Теоремы 1.16 работы [15], о компактном вложении в 1У™1 при 
то > mi- Лемма доказана.
§ 3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТПриведённые ниже теоремы 3.1 и 3.2 лежат в основе доказательства основного результата настоящей статьи, формулированной в §1.
Теорема 3.1. Пусть P(D) - линейный, дифференциальный оператор с постоян­
ными коэффициентами, а множество N(P, S) определено как в §1.
Если N(P, 6) С W£°s для некоторого числа S > 0, то оператор Р почти гипоэл- 
липтичен.

Доказательство. Достаточно показать, что р(Р) > 0 для функции, определен­ной по формуле (1.7). Мы докажем, что р = р(Р) > 6.В силу замкнутости дифференциального оператора, множество N(P, 6) являет­ся замкнутым подпространством банахого пространства 1*2,р- Таким образом, JV(P, J) является банаховым пространства (см., например, [16]). Обозначим че­рез Nw (Р, 5) множество N(P, 5) с индуцированной из W^°{ топологией, а через J - тождественный оператор J : Nw(P, <$) —» N(P,S). Так как оператор вложения 
W^°ô в L2,s непрерывен, то в силу теоремы Банаха (см., например, [16]) опера­тор J՜1 также непрерывен. Это означает, что для любого m € N существует постоянная С = Ст > 0 такая, что для всех u G N(P, 6)

llullw™4 < <7||«Цьа>։- (3-1)
Так как т G N, то отсюда следует, чтоп Г У I

£ \(DjU)gs\2dx <С'|Ыьа, VuGAT(P.J). (3.2) j=lДопустим, что верно обратное утверждение, т.е. при условиях теоремы 6 > 
р. Тогда из определения числа р = р(Р) следует существование некоторых 



52 Г. Г. Казарян, В. Н. Маргарянпоследовательностей {i,} и {£’} чисел и точек из R" таких, что |£’ | = t, —> оо при з —> оо иd(r) = dP(f) = inf d(C) < p + £ = l(p + J), 3 = 1,2.......... (3.3)
где e = 6 — p > 0. Пусть точки £’ G D(P) выбраны так, чтоd(£') = ir-CI, s=l,2,.... (3.4)Положим u։(®) = e*^') (s € N). Тогда и, G N(P, <5) (s G N). Так как S > p, то в силу (3.3)-(3.4) имеем|Im r I < d(e։) < i(p + 8) < 8, s G N. (3.5)£Из (3.2), (1.8) и (3.5) получаем, что для всех з G N

< с'||е<(։’С)Р«||ь <С«р(₽+4)|։|е-4|х|||^ < оо.(3.6)
С другой стороны, по неравенству (1.8)У (®)| dx > к՜1 У [e-^₽+<s^®'e_,'x'J dx = const > 0.
Следовательно, из (3.6) следует, что последовательность {|С'|} ограничена, что в силу (3.3)-(3.4) противоречит тому, что |£'| —> оо при з —>■ оо. Полученное противоречие завершает доказательство.
Теорема 3.2. Если Р G 1п является почти гипоэллиптическим оператором, то 
существует число △ > 0 такое, что N(P, 8) С при всех 8 G (0, △).
Доказательство ։ Из условия Р G 1П и теоремы Зайденберга-Тарского (см. [1], Теоремы А.2.2 и А.2.5) следует существование некоторых чисел С > 0 и k G N таких, что пE&I < С [|Pfc(€)| + 1], V£GlRn. (3.7)

J=1Отметим, что многочлен Q(£) = Pfc(£) почти гипоэллиптичен и dg(f) = dp(g), следовательно p(Q) = р(Р). Пусть для многочлена Q число △ = Д(б?) выбрано по формуле (2.10). Тогда для всех <5 G (0, △) выполняется утверждение Леммы 2.3 для оператора Q(D).



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 53Пусть 6 Е (О, Д) и u Е 2У(Р,£). Покажем теперь, что u £ Wffi. Для этого зафиксируем функцию <р E Cq° такую, что <р(х) > 0 и J <p(x)dx = 1, и обозначим (и) = Е~п<р(х/е) для некоторого любого £ > 0. Тогда, ввиду доказательстваЛеммы 2.2, ие = и * <f>c € и Ilue ~ и||да,։ 0 ПРИ е -> 0. Кроме того,ue £ .Af(Q,i5) для любого £ > 0, поскольку Q(D)ue = Pfc-1(D)(P(D)u։) = 0.Докажем, что при фиксированной функции .и £ 2V(P, i) и г E No множество {ие : £ 6 (0,1)} равномерно ограничено в WJ 4. Для этого докажем существование числа С = C(r, Р) > 0 такого, что для всех £ 6 (0,1)£ ||(B“u£)Pf||ia<C||UW||ia. (3.8)1«1<гДоказательство проведём по индукции по г. При г = 0 неравенство (3.8) следует из неравенства (2.4) при m = 0. Пусть (3.8) доказано для к = 0,1, ...,г — 1; докажем его для к — г. Пусть a £ и |а| = т. Тогда /3 = a — & £ для некоторого j : 1 < j < п, где e5 = (0,...,0,1,0,...,0), с единицей на j-том месте. Используя формулу Лейбница, равенство Парсеваля и оценку (3.7) получим, что с некоторой постоянной С > 0
=|| к (д'мМд, - llpei+ || (2>Ч) (Dejgt) || = ||6-F [(D^e) «] || + || (l>4) (Deigs) || II \ / IIjU2 II ' z 111/2

< С ||Q(£)F [(№) p,] ||ia + C [llF [(P^e) </,] ||ia + || (№) (D'jgs) Ц .
Применяя равенство Парсеваля и свойство (1.9) функции р4 заключаем, что для некоторой постоянной Ci = Ci(Pfc) > 0ll(pQ«e)<W||ia < Сх [||(?(Р) [(л'ЧЫМ 11(^ы J •Следовательно, в силу Леммы 2.3, для некоторой постоянной С2 > 0

ll(^)^lli3<c2||(^Ue)fff||i3

поскольку D^ue 6 -ЛГ(ф,<5) при и E JV^P, 5) С •№((?,<5). В силу того, что мультииндекс a (|а| = г) - произвольный, по индукции получаем, что для некоторых постоянных Сз > 0 и > 0||(D%e)ff4||La<C'3 52 IK^uJwll^^^lluwll^, |0|=r-l



54 Г. Г. Казарян, В. Н. Маргарянт.е. неравенство (3.8) доказано.Теперь отметим, что в силу Леммы 2.4, множество {ц։ : е £ (0,1)} предком­пактно в при <51 > <5. Так как (/ = 0,1,...) является полным про­странством (пространством Банаха) и оператор обобщенного дифференцирова­ния является замкнутым, то существует функция V £ ^2$/, являющаяся пре­дельной точкой множества {ие : Е € (0,1)} по норме С другой стороны, ||ие — 1 —> 0 при е —> 0, т.е. функция и также является предельной точкоймножества {и։ : Е £ (0,1)} в 1>2։а, и следовательно, предельной точкой в Б2։/1 для 
любого 61 > <5. В силу единственности предела в Л' и в силу вложения и, V £ О' следует, что и = V, т.е. и £ И^1. Так как г £ No произвольно, то и £Итак, и, ие £ С С°° для произвольных <5 > 0 и <5Х > <5, а для любого гх £ No имеем Пт ||«е - = Нт ||(и։ - и)д{1 = 0.Е—-г и С-ги лОтсюда и из теоремы вложения пространства Соболева в (см. [15], теорема 10.4) и из того, что число п £ No - произвольно, заключаем, что для любого г £ N Нт||(ие -и)ет։||см = 0,что вместе со свойством (1.8) функции да влечет

Кт||ие - и||С(-)(к) =0 (3.9)для любого г £ N и для произвольного компакта К.Наконец докажем, что и £ И^. По теореме о переходе к пределу под знаком интеграла из (3.9) имеем52 / |2?“и(®)|2да(х)(1х = 52 [ Гнт|£>“це(®)|) д%(х)с1хЫ<г * Н<г-'к е->= Йо13 [ 1-О“ие(®)|252(®)^- (3.10)1“1<г хС другой стороны, по уже доказанной части теоремы, множество {ие : е £ (0,1)} равномерно ограничено в И^ДЕ”), и поэтому для любого числа е € (0,1) и произвольного компакта К £ Еп имеем52 / \Оаис(х)\2д2{(х)ах< (*)|Ч(*)^ = < С5,1«1<Г я |а|<г



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 55где Cz > 0 - постоянная. Отсюда и из (3.10) следует, что u G W2r4. Теорема доказана.Объединяя утверждения теорем 3.1 и 3.2, приходим к основному результату, теореме 1 сформулированной в параграфе 1.
Abstract. A linear, differential operator P{D) = P(D1։...,Dn) with constant coefficients is called almost hypoelliptic if all derivatives DaP of the characteristic polynomial, i.e. of the complete symbol P(£) = P(£i,. ..,£n) can be estimated by P(£). The paper proves that all solutions of the differential equation P(D)u = 0 that are square summable with a definite exponential weight are infinitely differentiable functions if and only if the operator P(D) is almost hypoelliptic.
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