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Резюме. Медленно растущие обобщённые функции, имеющие (квази)асимпто
тику на асимптотической шкале правильно меняющихся функций называются 
асимптотически однородными. В статье приводится сферическое представление 
распределений таких функций, которые описываются в терминах таких пред
ставлений. Результаты применяются для изучения особенностей функций, голо
морфных в трубчатых областях над конусом.

ВВЕДЕНИЕ
Хорошо известна роль, которую играют однородные функции в различных об
ластях математики. Напомним, что /(<) есть однородная функция степени а, 
если

= /(<), к > 0. (1)

Для обобщения можно было бы потребовать, например, выполнение соотношения

= <?(*), *>о, (2)

где р(к) > 0 - непрерывная функция такая, что р(1) = 1. Но тогда, обязательно 
р(к) = ка с некоторым а и д(1) = /(<). Ничего нового на этом пути не получим. 
Рассмотрим другое обобщение. Обозначим через <5(Кп) пространство Шварца 
быстро убывающих основных функций, а через 3(Кп)' - пространство медленно 
растущих обобщённых функций.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, гранты НШ-6705.2006.1 и 
07-01-00144.
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Определение 1. Пусть /(*) £ 5'(R") и р(к) положительная непрерывная 
функция при & > 0. Будем говорить, что /(<) асимптотически однородна 
на бесконечности или в нуле относительно р(к) и будем писать /(2) £ АОР или 
/(<) £ АОР если, соответственно,

при к -> оо в <9'(Е"), где р(4) £ 5'(К,։).
Бели д(1) = 0, то /(<) тривиально асимптотически однородна относитель
но р(к). Бели выполнено (3), причём д(1) 0, то р(к) обязательно является ав
томодельной (правильно меняющейся) функцией. То есть, для любого а > 0 и 
некоторого а 

р(ак) „ ,, ' -> а , к -> оо, 
р(Л)

равномерно на компактах по а в (0, +оо). Число а называется порядком авто
модельности р. В качестве примеров мы можем упомянуть следующие функции 

ка, ка1пк, ка1п\пк, Ь“(1 + |вт1п1пА:), Аве^, ка ^1 - (1 - втИпк) 

(эти функции служат наиболее общей асимптотической шкалой).
Порядок а автомодельной функции р(&) из (3) называется порядком АОр. 

Отметим, что р(<) в (3) является однородной обобщённой функцией степени а. 
При а < —п, свойство функции быть асимптотически однородной не является 
чисто асимптотическим, а зависит от глобальных свойств обобщённой функции в 
целом. Например, обобщённые функции с финитными носителями асимптотичес
ки однородны относительно р(к) = ка, а = — п—р, при некоторомр — 0,1,..., при 
этом предельная функция представляется линейной комбинацией дельта функций 
и их производных.
Асимптотически однородные функции обладают рядом интересных свойств и 
участвуют в формулировке многих тауберовых теорем и в различных задачах 
математической физики. Например, известная тауберова теорема Н. Винера 
формулируется следующим образом :

Теорема Винера. Для того, чтобы функция /(<) £ (0, +оо) была асимптоти
чески однородна на бесконечности относительно р(к) = 1 (в £^(0, +оо)), то есть 
для любой р(<) £ Б1 (0, оо) выполнялось бы

/ /(**)ф(<) й = (/(«), р(*))-► с,, при к —> оо, 
Л 
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необходимо и достаточно, чтобы для некоторой функции <ро(Ь) € £1(0,+оо) 
преобразование Меллина которой

Г*
<ро(х) = I < ,։у>о(2)<Й/0 для всех х £ (—оо, +оо).

■/о

имело место
(/(^),^о(<))֊> с при к —> оо.

Здесь в качестве пространства основных функций фигурирует пространство 
£1(®+)։ & обобщённые функции это-функции из £те.
Описание и свойства асимптотически однородных функций хорошо изучены для 
функций из <$(К")'+ - пространство обобщённых функций медленного роста с 
носителями на положительной полуоси. В частности, для того чтобы функция 
/(г) 6 5(К")'+ была асимптотически однородна относительно автомодельной 
функции р(к) порядка а необходимо и достаточно, чтобы существовало такое 
число > —а — 1, что

/(”■^0 (т)
ы -»■ С ± 0 при г -> +оо, (4)

где - первообразная порядка N функции /(г).
Первообразная (производная) порядка /3 обобщённой функции /(г) £ 5(1ЙП)(|_(1К1) 
определяется формулой

/<-^(г) = /д(г)*/(г), (5)

где ядро дробного (дифференцирования) интегрирования

{©(г)г^ 1

7^ при (3 > 0,
(6)

при (3 < 0, /3 + ДО՝ > 0, рекурентно по Ы,

где Г(/3) - гамма функция. Как известно, = 5^(/) - чезаровское
среднее порядка Ы, таким образом, понятие асимптотической однородности 
в случае 5 (№”)(]. адекватно отражает асимптотическое поведение чезаровских 
средних.
Другой частный случай, где асимптотически однородные обобщенные функции 
также имеют простое описание, правда, в несколько других терминах, демонст
рирует тесную связь асимптотически однородных функции с граничными свой
ствами функций, голоморфных в трубчатых конусах.
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Пусть Е Н(ТС), где С острый, выпуклый, открытый конус в Ж”, а 
Тс = Жп + 1С — трубчатая область над конусом С. Это означает, что Б (г) — 
голоморфна в Тс и удовлетворяет там оценке

Z = x + iy' уеС‘

Здесь А, Ь и d суть постоянные, а &с(у) ~ расстояние от у 6 С до границы конуса 
С. Отметим, что при у —> +0 существует граничное значение функции F(z) в 
S', так что /(х) = Пшу-ц-о F(x + iy), причём носитель его преобразования Фурье 
/(/) лежит в конусе, сопряжённым конусу С, то есть supp f(t) С Г = С*.

Определение 2. Будем говорить, что голоморфная функция F(z) ЕН (Тс) ведёт 
себя как р(щ) в Тс, где p(k) - автомодельная функция, если

1. существует lim —tttF (— ) для любого z £ Тс, 
Jt-Ц-оо р(А)

2. существуют числа Ъ, с, е такие, что

mi<p
1 \ с 
z\J <рь՝ где ■ I л ( у\ У 1

<Р = mm Ас и ' П ■>| < е,

Имеет место :

Теорема 1. Пусть С - острый, выпуклый, открытый конус в Жп, а Тс = R" +гС 
- трубчатая область над конусом С. Тогда голоморфная функция И (г) £ Н (Тс) 
ведёт себя в Тс как при г —> 0, тогда и только тогда, когда ее граничное 
значение /(х) асимптотически однородно в нуле относительно р(к).
Хорошо бы иметь ” подобные” описания асимптотически однородных обобщённых 
функций и в общем случае.

§1 . СФЕРИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОБОБЩЁННЫХ
ФУНКЦИЙ
Рассмотрим в 5(Ё+ х5"-1) подпространство

V= U(T,e)eS(R+ х S”՜1) : = Рр(е), р = 0,1,..., е Е 5՞ 1 >, 
г=0 J

где /р(4) — однородный многочлен степени р. Топология в V индуцируется то
пологией в пространстве 3(Жд х 5"՜1). Нетрудно видеть, что V замкнутое под
пространство пространства <$(Ж+ х 5П՜1). Если <р($ Е <$(ЖП), то отображение

т : <p(t) = <p(t!,..., tn) ।—» ip(r, e) = p(rex,..., ren) 



Асимптотически однородные обобщённые функции 27

осуществляет изоморфизм пространств «£(!?.”) и V. при этом обратное отображе
ние т՜1 задаётся формулой

т՜1 : ф(г, е) 1—> р(<) = V- (|<I, Л) , е) £ V. 
\ 14/

Определение 3. Пусть /(<) 6 5'(К71), тогда обобщённая функция

(Л(г,е),^(г>е)) = (/(<), 6 V,

принадлежит V. Так как V замкнутое подпространство в 5(®+ х 5"՜1), то 
по теореме Хана-Банаха, функцию /, можно продолжить на всё пространство 
<$(1Й1+ х б4*՜1). Обозначим это продолжение Р(г,е) и назовём его сферическим 
представлением обобщённой функции /(<) 6 8'. Отметим, что справедлива 
формула

(/(<), <?№) = (РМ,ф(ге)), Уф Е $(К").

Сферическое представление Р(г, е) обобщённой функции / 6 8' определяет
ся неоднозначно. Общий вид сферического представления для любой /(<) £ 
5(ЙП)'(1К”), выглядит так :

ро(г, е) + ^2<У(р)(г)Фр(е), р = 0,1,..., 
р=0

где Ео(т,е) какое-то (конкретное) сферическое представление, а обобщённые 
функции Фр(е) удовлетворяют условиям

(Фр(е), Рр(е)) = О, Ы=р, р=0,1,..„ (7)

где Рр(<) - любой однородный многочлен степени р.

§2 . СФЕРИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОДНОРОДНЫХ 
ОБОБЩЁННЫХ ФУНКЦИЙ
Пусть /Ь(<) £ 8'(Ж") и однородна степени а. Если а ф —п, —п — 1,..., то

(/о(<), р(<)) = (А,+п(г)Ф(е), р(ге)), Ур(г) £ 5,

где Ф(е) £ 5'(5П՜1).
Обобщённая функция /о (2) 6 5'(К") однородна степени а = —п — р, где 

р - целое неотрицательное число, тогда и только тогда, когда существует 
обобщённая функция

Ф(е) £ 8'(8П х) такая что (Ф(е),Рр(е)) = О 
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для всех однородных многочленов Рр(<) степени р, и для некоторых су, — 
(Уь имеем

(/о(*),р(<)) = / (ф(е)^(ге) -т;(ге)(г,е)) -^+ с^0)(°)>
'/0 1Л=р

где Т£[те}(т,е) тейлоровский многочлен функции <р(ге) :

^(ге)(г>е)= 12 7Г’^(е)*’0)(°)’ > = •••>>")’ Ь’1 = л + --- + Уп,
1>1<р 7՛

причём Е](е) = е^е^ . ..е&, е = (ех,.. .,еп) 6 Бп՜1.

§3 . ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ
Для некритических порядков однородности справедлив следующий результат.

Теорема 2. Пусть /(<) £ <$'(ЖП) и р(к) - автомодельная функция порядка 
а —п — р, р = 0,1,.... Тогда обобщённая функция /(<) асимптотически 
однородна относительно автомодельной функции р(к) порядка а, то есть

—7тт/(к1) -> /0(<) при к +оо в <9'(®")> 
Р(«)

тогда и только тогда, когда существуют её сферическое представление Р(г, е) и 
число М (14 + а > —п) такие, что

т^+п11р(г)֊р,(~'1У)(г»е)-)-ф(е) ПРИ г->+оо в 5'(5П՜1),

где Ф(е) £
Эта теорема является обобщением результата для случая / £ 3'+. В случае 
критических порядков а = —п — р, р= 0,1,..дело обстоит несколько сложнее.

Теорема 3. Обобщённая функция /(<) £ <9'(1КП) асимптотически однородна на 
бесконечности относительно автомодельной функции р(к) порядка а = —п—р, р = 
0,1 тогдаи только тогда, когда существует её сферическое представление Р(г, е) 
и число И (14 + р > 0) такое, что

Р(г, е) = Р1(г, е) + Р2(т, е),

где

-»ф1(е) ПРИ г->°° в
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и
Г։(-ЛГ)(г, е) = глг-р-1^-։’-Ч(г, е), 

причём т)(г, е) непрерывна по г > 0, со значениями в 8'{8П՜1) и

1___
гп-1р(т՝) г)(т, е) —> Фз(е) при т —г оо и (т)(г, е), Е3(е)) = 0 для всех |у | = р.

Здесь специальная первообразная г[ р (г, е) порядка р+1 пог для г > 0 даётся
формулой

( Г ГГг+1 Г1 с°°/ с2гр+1 / <1гр... / е), если / грр1(г)с1г = оо
т/ Р-1](г>е) = < •11 14-00 1+оа ,11

Гг Ггг+1 Ггз го°
/ <1гр+1 / <1гр... / 1?(Г1,е)сЬ-1, если / г11 рх(т)<1г < оо

•/+оо */+оо 74-00 71

Можно дать другое описание асимптотически однородных обобщённых функций 
в духе теоремы 1. Мы приведём это описание в случае асимптотически однород
ных функций на бесконечности.

Определение 4. Пусть Ь(х,у), х 6 Ж”, у > 0 непрерывна и р(к) автомодельная 
функция. Будем говорить, что Л(ж, у) ведет себя на бесконечности как р(|к|), где 
И = УИ2 + у2, если

1. существует

11ш -уГ֊\Н(кх,ку)\ = С(х,у) при |ж|2 + у2 = 1, у > О, К-4-ОО Р[К)

2. существуют постоянные А и Ь такие, что

8ир-7Г֊|Л(А;х,йу)| <-г при |х|2 + у2 = 1, у > 0. 
к>1 Р(к) у°

Напомним, что стандартным усреднением обобщённой функции /(<) £ 
с ядром ш(<) € 5(ИП) называется функция

(1 / т Р \ \
/«), у) ек՞х (о. ~)-

Теорема 4. Пусть ш(<) £ <5(йп) причём [ф 0. Обобщённая функция /(<) £ 
8' (1£п) асимптотически однородна на бесконечности относительно автомодельной 
функции р(к) тогда и только тогда, когда (ж, у) ведёт себя на бесконечности 
какр(|я|).
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/ \ а" t"Отметим, что если в качестве ядра усреднения взять функцию = се и 
полагать, что у = у/1, то

= Ьш,(х,у)

есть решение задачи Коши для уравнения теплопроводности

-^и(я,4) = а2Ди(а;,<), Нт и(х,<) = /(в) (в £')> / 5', х € К՞, < > О, (8)

(2) существуют А и Ь такие, что

ОТ *-»■4-0

в классе не более, чем полиномиально растущих функций,то есть таких, что

|и(Е,<)1<с֊(|®Г + |<Г + 1)

для некоторых Ъ,С и ТУ, зависящих от и.

Определение 5. Пусть р(к) - автомодельная функция порядка а. Если для 
некоторой функции и(я,<) выполнены условия :
(1) существует предел

~тгги(кх, кЧ) -¥ио(хЛ) р(к) при к —У 4-оо, х £ R”, ОО,

. А
<ТЪ при—утт-и(кх, кЧ) р(к) |®|2 +<2 = 1,

то будем говорить, что функция и(я, I) стабилизируется (б бесконечности )по 
параболам относительно автомодельной функции р(к).
Теперь теорема 4 может быть перефразировала в следующем виде :

Теогета 4*. Пусть р(к) - автомодельная функция. Для того чтобы решение за
дачи Коши (8) стабилизировалось по параболам относительно р(к) необходимо и 
достаточно, чтобы начальная функция /(х) 6 3' была асимптотически однородна 
на бесконечности относительно р(к).

§4. О ГРАНИЧНЫХ СВОЙСТВАХ ФУНКЦИЙ ГОЛОМОРФНЫХ В 
ТРУБЧАТЫХ ОБЛАСТЯХ
Рассмотрим функцию Р(я) € Н(ТС). Напомним, что поведение К(г) в Тс при 
я —> О как р у֊ по теореме 1 эквивалентно асимптотической однородности её 
граничного значения ^х՝) в нуле относительно р(к~).
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Пусть Cq, q = 1,2,..., m, - открытые, острые, выпуклые конусы в й", аГ, = С* 
- их сопряжённые конусы. Положим

Нр = .,/х) е<5'(Е՞), iz = l,...,m:supp £։...,-,(t) С U Г.г, |,

I 1=1 J

где р = 1, ...,тп и /<!„.»,(а?) полностью антисимметричны по совокупности 
индексов. Положим ещё

{"* 1 f(x) е S'(R") : supp /(t) С П ГЛ .
9=1 J

Если Ц?=1 Г։< регулярное множество, то условие ^supp/(t) С Ц?=1 Г,-^ эквива

лентно условию (я) = 12z=i (®)i где (®) - граничное значение функции 
hit(z) G Н(ТС‘‘). Введём (пограничные) операторы 6Р по следующему правилу : 
если / G Нр, то 6pf G Hp+1, где

fc=O

Здесь символ ”՛” сверху означает, что соответствующий индекс опущен. Пусть 
p(k) автомодельная функция порядка а, положим

Ар = {/ 6 Нр : все компоненты f асимптотически 

однородны в нуле относительно p(k)}.

Отметим, что кограничный оператор 6Р : Ор >֊֊> <7р+1 корректно определён для 
фактор-пространств б3* = Нр/Ар, так как 6РАР С Ар+1.

Fi(z) — Тг(я) ведёт себя тС1ПСз как р

Теорема 5. Пусть С9 = Ж” и а 0, —1,.... Тогда последовательность

О —» G° А G1 А- G2 А .. G՞*՜1 '^4 Gm —+ 0 (9) 

точна.

Следствие 1. Пусть С1 и Сг - открытые, острые, выпуклые конусы в ®" и 
сЪ Сх и С2 = Ж". Если Л(г) £ Я(ТС'), 1 = 1,2, и

1
(Ю)
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где р(к) - автомодельная функция порядка а 0,—1,—2>-..։ то существует
многочлен (}(г) такой, что

Fi(z) — Q(z) ведёт себя в Тс‘ как i= 1,2,

где Q(z) = 0 при а > 0.

Теорема 6. Пусть С,, г ~ 1,2, ...,т, - открытые, острые, выпуклые конусы 
в R”, Г,՛ = С* - сопряжённые конусы, причём рг (0^=1 Г.) = ? регулярное 
множество на единичной сфере Я”՜1. Пусть 6 Н(ТС՛') причём сумма 
их граничных значений /(®) = 52^1 Л'(®) асимптотически однородна в нуле 
относительно автомодельной функции р(к) порядка а / 0,-1, —2,....
Тогда существуют Е,-(г) 6 27(ТС>) ведущие себя в Тс‘ как р > я Л(®) = 
/(«)•
Если а = 0,1,..., то Теорема 6 останется справедливым при дополнительном 
предположении сА Сч Ц С։+1 / R՞, д = 1,..., т — 1.

Abstract. Generalized functions of slow growth that have (quasi)asymptotics on 
the asymptotic scale of regularly varying functions are said to be asymptotically 
homogeneous. The paper suggests a spherical representation of the distributions and 
describe such functions in terms of that representation. The results are applied to the 
study of the singularities of the functions holomorphic in the tube domains over the 
cones.

ЛИТЕРАТУРА

1. Ю. H. Дрожжинов, Б. И. Завьялов, “Асимптотически однородные обобщён
ные функции и граничные свойства функций голоморфных в трубчатых 
конусах” Известия РАН, серия математическая, том 70, № 6, 2006.

2. В. С. Владимиров, Ю. Н. Дрожжинов, Б. И. Завьялов, Многомерные 
тауберовы теоремы для обобщённых функций, Москва, Наука, 1986.

3. Ю. Н. Дрожжинов, Б. И. Завьялов, “Асимптотически однородные обобщён
ные функции в сферическом представлении и некоторые применения”, 
Доклады РАН, том 405, № 1, стр. 18-21, 2005.

Поступила 21 сентября 2006


