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Резюме. Работа носит обзорный характер и в ней приводятся основные ре
зультаты по исследованию и решению интегро-дифференциальных или интег
ральных уравнений типа свёртки. С помощью этих уравнений описывается ряд 
задач физической кинетики. Для этих уравнений разработаны различные факто- 
ризационные методы и показана универсальная и фундаментальная роль урав
нения Амбарцумяна.

ВВЕДЕНИЕ
В начале 40-х годов В. А. Амбарцумяном был сформулирован принцип инвари
антности, который первоначально применялся для задачи многократного рассе
яния света в мутной среде [1]. Принцип инвариантности сводит решение многих 
задач к нелинейному функциональному уравнению, именуемого уравнением Ам
барцумяна (А-уравнение)

рЮ = 1 + <р(3) [Ь ^^ар, с(р) > о. (од)

Функция Амбарцумяна у>(з) является основным решением (предел простых ите
раций с нулевым приближением) А-уравнения. Функция ^(в) обладает следую- 
щими свойствами :

[Ь Из = 1- 1 < <р(з} Д. ш 3,
•!а 8

если А < 1, то у>(+0) = а если А = 1, то <р(з) = О(з) при з -> +оо.
Здесь А < 1 — так называемая вероятность выживания при элементарном акте 
рассеяния.
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С А-уравнением ассоцируется основное уравнение переноса излучения относи
тельно функции источника

/(г) = д(х) + I г < +оо. (0.2)
•1о

Во всех приложениях ядро интегрального уравнения (2.2) является вполне моно
тонной функцией вида:

/•Ь лЬ
К(х)= / е-1х1'С(з)<й, 2/ б(а)—= А<1. (0.3)

Уа 7а 8

Заметим, что в случае г ֊ +оо, уравнение (0.2) представляет собой интегральное 
уравнение Винера-Хопфа (17УН-уравнение).
Изучению А-уравнения и разработке его математической теории посвящены мно
гочисленные работы (см. [2, 3] и ссылки в них). Впервые в [2] была установлена 
связь между функцией Амбарцумяна и факторизацией интегральных операторов 
Винера-Хопфа. В дальнейшем стало ясно, что сочетание А-уравнения с нели
нейным уравнением факторизации Енгибаряна является мощным орудием для 
эффективного аналитического решения ^УН-уравнения.
В различных областях физической кинетики, таких как теория переноса излу
чения, кинетическая теория газов, металлов и др., существует ряд задач, ко
торые описываются скалярными или векторными интегральными уравнениями 
с суммарно-разностным ядром или интегро-дифференциальными уравнениями 
первого или второго порядка типа свёртки.
Настоящая работа носит обзорный характер основных результатов по исследо
ванию вышеуказанных уравнений и показана центральная роль А-уравнения. 
Основные результаты получены в последние годы (см. [4-9], [11]), а некоторые 
из них находятся в процессе публикации.

§1. ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ С 
СУММАРНО-РАЗНОСТНЫМ ЯДРОМ
Задача 1 (из кинетической теории газов). Пусть в пространстве К3 задана 
декартова система координат (х,у, г). Пусть газ заполняет полупространство 
х > 0, ограниченное твёрдой плоскостью х = 0. Газ течёт вдоль этой плоскости 
со скольжением, со среднемассовой скоростью {/(г). Будем считать, что градиент 
температуры и концентрации отсутствуют.
Уравнение Больцмана в рамках модели Бхатнагар-Гросс-Крук (ВСК) имеет вид
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(см. [4])

= _/(Х։ + 7Г-з/2е-(.-֊^(.))’1 (1>1)
дх 

л+оо Г 4-00 г+оо
и(х)= / / «2 (/+(ж,з)+/"(®,з)] азхс/згсгаз, (1.2)

Уо </—оо «/ — оо

здесь з = (81,32, зз) - вектор молекулярной скорости и

/ /(®> «) если 81 > 0 - _ / 0 если 51 > О
/ (®> 10 если Я1 < о ’ Х,Я ]. /(я, з) если 31 < 0 ’

где /(х,з) - функция распределения молекул. К уравнениям (1.1) и (1.2) присо- 
единим граничные условия

1 — 6 _ 2 _
/+(0,31,82,Зз) = +£? (О,-81,32,3з),

/ (®,81,32,3з)-> 0 если х —> +оо,

(1-3)

(1-4)

где 0 < Е < 1 - коэффициент аккомодации.

Теорема 1.1. Нелинейная граничная задача (1.1) - (1.4) эквивалентна следу
ющему интегральному уравнению с суммарно-разностным ядром относительно 
среднемассовой скорости

л+оо /»4-оо

и(х)= / к(х - + е / к(х+1)и(г)л, (1.5)
Уо Уо

с ядром
К(х) = ֊4= [+°° е-^’е՜1'“3 —. (1.6)

лАУо «
Заметим, что ядро К удовлетворяет условию консервативности ЦК= 1. Иско
мые функции распределения /+(®, з) и /-(®, з) можно определить из следующих 
простых нелинейных соотношений :

/+(х,з) = Се՜®/*1 + , (17)
УО 81

Г(х,з)= [°° е-(‘-«)/‘1е-(*?+'5)е-(за֊и«)а^։ (18)
Jx 81

С = ֊е-՛3 + [+°° е-*/’^ е-(’?+4)е-(-3֊и(‘))а^. (1.9)
7ГЛ/2 7Г3/2 31 4 ՛

Задача 2 (из теории переноса излучения). Пусть водный бассейн со сто
роны атмосферы освещается излучением интенсивности /^"(С), где С, - косинус 
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угла между направлением падающего солнечного излучения и нормалью к по
верхности моря. Задача состоит в нахождении поля излучения в море, учитывая 
что фотоны в ходе диффузии могут отразиться от поверхности моря (внутрен
нее отражение). Предполагается, что отражающая поверхность ограничивает 
рассматриваемую среду со стороны падающего на неё излучения.
Будем считать, что рассеяние света внутри водного бассейна является когерент
ным и изотропным. Тогда уравнение переноса имеет вид (см. [5] и ссылки в ней)

+ Ц1 [г+(щ, О + Т- (щ, СО] (1.10)

где А - альбедо рассеяния, а /+(ж,С), /_(г,С) суть искомые интенсивности, 
распространяющиеся в сторону возрастания и убывания х.
К уравнению (1.10) присоединим граничные условия

г’-(о,о = /о+(0 + ^"(о,0, (1.п)

1՜ (®, £) = 0(1) при х —> +оо. (1-12)

Заметим, что граничная задача (1.10) - (1.12) сводится к неоднородному интег
ральному уравнению вида (1.5) :

л+оо /• 4՜ оо
3(х) = д(х) + I К(х — 4)5'(<)й + € I К(х + !)£(<)<&, 

Уо Уо
(1-13)

относительно функции источника

с ядром

Здесь

5(г) = |/1[1+(х,О + /-(®,О]^/ 
2 Уо

1г(~\ — [+°°
л(х) = -т / е ՛ ՛ —•

" »/1 °

/•+<»9^=1 е՜^-
У1 3

(1-14)

Заметим, что
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5 2. ФАКТОРИЗАЦИЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА И
УРАВНЕНИЕ АМБАРЦУМЯНА
Перепишем уравнение (1.13) (или (1.5)) в операторном виде

(I ֊ К ֊ К0)5 = <?. (2-1)

В работах [10,11] была рассмотрена возможность построения следующей факто
ризации :

1-К-К0 = (1-У-)(1-и0)(1-У+), (2.2)

где Р± суть вольтеровые операторы вида

(У+/)(о;)= Г У(® ֊*)/(<)<« и (7_/)(։)=Гу(<֊։)/(4)Л, (2.3)
Уо •>*

а (7о ~ интегральный оператор типа “Ханкеля”

„ г+°°
(и0/)(х)= По(®+<)/(<)*. (2.4)

•10

Ядро операторов У± задаётся формулой

ГьУ(®) = / е~х><р(8)С(в)<18, (2.5)
«/а

где у>(з) - функция Амбарцумяна. Очевидно, что У > 0 и

Г+°° Г+°° Гь (1ч<хо= У(я)й®=1, ак=гп1։(У)= / хкУ(х)с1х = в! / р(з)С(з)-г-з-.
Уо Уо Уа з +1

(2-7) 
Заметим, что ядро оператора СУо выражается через функцию Амбарцумяна 
посредством соотношения (см. [11]) :

/■ь
ио(х) = е в_®'р2(з)б(з)с!з. (2.8)

Уа

Факторизация (2.2) сводит решение исходного уравнения (1.5) (или (1.13)) к трём 
связанным простым уравнениям

(1֊У_)Р = р, 
(У-$о)Ф = Г, 

(Г-У+)СГ = Ф.

(2-9)
(2.10)

(2-11)
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Факторизация (-2.2) даёт возможность получить аналитическое решение исход
ного уравнения (1.5) через функцию Амбарцумяна (см. [5, 11]). Факторизация 
позволяет также получить асимптотическое поведение решения, что имеет важ
ное значение в приложениях (см. [8]). Для различных физических характеристик 
получены явные выражения через функцию Амбарцумяна. Эти результаты хо
рошо согласуются с результатами, полученными другими авторами (см. [12] и 
ссылки в ней). Результаты, относящиеся к аналитическому решению уравнения 
(1.5) (или (1.13)) можно найти в работах автора [5 - 8, 11].

§ 3. ОБ ОДНОМ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА
Рассмотрим следующее интегро-дифференциальное уравнение

НЕ Г+°°
-г- + Ь К(х — *)Е($)сЙ = 0, Е(+оо) = О, А > 0, (3.1)
в® Уо

с ядром
к(х) = ^ 0°в-|а’1'$ = / °° в"к1'<?(«)<Ь- (3-2)

Уравнение (3.1) выводится из стационарного линейного, модельного уравнения 
Больцмана без учёта в интеграле члена столкновений, который учитывает энер
гетические взаимодействия. Уравнением (3.1) описывается задача распределения 
электрического поля в полубесконечном металле, при наличии чисто внешнего 
электрического поля.

/п \2
Физический параметр А = (-£■) фигурирующий в уравнении (3.1), представ
ляет собой квадрат отношения плазменной частоты к частоте столкновений 
электронов и в металле.

Теорема 3.1. Пусть а = а$ - точка максимума функции

.. . 1п Гь зО(з) Л
А(а) = а ( 2 / > 0 < а < а.

Тогда если 0 < А < А(а0) (= Ао), то задача (3.1) в пространстве Соболева
ТУ1 (0, +оо) обладает решением вида

ад = [5(а;) + Я(։)]е-“’,

где
1) если 0 < А < Ао, то Н(х) 6 1>1 (0, +оо) и из

3(х) = 1 + у+ОО(1-€—)^1, 
Уо и

следует, что Б(х) = 0(1) при х +оо
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и) если А = Ао> то Н(х) 6 причём £ Я(*)сЙ = о(®2) при х ֊> +оо и из

3(х) = 1 + тпх +
(1 — е՜“®) ^Р(г1), т ■> д, следует, что 5{х) ֊ О(х). 
' ' и ~

Теорема 3.2. Если А > Ао и существует а £ (0, а) такое, что уравнение 

гь зс(з)аз 
А (к + а)[з2-(к + а)2]

имеет комплексный корень го, Для которого 0 < Ле зо < а — а и 1т ко > 0, то 
задача (3.1) в пространстве Соболева имеет решение вида :

( Г+°° 1Е(х) = е~ах < 2Ае՜^® соа(у® - -9) - / е~хиНр(и) > + Я(и)е՜“®,

где Н(х) = /1(я) + Л(®)>

У1(ж) е £1(0, +оо), /г(в) £ См(0, +оо), /3 = Ле г0, го = 1т г0,

/ />+оО \
Ае^=( teг°tTa(t)dt] , 

\«/-ОО /

р - конечная на [0, +оо) мера, непрерывная в нуле и Та = еах К(Ь)И. 
Заметим, что при 0 < А < Ао решение положительно и экспоненциально убывает. 
При А > Ао возникает затухающее знакопеременное решение. Качественный 
характер решения связан с физическими явлениями и нуждается в физической 
интерпретации.
Результаты этого параграфа опубликованы в работах [9, 13].

§ 4. ОБ ОДНОЙ КОНСЕРВАТИВНОЙ СИСТЕМЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ
Рассмотрим задачу температурного скачка в кинетической теории газов в рамках 
линеаризованной ВСК модели уравнения Больцмана. Эта задача описывается 
системой консервативных интегральных уравнений свёртки на полупрямой с 2 х 2 
матричным ядром :՛

2 /•+«•
Л (®) = Р.(®) + 52 /о (х - (<)Л, г = 1,2,..., (4.1)

где
Г+°° Гь г!п/ К^х)Нх = 2 С?.у(р)-= №з)2. (4.2)

Л Р
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а (<?,у) - единичная матрица.
Вопрос необратимости оператора I — К определяется с помощью символа I — 
К(з), где К(з) - по компонентное преобразование Фурье от К. А именно, для 
обратимости оператора I — К необходимо и достаточно выполнения следующих 
условий (см. [15]) :

а) Символ невырожден, т.е.

det [7-Я(Я)]/О, (4.3)

2 л+оо _
Ь) частные индексы равны нулю, т.е. х = — „— / darctg (I — К(s))ds = 0.

2 Л" J—оо
Однако, в случае системы (4.1), (4.2) условие (4.3) в точке в = 0 нарушается, и 
символ имеет нуль четвёртого порядка. Такая высокая степень вырожденности 
существенно усложняет изучение и прямое численное решение системы (4.1). 
Несмотря на это, справедлива следующая лемма.

Лемма 4.1. Символ I — К(з) допускает разложение

— Я2 —
I-K(s) = -^[I-T(s)]t (4.4)

где I — Т(з) - символ оператора I — Т с ядром

Г+°° / Я2\Т(х) = / e-H'G(p) (1 - ) dp, G(p) = (G,y(p)). . (4.5)
Ja \ P J

Более того, в точке s = 0 имеем
_ к

det (7-Т(0)) = -/34#0, (4.6)

где /3 - положительное число.

Теорема 4.1. Оператор I — К допускает разложение

I-K = (I-U-}(I-T}(I-U+), (4.7)

где операторы Ц'± суть нижние и верхние простые вольтерровые матричные 
операторы

(у+/)Ю=р/’ (о-/)(я)=/3^+”е-'3(‘-1)/(г)Л, (4.8)

аТ - матричный интегральный оператор Винера-Хопфа. Оператор I — Т обрат- 
тим.
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Факторизация (4.7) сводит решение системы (4.1) к последовательному решению 
трёх простейших связанных уравнений и даёт возможность получить аналити
ческое решение консервативной системы ^УН-уравнения. Эта факторизация даёт 
возможность изучить асимптотическое поведение этого решения в +оо. Резуль
таты настоящего параграфа готовятся к публикации.

§ 5. ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 
НЕЛОКАЛЬНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ВОЛН
Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение

+ А/= д(х) + X Г*” К(х-Ы№ (5.1)
а® ./О

с ядерной функцией

К(х) = р е-1х1'С(з)«й, а > 0. (5.2)

Предполагаем, что

А > 0, АеЖ, (?(р)>0 и 2 [+ б(р)—= 1. (5.3)
J а Р

К числу задач, сводящихся к однородному (р = 0) уравнению (5.1) относят
ся : аномальный спин—эффект, распространение геликоновых волн вблизи цик
лотронного резонанса и др. (см. [14]). Член А/ играет роль локального взаи
модействия, д играет роль внешних сил, а интегральный член обуславливает 
нелокальные взаимодействия. Доказана следующая теорема :
если ядро К имеет вид (5.2), (5.3), то при произвольном А > 0 и А € К 
имеет место факторизация

Л2 + А1 - К = (I - У_)(Д2 + 7/)(/ - У+), (5.4)

где 7 6 Ж, У± суть вольтерровые операторы вида (2.3).
Эта факторизация применяется к решению уравнения (5.1). Результаты по 
изучению и решению уравнения (5.1) скоро будут опубликованы.

Заключение. Первоначально А-уравнение было выведено В. А. Амбарцумяном 
для решения некоторых астрофизических задач. В дальнейшем оказалось, что с 
помощью функции Амбарцумяна решается ряд задач не только в астрофизике, 
но и в других областях естествознания. Несмотря на то, что рассматриваемые 
задачи с физической точки зрения совершенно разные (взаимодействие излуче
ния с веществом, взаимодействие молекул со стенкой, металла под воздействием 
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внешнего электрического поля, электрического тока в проводнике) и соответству
ющие процессы описываются разными скалярными (векторными) интегральны
ми уравнениями (1.5), (4.1) или интегро-дифференциальными уравнениями (3.1), 
(5.1), тем не менее все решения и физические характеристики выражаются через 
функцию Амбарцумяна. Это еще раз подтверждает универсальную и фундамен
тальную роль уравнения Амбарцумяна.

Abstract. The paper presents a review of convolution type integro-differential and 
integral equations, that describe a series of problems in physical kinetics. For such 
equations, different factorization methods exist and among them the universal role of 
Ambartsumian equation is shown.
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