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Резюме. Работа посвящена распространению тауберовых теорем типа Вине
ра на класс обобщённых функций медленного роста. Показано, что функционал 
имеет некоторую асимптотику (в слабом смысле) тогда и только тогда, ког
да он имеет ту же асимптотику на тестовой функции, преобразование Меллина 
которой в некоторой полосе комплексной плоскости не может приближаться к 
нулю быстрее некоторой отрицательной степени полинома. В качестве примене
ния этого результата приводятся некоторые абелевы и тауберовы теоремы для 
некоторых преобразований Стилтьеса.

В тридцатых годах прошлого века Н. Винер [3] доказал следующую тауберову 
теорему : Пусть /(£) £ £оо(—оо, +оо) и функция у>о(£) £ -Ь1(—оо, +оо) такова, 
что её преобразование Фурье

/+°° 
е'1?у>о(£) -/- 0 для всех г £ (—оо, +оо).

■ОО

Тогда из существования

/
4-оо г4-оо

/(а + £>о(£)<*£ = А / 
■оо 7-00

следует существование

/
4-оо г4-оо

/(« + = А / ДЛЯ всех <р Е Ь1(-оо,+со).
■X 1-х
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Заменой переменных £ = 1п4, 1па = к, она приводится к виду : пусть /(<) € 
1оо(0,+оо), а функция € Ь1(0,4-оо) имеет преобразование Меллина

л ОО
<Ро(х) = / <-1®ро(<) / 0 для всех я € (—оо,+оо).

./о

Тогда из существования
у ОО 

Нт / /(А;<)^о(<) Л = с 
Л->+°о Уд

следует существование
Л ОО

Кт / /(&4)р(4) «Й = с«, для любой у>(<) е Ьх(0, оо).
к-Ц-оо у0

Прямое доказательство этой теоремы сводится к доказательству того факта, что 
линейная оболочка множества мультипликативных сдвигов {ро(Лй), 0 < к < оо} 
плотна в Ьх(0, +оо). А так как множество {/(&<), 0 < к < оо} ограничено, то, по 
теореме Банаха-Штейнхауза, и следует утверждение теоремы.
Теорема Винера занимает одно из центральных мест в гармоническом анализе и 
нашла многочисленные применения в различных областях математики. Поэтому, 
весьма важно, распространить эту теорему на другие классы функций.
Пусть М, Ы (М < ]У) целые неотрицательные числа, а, Ь -вещественные нецелые 
числа и 6 > 0. Через 5+ обозначаем пространство бесконечно дифференцируемых 
на [0, 4-оо) и быстро убывающих вместе со всеми своими производными функций.
А через - пополнение <5+ по норме

+ тах
Г+°° /Р՜

(1)

где (6) = [— Ъ — 1] при Ь < —1, а [я] - целая часть числа я. Если Ь > —1, то 
тейлоровский многочлен Т^՝1 (4) = у и последняя сумма производных 
в (1) отсутствуют.
Функции <р е <?4можно описать следующим образом : если I 6 (0,5), то

Н<)=сс + ^ + ...+ ^>+^)։ (2)

где е Ь1(0, <У) для 0 < 1 < М. А при 4 е (£ - €, +оо), то 4“+-»рЬ)(<) е
— е, +оо) для 0 < 3 < М, где 0 < е < 6 (отметим, что в случае Ъ > — 1 
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полином в (2) отсутствует). Числа су, у = 0,1,..., (Ь), определяются однозначно и 
являются естественным расширением понятия производных в нуле для функций 
из 5^в. Всюду далее мы их обозначаем через су = ф^(0), 1 = 0,1,..(6).
Через <$£ обозначаем проективный предел пространства по М и IV. Про
ективный предел этих пространств по а и Ъ образует пространство 3+- Про
странства линейных непрерывных функционалов обозначаются штрихом сверху, 
так что / 6 означает, что / -линейный непрерывный функционал над

пространством основных функций Отметим, что по теореме о конечном 
порядке любая обобщённая функция из 5^ принадлежит какому либо (з^™^ . 

Преобразование Меллина основных функций ф(4) £ 3^'^6 определяется формулой

Л4М = <р(г) = 1о+°° 4֊” [ф(4) - ТЫ (4)] <44, к = х + 6 П^, (3)

где Пь = {« € С: 6< у< а} и (у) = [—у — 1]. Так что при у > — 1 тейлоровский 
многочлен

[-Э-1] .у 
Т<’>(<) = Ё н*>а)(°) 

7=0 3'

функции ф отсутствует. Интеграл в (3) сходится абсолютно при Ъ < у < а, 
кроме, возможно, целых отрицательных значений у, находящихся между а и 
Ь, и определяет в полосе Пь аналитическую функцию, имеющую, быть может, 
простые полюсы в целочисленных отрицательных чисто мнимых точках. Вне 
полюсов, скажем в р]{|х| > 1}, функция ф(я) ограничена.
Пусть {ф£(4) 6 5“'" , /3 6 I) - семейство основных функций, где I - счётное 

множество индексов и пусть Е 1} - преобразование Меллина этого
семейства. Напомним, что точка я € ]Г[^ называется нулем кратности г 
семейства {фо (г) }։ если для любого /3 € I имеем

(к) = 0, (к) = 0,..., & = О(12 Ц2

но Ф 0 для некоторого /3 £ I.
В качестве асимптотической шкалы мы используем шкалу автомодельных 
(правильно меняющихся) функций. Положительная и непрерывная при доста
точно больших к функция р(к) называется автомодельной, если существует 
Нпц—ц-оо = 4(4), причём сходимость равномерная по 4 на каждом компак
те полуоси (0,оо). Легко видеть, что 4(4) = 4“ при некотором а. В этом случае 
функцию р(к) называют автомодельной функцией порядка а. Заметим, что 
функции ка, ка 1пЛ, ка 1п1пЛ,... -примеры автомодельных функций порядка а.
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Теорема 1. Пусть / е , а >Ь,Ы>М, р(к) - автомодельная функция

порядкаа, для которойЪ < а < аи{^(<) € /3 £ /} - заданное семейство 

функций со свойствами

8ирРдаММ(*)]<ОО. (’)
РЫ

£?И(Фгп^։ 2£ПХо’ (4)
для некоторых А,т и ео > 0, где а — Ео > Ъ. Кроме того, пусть для любого 
1 = 0,1,..., (а) существуют некоторые (3^ 6 I такие, что

^■(0)/0, 3=^,1,..., (а). (5)

Если для любого /3 Е I и некоторой постоянной С

то /(<) - асимптотически однородная обобщённая функция относительно р(к), то 
есть для любого <р(1) €

<7>
Заметим, что если а > —1, то условие (5) отсутствует. В приложениях часто 
встречаются ситуации, когда некоторые из условий теоремы нарушаются. На
пример, если в теореме нарушены условия (4) (скажем, семейство {£о(я), (3 £ Г} 
имеет конечное число нулей пг / а кратности пг в полосе Па-«°0) или (5)։ то из 
обобщенной функции /(£) следует вычесть некоторые контрчлены вида

/о(<)=Е Ё ь«-ч+ ֊ Ёсо^(Пг)(<), 

г=1 е=1 г=1
(8)

где С(Г (г = 1,..., го, £ = 0,1,...) и гт - постоянные. Тогда разность /(<) — /0(<) 
будет асимптотически однородна относительно р(&). Функции фигурирующие в 
(8) введены и изучены в книге [1].
В качестве применения теоремы мы рассмотрим тауберовы и абелевы теоремы 
для интегрального преобразования Стилтьеса и его различных обобщений. Пре
образование Стилтьеса в различных его модификациях и тауберовы теоремы для 
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него изучались многими авторами. Мы приведём здесь абелевы и тауберовы те
оремы для преобразований типа Стилтьеса, в которых подчас трудно проверяе
мые классические тауберовы условия типа положительности или ограниченности 
отсутствуют.
Пусть фиксированы числа п = 0,1....... с > 0 и з (—оо < з < +оо). Пусть
f(t) е (SJ)', где а < з — 1 и Ь < а. Тогда обобщённое преобразование Стилтьеса 
определяется формулой

( 1п”(с—
С\[0, +оо), (9)

\ kC Z/ /

где логарифм задается своей главной ветвью : In я = 1п|я| + г arg я, | arg z| < тг. 
Ядра этих интегральных преобразований суть

1пп(с — -)(с-1/ гбС\[°>+°°)> (Ю)

а формула (9) корректно определяет функцию F(z), аналитическую во всей 
комплексной плоскости С с разрезом по положительной части вещественной оси.

Теорема 2. Пусть f(t) G (SJ)' (а < з — 1, Ь < а) асимптотически однородна 
относительно автомодельной функции p(k) порядка а, (Ь < а < а), то есть для 
любого <р Е S+ имеем

(11)

Тогда
1) для любого ß 6 (0,2т)

lim —-y-r F(re*^) = с^, (12)
г->+оо rp(r) 4 ՛ ' '

2) существуют А, m и г о такие, что

’■>n” <13>

Обратную (тауберову) теорему мы приведем для случая n = 1 и з > 0.

Теорема 3. Пусть F(z) - аналитическая функция в С\[0,+оо), определяемая 
формулой

г И = (^). )1 z G c\[0> +oo)> (14) 



16 Ю. Н. Дрожжинов, Б. И. Завьялов

где /(й) е (<$“)', 5 < а < з — 1, з > О, с > О, а р(к) - автомодельная функция 
порядка а (6 < а < а). Пусть, кроме того, выполнены условия (12) и (13). 
Обозначим через уо единственный корень уравнения

1пс + = У<(з - ! + ։«), на интервале (-гоо, ։(з - 1)), (15)

где = £ 1п Г (к), а Г (г) -гамма функция Эйлера. Тогда :
1) если уо < а, то /(<) асимптотически однородна относительно р(к),
2) если а < 1/0։ то возможны следующие случаи :

а) если дополнительно уо = -1,-2,..., то существует со такая, что /(<) — 
асимптотически однородна относительно р(Л),

Ь) если з/о / —1, —2,..то, возможны следующие подслучаи :
Ы) если з/о > а, то /(<) асимптотически однородна относительно р(к), 
Ь2) если а < уо < а, то функция /(<) - с0^° асимптотически однородна 
относительно р(к), с некоторой постоянной со-

Замечание 1. Если в Теореме 3 условие з > 0 заменить более слабым условием 
з у!; 0,—1,-2,..., тогда кроме нуля з/о, следует учитывать и другие нули 
уравнения (15) 3/1,3/2,..., которые все расположены на чисто мнимой оси. Если ни 
один из них не равен —1, —2,..., то Теорема 3 остаётся верной. Если же один из 
них совпадает с —1, —2,..., (а это может случиться только с одним из корней), 
скажем, з/у = — I, где I - целое положительное число, то кроме контрчленов, 
которые перечислены в Теореме 3, нужно вычесть еще один контрчлен С1<£(г-1)(<). 
Доказательство Теоремы 3 основано на следующем. При г = те'&

__\—р(ге‘Р\ —__11п (с~ 7е _ 1 /1п (с — 1е |/3)А 
гр(г) ՝ ' гр(г) у ’ (с - ^е~'Р)։ у р(г) \ ’ (с - 1е~‘Р)‘ / '

Теперь остаётся проверить условия Теоремы 1 для семейства

где С) достаточно велико, а I - счётное множество значений /3 6 (0,2тг), имеющее 
концы интервала своими предельными точками. При этом нужно учесть, что 
преобразование Меллина <р^ (V) равно

вщ^аЗ^е^-^+^с1—"рис + ф(з) ֊ ф(з - 1 + «)]Г(1 ~ ~ 1 + .
Г(з)

Abstract. The paper is devoted to the extension of Wiener-type Tauberian theorems 
to a class of generalized functions of slow growth. A functional is shown to have certain 
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asymptotics (in the weak sense) if and only if it displays the same asymptotics on 
a test function whose Mellin transform is bounded away from zero in a strip of the 
complex plane. As an application of this result we give some Abelian and Tauberian 
theorems for several Stieltjes transforms.
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