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Резюме. В первой части настоящей заметки мы исследуем вопрос когда чис
ло, принадлежащее границе числового образа является нормальным собствен
ным значением. Во второй части рассматриваются условия, при которых начало 
координат принадлежит числовому образу оператора. В последней части уста
навливаются некоторые связи между спектром и нормализированным числовым 
образом оператора.

Пусть А - ограниченный оператор в гильбертовом пространстве Н, (•, •), ТУ (А) =
{т : Ах = 0} ֊ его ядро, №( А) = {{Ах, х) : ||т|| = 1} ֊ числовой образ, а

Wn(A) =
||Ат|| * ||т||

:||Ат||#0

нормализированный числовой образ оператора А. Напомним, что комплексное 
число Л называется нормальным собственным значением оператора А. если 
существует ненулевой элемент х 6 Н, такой что Ах = Хх и А’х = Ат.

1. Следующее утверждение (см. [5], Лемма 5.2.2) играет важную роль при 
доказательстве существования квадратного корня для любого положительного 
оператора. Так как приведённое там доказательство содержит неточности, мы 

приводим элементарные выкладки.

, Лемма 1. Пусть оператор А неотрицателен, т.е. {Ах,х) > 0 для любого х 6 Н.

Тогда условие (Ат, т) = 0 влечет Ат = 0.
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Доказательство. Посчитаем

Следовательно

1
II л ||

|| Лх||2 < 0.

Очевидно, что утверждения (Ах, х} = 0 =3» Ах = 8 и (Ах,х) = 0 <=> Ах = О 
эквивалентны. Сдвигом на скаляр можно это утверждение переформулировать 
следующим образом : если числовой образ самосопряженного оператора А содер
жит наибольшее (наименьшее) значение /х, то р является собственным значением 
оператора А. Развивая эту идею, М. Эмбри [1] показала, что если р € (А) явля-
ется граничной точкой и р = (Ах,х) / ||х||“, то существует действительное число 
и такое, что

ехр(й*>)(А — р1)х = ехр(—йи) (А' — р!) х.

Как установлено Гильдебрандтом в [3], (А - р!) х — 0 влечет (А’ — /*/) х = 0, 
т.е. собственное значение /х, принадлежащее границе числового образа, является 
нормальным собственным значением. Стампфли в [8] доказал, что если А есть 
гипонормальный оператор (т.е. А* А — А А* > 0), то любая крайняя точка из 
IV (А) является нормальным собственным значением оператора А.
В работе автора [2] такое же утверждение доказывается для более обширного 
класса операторов, но для некоторого подмножества крайних точек. В известной 
монографии [7] приведено аналогичное утверждение (Гл. IV, Лемма 5.2) 
Пусть А - аккретивный оператор (т.е. У? (Ах, х) > 0 для любого х € Н). Тогда

\(А/.д}\2 <Я{А/,Г)-П(Ад,д)

и. следовательно, из Я (А/, /) = 0 следует А/ = в. К сожалению, не только 
доказательство, но и само утверждение ошибочны. Действительно, полагая / = 

получим
1М/,/)|2 <

В силу аккретивности оператора А имеем |(А/, /)| < Я (А/, /). Так как противо- 
положное неравенство справедливо для любого комплексного числа, то (А/, /) = 
»(А/,/), что неверно в общем случае. В качестве конкретного опровергающего 
примера можно взять вольтерровский оператор интегрирования в £2(0, 1) :

(У/)(х)= Г/(0 л.
Уо
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Очевидно

так что оператор V аккретивен. При /(я) = 1 и д(х) = х получим {У/,д) = 
(V/,/) = 5 и {У /,д) = §. Таким образом, требуемое неравенство неверно даже 
в ослабленном виде

Этот пример является крайним в некотором смысле, поскольку № (V) = {0}, а

совпадает с ортогональным дополнением к подпространству констант.
т.е. имеет коразмерность 1.

9 1
2. Введём обозначение М\(А) = : (Ах,х) = А ||т||՜ г. Очевидно, что Л/д (А)
{0} тогда и только тогда, когда А Е И^А). В [1] М. Эмбри доказала, что Л/д(А) 
является нетривиальным подпространством пространства Н тогда и только 
тогда, когда А есть крайняя точка множества ИЛ(А).

Предложение 1. Условия 0 £ ИЛП(А) и Мо(А) = ЛА(А) эквивалентны.

Доказательство. Переходя к отрицанию обоих частей, получим, очевидно, 
эквивалентные (в силу включения №(А) С Мо(А)) утверждения

О € ^„(А) <=> {Зга/ {Ах, х) = 0 & Ах ф 0} .

Предложение 2. Условия О Е ЖП(А) и 0 6 1Уп (А’) эквивалентны.

Доказательство. Пусть наоборот 0 £ 1Уп (А*). По Предложению 1, это условие 
означает ТУ (А*) = Мо (А*) = Мо(А), и согласно результату М. Эмбри, 0 явля
ется крайней точкой ИЛ(А). Следовательно, 0 принадлежит границе множества 
1У(А), и из равенства А*х = 0 следует Ах = 6, т.е. О £ ^(А).

Следствие 1. Условия 0 £ 1УП(А) и /У(А*) = 7У(А) = Мо(А) эквивалентны.
Отсюда заключаем, что при выполнении указанного условия оператор А пред
ставляется в виде ортогональной суммы

В 
О

0\
0 / ’

где 0 £ №(В), причем одно из слагаемых может отсутствовать. Нетрудно 
заметить, что второе слагаемое отсутствует тогда и только тогда, когда 0 £
ИЧА).
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Замечание 1. Если существует ненулевой элемент х Е Н такой, что А х

Ах = 0, то для любых у, Ау ф в и £ Е С получаем

(Л(у+ + _ {Ау, у)
||Л(у + и)||-||у + М НМ • II» + М'

Это означает, что IV,, (Л) содержит любой интервал, соединяющий точку 0 с 
произвольной точкой 1УП(Л). В частности, если 0 € И IЛ)&0 у ВЛП(Л), то 1УП(Л) 

звездообразно относительно начала координат.

Пример 1. Пусть А - оператор усреднения

М/) (։) = ^- Г/(<) л, /€1։(-1;1).

Пространство Ь2 ( — 1; 1) представимо в виде ортогональной суммы Ь՜ (0; 1) Ф 
£2 (0; 1) (см. [9], Решение 149). Первое слагаемое в ней соответствует чётной, 
а второе - нечётной компоненте функции /. Тогда оператор А расщепляется в

ортогональную сумму

где С - оператор Харди-Литлвуда

(С/) (х) = - [ /(«) Л, 
х ./о

/€12(0; 1).

Нетрудно проверить, что С = I + 5‘, где 5 - оператор простого одностороннего
сдвига. Кроме того, имеем XV (5*) = {г : |х| < 1} и

1У(С)фф-1|<1}, И^А) = 1Г(С)и{0}, Х¥п(А) = {г : |х| < 1, Яг > 0}.

Если 0 £ И^ДА), то множество И/(А) (а также 1УП(А)) целиком лежит в 
некоторой полуплоскости, граница которой содержит начало координат. Таким 
образом, если г = 0 является внутренней точкой IV (А), то 0 Е ИфА). Кроме 
того, можно отметить, что если Д = {г : |х| < е} - некоторый круг, лежащий 
целиком в 1У(А), (Ах, х) / ||х|| € Д\ {0} и {Ау, у) = 0, Ау 0, то множество

(А ((1 - 1)ж 4- *у)), (1 - *) х +
||А ((1 — $) х + <у)|| • ||А((1 — I) х + $у)|| : ~ *

содержит отрезок, соединяющий точку 
тельно, в силу неравенства

IIДад,II с началом координат. Слсдова-

|(Лх, х)| _ ||х|| 
||Лх|| * ||х|| ||Ах||

|(Ах,х)| 1 |(Ах, х)|
-|ИГ ||х||2
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круг О = : |я| < | целиком лежит в 1УП(А). Таким образом, если О
является внутренней точкой 1У(А), то она является внутренней также для 
^„(А). Обратное утверждение легко следует из выпуклости И^А).
Случай 0 £ 1У(А) также представляет определенный интерес. Он характеризу 
ется следующим образом.

Предложение 3. Точка 0 не принадлежит множеству 1У(А) тогда и только

тогда, когда для любого х Е Н существует постоянная с(х) > 0 такая, что

(1)

для любого у 6 Н, удовлетворяющего (Ах, у) = 0.

Доказательство. Обозначим <5 = ш£у ||т -Ь 2/||. Если 6 > 0, то неравенство 
(1) уже установлено. В противном случае существует последовательность {уп} 
такал, что уп —> — х и (Ах,уп) = 0. Следовательно, в силу непрерывности имеем 
(Ах,х) = 0, откуда х = 6. В этом случае выше приведенное неравенство верно 
для любой положительной постоянной. С другой стороны, если (Ах, х) = 0 для 
некоторого элемента х ф 6, то полагая у = —х, получим ||т|| < с(х) • 0.

Замечание 2. Величина с может зависеть от х. Действительно, если

хп = 8Ш 2тгп£, Уп = «------- эш г™*2тгп

и А = то некоторые элементарные вычисления дают

I|®п 4՜ Уп II —

УуП) —
1 — соз 2тгп/

2тгп
3£ — 1 + соз 2тгп<

2?ГП
= о,

и, следовательно, неравенство (1) невозможно ни при каком положительном с.

Замечание 3. Согласно результату Ли и Шоу [4], если 0 не является внутренней 

точкой 1У(А), то для всех х,у € Н имеет место неравенство

||®|| < ||т + Лг/|| 4- 2^/Ц Ах|| • ||у||.

Предложение 4. Начало координат не принадлежит ЖП(А) тогда и только 
тогда, когда для любого х € Мо(А) существует постоянная I (зависящая, вообще 

говоря, от х) такая, что
|р.Ат - т|| < ||т||.
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Доказательство. Заметим, что элементы х и Ат ортогональны тогда и только 
тогда, когда для любого < € С имеет место неравенство ||£Ах — т|| > ||х11. 

Следовательно,
||х||2 = ||<Ах — х||2 = |1|2 • ||Ах||2 + ||я||

и Ах = в. Необходимость указанного условия очевидна.
Следующее предложение является непосредственным следствием результатов 

работы [3], Предложения 4 и Теоремы 5 из [4].

Предложение 5.Имеют место утверждения

0еЙ?„(Л)<=>0бЙ?(А)<=>|Л|<||Л-А/||, А € С.

3. Исследуем теперь связь между нормализированным числовым образом и 
спектром оператора. Покажем, что каждая точка из спектра оставляет след в 
нормализированном числовом образе. Известно, что если точка Л принадлежит 
5рА, то либо А — XI имеет в Н неплотный образ Я(А), тогда ядро А" — 
XI нетривиально, либо оператор А — XI не ограничен снизу, т.е. существует 
последовательность единичных элементов {хп} такая, что

||(Л - А/)хп||—>0 (2)

(в этом случае А принадлежит предельному спектру оператора А). Пусть А ф 0 
- собственное значение оператора А’, А’х = Хх (собственное значение 0 играет 
особую роль и будет рассмотрено далее). В силу соотношений

1И*Н • 11*11 > IM*. *)1 = К*, a*z)| = |А| • Цх||2,
имеем также 

(Ах,х) _ ||х||
||Ах|| - ||х|| ||Ах||'

Кроме того, нетрудно проверить, что любому ненулевому собственному значению 
А оператора А соответствует точка sgn X = exp (iarg А) из lVn(A).
Пусть теперь А — ненулевая точка из предельного спектра и {хп} — последова
тельность единичных элементов, удовлетворяющая (2). Тогда

|А (Ахп, хп)| — |(( А A/) xn, хп)| — ||( А — AJ) хп|| —> 0,

||аЫИМ|<11(а-а/)։<1||->о,

(Ахп, хп) 1Их„|Н|А|,
(Ахп, хл) 

||Ахп || -4 sgn А,

откуда получаем sgn X Е Wn(A).
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Предложение 6. Условие 0 € ЗрА влечёт 0 € И\(А).

Доказательство. Согласно Предложению 5, имеет место эквивалентность

оеилп(А)^ое

Так как 5рА С ИЛ(А), то О Е 1УП(А).
Пример оператора умножения на независимую переменную в пространстве 
Ь2 (0; 1) показывает, что из условия 0 Е брА, вообще говоря, не следует, что 

0 Е 1УП(А). Что же касается нулевого собственного значения оператора А* оче
видно, что если А*х = в и Ах ф 0, то

||Ах|| • ||т|| ||Ат|| • ||х||

и поэтому 0 Е И'п(А).
Точки из ИЛП(А)\ИЛП(А), лежащие на единичной окружности, тесным образом 
связаны с предельным спектром оператора А.

Предложение 7. Если е,ф Е ИЛП(А)\ИГП(А), то некоторая точка ае,ф (а > 0) 
принадлежит предельному спектру оператора А.

Доказательство. Пусть {хп} ~ последовательность единичных элементов, та
кая что

(Атп, хп) 
||Ахп||

Последовательность {||Ахп ||) ограничена, и следовательно

(Ахп,хп}е ,ф - ||Ахп|| ֊> 0.

Если последовательность {||Атп||) сходится к некоторому числу а, то

(Ахп,хп) -4 ае,ф

И
(А — ае*ф1) хп ||2 = ае'ф - {Ахп,хп) - |(Ахп,1п)|2 + ||Ат„||2 -4 0.

Случай двумерной клетки Жордана 

1\
0 /

0
0

показывает, что единственная точка спектра 0 Е 5р^ может порождать все 
множество

{гф| = 1} = \УП (Л)\1К(Л).
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Резюме. The note points at some conditions when a boundary point of the numerical 
range of a bounded operator in a Hilbert space is a normal eigenvalue of the operator, 
as well as at the conditions, for the origin to belongs to the normalized numerical range 
of the operator. Connections between the spectrum and the normalized numerical 
range of an operator are established.
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