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В работе дается общее решение краевой задачи Робина для более 
общих операторов второго порядка с оператором Бицадзе как главной 
частью.

§1. ЗАДАЧА РОБИНА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ БИЦАДЗЕ
Пусть П) - единичный круг в комплексной плоскости Сир- вектор внешней 
нормали к границе ЗЮ>. Общее решение неоднородного уравнения Бицадзе мгг = 
/ Гог / 6 Ь1(®, С) записывается в виде

1 /■ С — г= <р(г) + к^(к) + ֊ / /(С)^—֊^г), (1)
’г У® Ч — г

где <р и - произвольные аналитические функции в Ю> (см. [1], параграф 5.1). 
Отсюда получаем

ш։(к) = +г‘ф'(г) + ֊ [

щз-(г) = ^(г) ֊

Очевидно, что в нашем случае диш = гш, + заду. Поэтому для заданного 7 6 
С (ЗЮ, С) из краевого условия Робина (комбинации условий Дирихле и Ньюмана)

w + dvw = 7 на 3D
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следует
<р(г) + г<р'(г) + 22^(2) + ^'(г) =

= 7(г) +
1 Г ^2?С-(К12 + 1) 

(С֊*)2
«ь?> И = 1- (2)

Далее, добавляя обычное краевое условие 

Шг + дуЮ, = 71

для заданного 71 € <7(510։, С), получим

■ф(г) + гф'(г) = 71(2) - 2/(2) + - [ /«) =: 71(2), \г\ = 1. (3)
У© 14՜ *)

Согласно теореме 7 работы [2], задача Дирихле (3) для аналитической функции 
■ф + гф' имеет решение тогда и только тогда, когда

1 Г 
м<1’ (4)

т.е. 

1 г - 1 г / - \ 2II— 9? ] Г I 2 \

и решение дается с помощью формулы Коши

М+^(*) = ֊/՜ И<1-
/аю ъ ~ г

Из этого комплексного дифференциального уравнения получим

= 2^/ т)-71«)}-(1 
/аю г

_1 [ Г(ё}[±. Г < ^(1-2?)^] 4/л-
7Г /ю /(< ( 2^ /аю (С - О2 г

Следовательно, так как при |я| < 1 внутренний интеграл равен нулю, получаем, 
что

= (6)
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Подстановка (6) в формулу (2) дает

V>(z) + z<p'{z) = 7(z) + ■֊֊ [ {71(C) ֊ С/(С)} {ln(1 ■ С - I d<+
2™ Jon I z(l - zQ J 

+; f /К)ИС,,1|^г1>^ = т(»), M = 1- 
w Ju (C - z)

Эта задача Дирихле для аналитической функции <р + zip' разрешима тогда и 
только тогда, когда

(7)

Альтернативно, можно воспользоваться равенствами

z1 
2тг։ C(i-CC)J = -2zC,

2^/ !1 4 I ‘к* = {2^~(К|’+27Г։ Jon (С - С) 1 ~ *С

чтобы записать соотношение (7) в эквивалентной форме

2z

z1
2tti Joo 1 - ^С

z Г =
de--. {71(c)-слсж= л՜։ Jen

= 7 //(CHICI2+ 1-2K} 
Jo

и решением будет

р(я) + zip'(z) = — I

z
i^iC

2
d^dr), (8)

<■
Решая дифференциальное уравнение, как показано выше, получим

о
7(C), dcpc = - 

ав> с - С
7(01п(1 *°<*с =

Joo z

f 7(С)-1П(1 2<)<~ 
аю z

аю аю
In(i-cc) С 

С՜2 С(1-СС)
In(l-zC) ֊
------ 'z------- dC-

- / 
я Jo

f 2CC֊(ICI2 + i)in(i֊<) rl
' -- м A2------- ---- d<^ d‘dr>-an (C - C) z
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Можно видеть, что

Поэтому

оо

хкг Уаю х
(9)

<р(г) = г

Подставляя (6) и (9) в (1), получим

аю
----- ^-йС+ 
г

+2й /»К/К) - •»։«{;+и-у?+11» (1 } «+

Мы доказали следующую теорему.

(Ю)

Теорема 1.1. Краевая задача Робина в единичном диске

Шгг = /, /е £1(10), С),

ю + ауго = 7, шг+3|/гот = 71> 7.71 6 С'(аП),С),

имеет единственное решение тогда и только тогда, когда данные функции
/>7.71 удовлетворяют соотношениям (5) и (8). Решение дается формулой (10).
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§2. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ ОПЕРАТОРОВ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА С ОПЕРАТОРОМ БИЦАДЗЕ В ГЛАВНОЙ 
ЧАСТИ
В этом параграфе мы дадим общее решение для уравнения

адгт + д(я)шхх = f, z G D, (11)

где q(z) - измеримая функция и f G £P(ID>), p > 2. Предположим, что q 
удовлетворяет сильному условию эллиптичности

|g(z)| < go < 1.

Обозначим р = шц и заметим, что согласно параграфу 5.1 работы [1]

w(z) = <p(z) +zip(z) + ֊ f p«)֊—-df, dr), (12)
* Jv> z

где <p и - аналитические функции в D. Следовательно,

wxx(z) = i>'(z) + Пр(г),

где
Пр(г) = -֊ [

* Jd U - z)‘
и уравнение (11) принимает вид

p(z) + q(z)i/>'(z) + q(z)H.p(z) = f(z). (13)

Используя свойство П-опеатора (см. параграф 3 работы [3]) функция р может 
быть представлена в виде ряда Ньюмана

PW = Z(֊l)fc(«n)fc(/֊g<)(Z) = 
к=0

(14)

где d&ctyi... d£kdr)k и <0 = z.
Рассмотрим частный случай д(г) = const = с, z G D, где (14) представляется 

в виде
р(к) =/(г) -cV>'0։)+
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к-1 .
ТТ 77---- ;---- rxd^idl/i. . . dCjt-ld’Jk-l-

к=1
Используя индукцию, найдем, что 

к-1 1
d^idr)!... d£k _ idrjt _ i = kirk 1 —֊֊

Отсуда, подставляя значение р в (12), получим

w(z) = <p(z) + zi/>(z) + — {/(С) - с^'(С 
Я՜ JD

, ^Lk 1 Г

y—^-d£dr)+

d£dtjd£dr). (15)

Докажем теперь, что
1 [ (С3?)*՜1 С

z^ Г1՜ к(к + 1)
к+1

(16)

Для этого заметим, что

1 Г
*Jo (с-<) с-*

1 1 Г г,—

^=֊А

1

/ (с-сГ1
Jd

1 \ ,г,-

1 —"1 ад-

С - Z Я JD
1 (17)

к(к + 1) С-z 1 4

Теперь (16) получим при вычислении к-оя производной (17) относительно 
Получаем, что (15) принимает вид

ск
i—1 к + 1 тг Ап, к=0

к+1
d^dr] =

= + z^(z) + d£dr).

Abstract. The paper gives the general solution of the Robin boundary value problem 
for more general second order operators with the Bitsadze operator as a main part.
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