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Рассмотрим бесконечную систему уравнений

Qn — ^kan—kQki П Е. Z-, (1)

относительно искомого вектора д = (..., 9-1, до, 91,...), где компоненты данного 
вектора А = (..., А-1, Ао, Ах,...) и данной теплицсвой матрицы А = (<>»-1)^-0 
удовлетворяют условиям :

(а) ап > 0, п 6 Я и 52 ак = 1,
кг—оо

(Ь) $2 |&|а* < оо и р= 52
кг— оо к = — оо

(с) 0 < Ап < 1, п 6 2.
Эти условия могут быть дополнены еще одним из следующих условий : 

о
(<3) 12 (1-А*)<+оо, когда I/ > О,

к = —оо
4-оо

(сП) 52 (! “ -М < +°°’ когда I/< 0.
к=0

В [1] доказано, что условие (<1) или (<11) совместно с условиями (а)-(с) обеспе
чивают существование ненулевого решения системы (1). Покажем, что условия 
(а)-(<1) (или (а)-(<11)) являются не только достаточными, но и необходимыми для 
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нетривиальной разрешимости системы (1). Для этого сперва докажем следующее 
утверждение.

Лемма 1. Если А = (..., А_1, Ао, Аь ...) и А = (а,_у)^_0 Удовлетворяют 
условиям (а) - (с), а система (1) обладает ограниченным решением
<7 = (..., </_ 1. до. <71,...), то она имеет также неотрицательное решение

9 — (• • •, 9—1,9о, 91* • • •)♦ где дк > 0, к С ।

Доказательство. Пусть q = (... ,9-1,9о,91, • • •) ~ некоторое ограниченное ре
шение системы (1). Тогда

Ч-оо

Ы < 52 Afcan_*|gfc|, nGZ. (2)
к = — оо

Рассмотрим следующие итерации

4-зо

9п'1 + 11= 52 Л*в"-*9[ГП), € Z, 9° = (•••»9*»9*»9*»-••)> ^ = 0,1,2,..., (3)
к = — оо

где q* = sup |gn| < оо. Для m = О

т-е. 9*" ֊ 9<” < О, п 6 2.

Если для некоторого тп имеет место неравенство д!։т) — qn" <0, пЕ2, тогда 
из (3) следует

0(”»4-1) _ (т) Ч п <0, п 6 Z.

Докажем теперь, что неравенство > > |дп|, п Е 2, верно для любого тп > 0. 
Действительно, для тп = 0 имеем д*,01 = > |д„|. Если > |дп| (п Е 2) для
некоторого тп, то

fc = -oo

Таким образом, для любого п € 2 имеем «!,”> ! по т и <Дга) > Следовательно, 
существует 1ппга_»0о9п = д„. Кроме того, нетрудно доказать, что вектор д = 
(• • ч <7-1,90, <71, • • •) удовлетворяет системе (1).
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Предположим, что ц = (• • •, <7-1, до, 91, • • •) является положительным решением 
системы (1) (существование которого следует из Леммы 1). Из (1) следует, что

ап-кЧк ~Яп, (4)

Выберем г Е так, чтобы р = 52 ап > 0, и некоторое чётное число 5, 
I к = — г

удовлетворяющее условию 5 > 2г. Суммируя равенства (4) от 0 до 5, получим

(1 ^к)®п — кЯк — Яп—кЯк Яп * (Ь)
п=Ок = —оо п=Ок=— оо л=0

Оценим левую часть равенства (5). Имеем

5 +оо оо 5 оо 5 —к

(1 ^к)лп— кЯк — / (1 ^к)Як — к — / (1 ~ ^к)Як
п=Ок=— оо к = — оо п=0 к = —оо п = —к

5/2 $-к 5/2

> Ц?1 “ Х^к 52 «П > ” Хк^к'
к=г п=—г к=г

Кроме того, для правой части (5) имеем

5 4-оо 5 +оо 5 —к 5 +оо 5—п 5
^ 2 ^п — к(?к Яп — Як ап “ Яп — (1п Як ~~ Яп —

л=Ок = — оо п=0 к = —оо п=—к п=0 п = —оо к = —п п=0

где
<?• = вир |<7П| = зир д 

пе2 пеЯ.

Таким образом,

2я*
5/2

р
^п 1

4-оо

(6)

где правая часть не зависит от 5.
Покажем теперь, что последовательность </ = (..., д-1, до,91» • • •) монотонно 
возрастает, если возрастает последовательность Ап. Действительно, согласно 
соотношениям (3) имеем

9<га+1) = Е

к = — оо

п 6 2, т = 0,1,2,..
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(п» + 1)откуда вытекает монотонность последовательности дп по п, когда последо
вательность монотонно возрастает. В пределе при тп 4-оо, получим моно
тонную последовательность дп. и, следовательно, величина д = П1£„>гдп положи-

5/2
тельна при любом целом р Е X. Применяя это неравенство к сумме £2(1 — ^к)дк.
получаем

5/2
^2(1 ~ *к)<1к > 
к=г

5/2
?£(1֊Ак) 

1=г

что совместно с (6) даёт

5/2
Е(1 ֊ М <
4=г

2<Г
ЧР

ОО
52(1 - А*) < 4-00. 
к=г

Таким разом, доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть вектор А и матрица А системы (1) удовлетворяют условиям 
(а) - (с) и пусть последовательность Ап монотонно возрастает. Если, дополни
тельно предположить, что система (1) имеет ограниченное решение д, то

к=о

Для Рп = 1 — Ап дп в силу (1) имеем

А։ — (1 ~ Ап )дп 4֊ п Е 2. (7)

Если допустить, что £2 (1 _ лк) < +оо, то последовательность Ьп = (1 — Хп)д 
к = -оо

будет удовлетворять условиям следующей теоремы (см. [2]).

Теорема (Карлин). Пусть («п)^֊^ (ип)п2э_оо и (^(п^оо - числовые после
довательности, удовлетворяющие условиям

и наиболь II

а > О, ап
п = -оо

ИЙ ИИ

|*|а* < оо, /га* > О, 52 1М < <»»

делитель индексов к, для которых ап О, равен 1. Если
уравнение

5 ^п—к^к — Ьп, П Е 2, 
к — — оо
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имеет своим решением ограниченную последовательность ип действительных
чисел, то существуют пределы liin un и hm un, и 

Л—►+ОО Л—► —ОО

если liin un = 0, то 
л-+-оо

hin un = 
n-֊*+oo

= Нт
л—>±оо

Из этой теоремы следует существование пределов Р± и выполнение
соотношения

что влечёт за собой существование пределов д± = lim qn и справедливость 
л —>±оо

равенств (т.к. Ап —► 1 при п —> ±оо и = 1 — Рт)

(9- ֊9+)

Заметим, что непрерывный аналог этого соотношения получен в работе [3].
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