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Реноме. В статье рассмотрена задача Дирихле для эллиптических систем второго порядка с постоянными главными коэффициентами на кусочно-гладких областях комплексной плоскости. Приведены критерий Фредгольма и формула индекса в пространствах Гельдера и некоторые примеры эллиптических систем, в которых индекс задачи Дирихле не обращается в ноль.

§1. ФОРМУЛА ИНДЕКСАРассмотрим эллиптическую систему 
0~ и

Лх1дх^ + *^12 + ^2») д՝и 
дхду

д2и
+ Л:։5^ ' (1.1)

где коэффициенты Ач Е R1*1 суть постоянные, а и = (и։,-> «м») € С2 - неизвестная векторнозначная функция. Для этой системы, задача Дирихле
«|ао = / (1-2)для областей Д с гладкой границей, впервые исследована Бицадзс в работе [1], где был введён класс так-называемых слабо связанных эллиптических систем. Задача (1.1), (12) является фредгольмовой тогда и только тогда, когда система (1.1| из этого класса, а индекс задачи есть ноль. Для эллиптических систем общего вида задача Дирихле исследовалась многими авторами (Товмасян (2, 3].



Задача Дирихле для эллиптических систем ... 55Вольперт [4], Бегер и Уси (5), Сираждинов (6]. Бурский [7]). Упомянуты«- слабо связанные системы могут быть описаны следующим образом (см. [8)|. Пусть <т множество корней характеристического уравненияdet P(z) = 0. ^*(2I Лу 4- x(Ajj + «4ц) 4- z'Ajj,в полуплоскости Ви х > 0. Обозначая кратность корня и € а через получаемdet P(z) = det A2J JJ(z - i/)'“(z - P)'\ J" l„ = I.

Существуют матрицы /?, 7 € С**1 такие, что
det В 

B.J
В \

В.] J #0, det (z - J) = J](z - (1.3)
A22B.I' + (Au 4֊ A2\)BJ 4- 4цВ = 0.и матрица .} может быть выбрана так. чтобы имела форму Жордана В -»тих обозначениях следующие условия эквивалентны :1) система (1.1) слабо связанная,2) (det fRP֊l(t)dtyO),3) det В / 0.В настоящей статье рассматривается задача Дирихле в области О с кусочногладкой границей Г = дИ. Хотя работы [9 12 близки к тематике нашей статьи, тем не менее мы следуем работе [13], где изучалась более общая задача Бицадзе- Самарского, в частности, мы предполагаем, что (1.1) слабо связана. Напомним определения весовых пространств Гёльдера и некоторые результаты работы [13], которые важны для рассматриваемой задачи.Пусть Е С Г - конечное множество точек, содержащее все угловые точки, и пусть А = (Аг, т € Е) - некоторое множество действительных чисел. Пусть Г), О < д < 1 - пространство всех функций <р Е С(Р\Г). удовлетворяющих условию,>.(։) = V(։)TT|։-’Г՜*’6 С'(Р). = 0 :

оно является банаховым пространством с нормой |^| = |с»- Кроме того, этопространство является весовым в следующем смысле : элементы € С* огра- ничены и умножение <р —з на весовую функцию р(х) = ]]г !’ - г| ՛ является изоморфизмом между и Сд . Через Сд я обозначим подпространсз во С" функций <р € С՝(О\Р) с частными производными <рт, € С^1(О, Г) и рассмотрим 



56 А П. Солдатовконечномерное разложение С{‘Х)(В. Г) Э С^Р. /*) полиномами р(г) комплексного переменного г. Это разложение образует пространство Банаха относительно со- ответе твующей нормы, а пространство определяется аналогичным образом. Очевидно, что всякая функция <р(г) € С(рд>|5, Г) непрерывна в 25\{т € Г, Аг > 0| и при ; -» г либо^(г) = О(1)|։-т|А’, если Аг < О.либоу>(г) = у>(т) + О(1)|х-т|А՛ в противном случае. Например, функция <р € (֊ 1(®\/'*) принадлежит (7^(75, £■), \ < |, если её производные имеют порядок 0( 1)|г - гр’՜1 при ։-4т. Вложения(А<д) И С1*(5) С С^(й Р) (А<1+д)являются обратимыми для А = р и А = 1 + р.Аналогичные определения могут быть введены для функций, заданных на кусочно-гладких контурах Г. Очевидно, сужение оператора <р -> ^»|г является ограниченным отображением Сд (£>. Г) -» СД(Г, Г), а аналогичное утверждение для пространств С(\, и для пространстве символом С1" верно, при некоторых дип»>лни тельных требованиях на Г. Скажем, что пара (Г. Г) принадлежит классу С1 ". если гладкая дуга Го С Г, не содержащая внутри себя точки г € Г, принадлежит С։ ". Если (Г, Г) € С1,я, то сужение оператора у> —> у?|г является ограниченным отображением 7Г) —> СД։,1(Г.К), и аналог этого фактаимеет место для пространств Сщ. ‘Всегда будем предполагать, что Г нс имеет точек возврата, а пара (Г. Г) принадлежит С1 "',՜0 (т.е. пространству С1,"+е для некоторого £ > 0). Кроме того, рассмотрим задачу Дирихле в классе и € С(ЯХ)(Р. Р). О < |А| < 1 (т.е. 0 < |АГ| < 1 для всех т € Г). Это означает, что общее решение уравнения (1.1) можно представить в виде
дф дф и=КеВф, -*-7-^ = 0, 
ду дх

(1-4)
где Ф б С{\((О, Г), а В. J - матрицы из (1.3) (см. [13]). В [14] решения ф эллиптической системы первого рода (1.4) называются ./-аналитическими (или гипераналитическими) функциями.При достаточно малых г > 0 область Ог = £) П {|г - т| < г) является криволинейным сектором с вершиной т. Кроме того, при некоторых пред положениях на Г. угол упомянутого сектора удовлетворяет неравенству 0 < 8Т < 2тт, а кривая Гг = ГГ1(|г —т| < г) содержит две гладкие дуги Гг*о. которые являются боковыми сторонами области Ог. Обозначим через дг±0 € С вектор, касающийся Гг±о в точке т. для которого = ат87г_0 - аг§^т+0 и

Чт =■ <?г֊о?;+1о = <**'. (1.5)



Задача Дирихле для эллиптических систем ... 57Будем писать *и=ж1 + уЛ х = ։ + 1уёС. (1.6)где 1 означает единичную / X I - матрицу, и в силу (1.3) число г„ = г + 1/у. и Е а является собственным значением матрицы г7. с кратностью 1„. Рассмотрим также матрицу = ?г-о.7?;+о.7 (1.7)
с СОбсТВСННЫМИ ЗНАЧЕНИЯМИ

9г<И = 4r-o.v4rlnv = 1/6Պ (18)кратностей 1„. Напомним, что Ini »/ > 0 и iz G ст, и поэтому, аффинное преобразование г —♦ zv инвариантно в верхней полуплоскости и следовательно оно не меняет направление плоскости. Следовательно, угол сектора = [z„. z € DT} равен аргументу в (1.8). Дополнительно заметим, что неравенство dr(v| < я (= я, > я) равносильно 8Т < х (= я, > я).С (1.7) связываем комплексные степени Q, = е<|п^-. под которымипонимаем функции, зависящие от матриц, а также рассматриваем матричнозначные функцииx.(C)=<-‘WS(B-’B)-(e-1B)3<j. W=Г'Ю$ - #). 1191
которые аналитичны на всей плоскости. Очевидно

ае1Гг(<) = г'П(?ни и€<г sin 0Г(и*»՛ (1.10)
В частности. <Խէ УГ(С) փ 0 в полосе |Не Հ| < 8 при достаточно малых 6 > 0.На каждой полосе а։ < Яс Հ < օշ матричнозначная функция Хг(С)Уг-1(() —+ 
В֊'В при 1ւո Հ —> оо равномерно по Яе Հ. и поэтому, число корней մրէ %ր(Հ) конечно в таких полосах. Через пг(а) обозначим число корней (включая их кратности) упомянутой функции в открытой полосе между прямыми Яе Հ - О и Це( = а, а 0, и предположим, что րՀ имеет то же самое значение на прямой Яе Հ = 0. Предположим, что Ժ > 0 достаточно мало, чтобы допускать пг(6) = пг(—6) — 0 для всех т и положим

А± 1

Д' = Гх
/ det Xr \ \ del Yr J (111)



58 А II СолдатовПо теореме Руше, целые числа △* связаны следующим равенством֊ △; = п“. (112)Теорема 1.1. Задача Дирихле (1.1), (1.2) фредгольмова в классе (0 < |А| < 1) тогда и только тогда, когдаdei Xr((,') / 0. Re < = Ar. г g F. (1.13)
а индекс задается формулой« = - £(△? ± »r(Ar)|, 

rfF
(1.14)

где iH.ut ± совпадает с знаком sgu Ar. Кроме того, если (1.13) выполнено, 
то всякое решение u g Cp((D. F) задачи с правой частью / 6 С,\'(Г.Г) принадлежит классу F).Доказательство. Задача Дирихле (1.1), (1.2) совпадаете частным случаем 6 = 0 задачи Бицадэе Самарского, рассмотренной в работе [13]. Поэтому, конечный символ X«) этой задачи является блок-диагональной матрицей

X«) = diag(X«:r), rg F). (115)
По Теореме 3 из [13]. задача фредгольмова тогда и только тогда, когдаdet X«; т) / 0. Яс (,'= Аг, т £ F, (1.1в)а индекс задаётся формулойер = ~ £]△? i пг(Аг)], Г£Г (117)
где △* и пг(о) определяются как и раньше для X«; г). Этот результат исследован в 13| когда все компоненты Аг совпадают, и имеет аналогичное доказательство в общем случае.Сравнивая (1.9) и (1.15). можно заметить, что

/ в1 0 \ _ /1
\Q<B՜1 -В՜» / X(<:r'- (п СХГ(С)Г (1.18)причем аналог этой формулы имеет место для Уг и К«; г). В силу этих формул условие (1.1б| эквивалентно (1.13), а из (1.17) вытекает (1.14).



Задача Дирихле для эллиптических систем ... 58Следствие 1.1. Пусть Г гладкий контур. Тогда задача Дирихле (1.1), (1.2) фредгольмова в классах С*д>(75. Г) (0 < |А| < 1). а индекс зтой садами равен ОДоказательство. Если точка г € Г регулярна, то дг_0 = -Чт+п. и позтому матрица (1.7) является числом и равно -I. Следовательно. = е*4 0\ = г *'<- н (1.9) принимает вид Хг«) = УГ«)(В'1Д). У,«) — еЖ|< -е_”Ч Таким образом, условие (1.13) выполняется для всех 0 < |А| < 1, а из (1.14) следует я = 0.Используя равенство (1.18). можно переформулировать Теорему 4 из (13]. касающуюся асимптотики решения и. Для ттого. введем классы
^Гл+oi ~ . а+г)։ л-0| ~ >"( Га ,1которые кратко будем обозначать С՛'^ и Cf_0| = С%. если А = I) Например.(х - т)<;[1д(2 - т)?Н € Re<o = a. 7 = 0.1.........для матричнозначных J аналитических функций. Если функция det Х.(С) имеет ноль в точке то матричяоэначная функция ХГ"։(О имеет полюс в точке <0 некоторой степени f(q0) > 1- Чтобы описать асимптотическое поведение решений ц(х) в криволинейных секторах Dr при z -+ т. рассмотрим специальную J аналитическую функцию фт(х;а) для а / 0. определенную формулойе«о)-1

фт(х.а) = £ £ (z-r)$o(ln(z-T)7p9(Co). с,(Со) € С*. (1191Re (о=о ->=0где сумма распространена по всем н>лям <о функции det ХГ(С), лежащим на прямой Re <о = «• Если а = 0. то к точкам <0 добавим качали координат < = 0, и будем писать г(0) = 0 при det Хг (0) # 0. Тогда мы получаемно»ф։.(х,0)= 22 2^ (Z - Т)<՝фп(г - T)7pCJ<o) + 22nii(z ֊ rbEq(0).Re c„=o,g#o >=° J=o (1.19°)Заметим, что в обоих случаях <£'r(z) € Сд_։_0(Пг.т).Теорема 1.2. Пусть u € C^_0)(D. F) есть решение задачи Дирихле (1.1). I1 1’1 (или. более точно, ф € С* O.(D. F) в представлении (1.4) зтого jx-шения) К/яше того, пусть прлвля часть f прннлллежит 40|(Гг.г) ллж некоторого г 6 г.
Тогда существует функция вида (1.19) или (119 1 такая, что

ur = u — Re Вфт € (1.20)



вО А Л Солдаты

Е<лн. дополнительно. { Е С(\* +0>(Гг. г), то иг € С*^^(йг, г).Доказа гсльство : Теорема 4 из (13) приводит к аналогичному результату ддж конечного символа (1.15). Действительно, степень г(() в (1.19) должна менятьса степснем г (Со) полюса Х_|((;т) п точке (о- Следовательно, различие между случаями о 0 и <» = 0 исчезает. Соотношение (1.18) показывает, что... v I г«®>’ РСЛ" <0 °’ Г(<о) = < .. . , . . _I т(м>) + 1. если Со = о.откуда следует требуемое утверждение.Следствие 1.2. Если п'г’ = 0. т.е. det -К,«) # 0 при Re С = 0, то всякое решение и € Ср0 задачи Дирихле (1.1). (1.2) с правой частью / € С(Я+О1(ГГ,г) принадлежит классу C*+lM(Dr. т).§ 2. САМОСОПРЯЖЕННЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫМы отметили, что если функция ('det Хг(() чётна, то целые числа △* могут быть вычислены явно. В этом случае частное det X/det Y чётно и поэтому целые числа (1.11) имеют противоположные знаки. Таким образом, в силу (1.12), получаем = (2.1)Теми же рассуждениями можно доказать, что пг(а) = -пг(-а), и следовательно индексы задачи Дирихле (1.1). (1.2) в классах С(Р±А> являются противоположными числами. ■Далее предположим, что система (1.1) сопряжённая в смысле Лагранжа ; (2.2)где т означает матричную транспозицию. Рассмотрим систему (1.1), (2.2) в классах С% = С(я_0| и С*+о). В силу Теорем 1.1 и 1.2. класс К* С С(% всех решении однородной задачи является пространствам конечной размерности, содержащийся в 11 частности. для конормальной производной
аг„= L л-ли^-ес֊1±о(г.П v€v*, (2.3)

• J = 1 Jгде Гц and n3 суть компоненты внешней нормали. Поэтому произведение внешней нормали и произвольной функции С^0| принадлежит Ch j +0(Г, F), и следовательно. является интегрируемой. Здесь произведение uv двух / — векторов и и v есть скалярное произведение UjVj + ... + u/v/.



Злдлчв Дирихле для зллиптических систем .. 61Теорема 2.1. Пуста (11). (2.2) слабо связанная система и пусть (2 1) верно 
для всех т 6 F. Тогда условия

= .eV. (2.4*)
являются необходимыми и достаточными для разрешимости задачи Дирихле в 
классе Cf±0>- Кроме того, индекс я-* задачи задается формулой

ж± = dim V1 - dimV’ = т 12.5)Докаэательство : Согласно (2.2). тождество

выполняется для веса решений и. V системы (1.1). Поэтому, если и €V € С(\о)> т<> вышеприведенное выражение в квадратных скобках принадлежит С*։+о. Следовательно, по формуле Грина дп
Чдигде использовано обозначение (2 3). В частности, условия (2.4 *) являются необходимыми для разрешимости этой задачи в классе С1±^. Тот же самый факт верен также в классе С(и±0|.На следующем шаге покажем, что число линейно независимых условий (2.41) равно dim т.е. линейная операция v —> dv/dv является взаимно-однозначным соответствием в классе V = V՜. Если dv/dv = 0 на Г для функции г 6 V . то в силу (2.4) и равенства v|r = 0. приходим к следующей си< теме линейных уравнении :

(ni А11 + nM2i)v, + (П1Л12 + пгАзз)?, - О, (2.6)-njr, 4 ri|i»f = О

где и принадлежат Г. Матрица коэффициентов этой системы удовлет в«р4» т равенству
X},»». а.2\ /»>։ V\ —п2 п։ / \«1 / \ 0 1 ./где п,п7Лм, С}1 = п,(П1Л,; - пзЛ,1).



02 А. П. Сол да гопИз эллиптичности и условия det Q} / U для (1.1) следует, что система (2.6) имеет только тривиальное решение : V, = ”֊ = 0 на Г. Рассматривая теперь представление (1.4) для к, заметим, что обратная формула задается равенством
В

B.I
В 
BJ(см. [14]). Таким образом, производная ф' равна нулю на Г, и оттуда по теореме Коши для .1 аналитических функций (см. (14]) следует, что ф' = 0 в О. и поэтому .՛ = (I.Формулы (24*) определяют dim V* линейно независимых условий ортогональности. Из (2.1) и Теоремы 1.1 следует, что в С[‘±) индекс а։± = dimV1 - задачи задается суммой в правой части (2.5). В частности, неравенство А1 > dimV* верно для А* условий линейно независимой разрешимости. Следовательно. 0 = ®+ - ®՜ = (dim V* - Л") 4- (dim V՜ — А*+), что возможно только при А* = dim V*. Поэтому, все утверждения теоремы доказаны.Абс»»лютныс значения индексов (2.5) совпадают с размерностью пространства Vго. участвующего в представлении V՜ = V0 ф У + . По Теореме 1.2 каждая базисная функция этого пространства обладает асимптотикой (1.20) с функциями Фт вида (1.19°) и фт / 0 по крайней мере для одного т € F- Поэтому, 2 dim V0 = п®.§ 3. ДВЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙВ случае I = 2 величину det Хт можно вычислить в явном виде. Для этогополож и м / Дц Ву1

\ B-ц ВцВ этом обозначении
|det Д|2 = det В

= (Вв 
\-O2I Оц /

-2«Р2 \ г= Д22ДП_-Д12Д2։, г )՝ Pj = Im (BtjB3j). ji = 1.2.*det В = |r|3 - 4pip2.

(3.1)
(3.2)

Согласно (3.1), матрицу В՜1 в определениях (1.9) функции Хт можно заменить матрицей В’. Следовательно<ХГ(С) = <?$(«* Д)֊(Д*Д)^. (3.3)Напомним теперь, что матрица 3 в (1.3) может быть выбрана так, чтобы имела жорданову форму, причём существуют только три возможных случая :
( 1/1 \ о °

/
("1 # "г). •hi =

I/ 0 Uи (3.4)



Задача Дирихле для -»ллитических систем ... 63Е<ли J — J/jf, то матрицы Q4 и Q скалярны и (3.3) приводит к равенству ХгЮ = С1«?$Поэтому det X, и det Yr отличаются постоянным множителем и следовательно △* = 0. Кроме тот. если ./ - Jln, то система (1.1) приводит к единственному скалярному уравнению. Таким образом, достаточно рассмотреть только первые два случая в (3.4).В случае J = J/. QT из (1.7) является диагональной матрицей, а (1.8) суть диагональные элементы. Обозначая через q} — pJe,*> (; = 1.2) для краткости, имеем qj = ft — и
Согласно (3.2), (3.3).»•(«։ -?!)2‘pi(?^ -т!)<# = ( -2»Рг(91

АC2det Xr = |r|2(gf - ^)(ft - ^) - 4p1P3(ft - ^)(^ ֊ ft)= |det Bp(g{ - ^)(ft -?$) -4p։P2(ft^ + ftft - ft ft - ftft).и подобное выражение можно записать для Уг с г = det В = 1 и р} = 0. Поэтому, некоторыми простыми преобразованиями получаем
֊ =йпв1<А>в։< - J (4֊ +о.»4|drtB|Md П)»р։р2 In* (ДиВмДт (ВцВи)Р " |det В|2 “ Idet Bp

-2 (3.5/)
Величина Д = 0{В) является инвариантом системы (11). т.е. она не зависит от выбора матрицы В в (1.3). Действительно, каждая другая матрица В такоготипа связана (см. (14]) с В равенствами Вч = В,1 < t.j < 2. для некоторого А/ # 0. Следовательно, pipj = |Ajp|AjppiPa и В՛՜ = |A։j*|A; det В| . и поэтому Д(В) = Д(В). В предыдущих обозначениях (см. [14]) имеем

1-det2 В _В_՝\
B.J BJ) = |р։ - I/Jpldet В|2 А Im pi Im р> kx - »'зРСледовательно, соответствующее условие (1.3) равносильно1m и Im ^2 (3.6/)



6-4 А П СолдатовМожно убедиться, что для любого ладанного числа fl € J , удовлетворяющего этому условию, обратимая матрица В может быть выбрана так. чтобы имело место (3 5) В силу результатов работы [14]. эта матрица определяет единственную эллиптическую систему, удовлетворяющему (1.3), а коэффициенты Ао = -ЛмАц, А։ = —+ A2j) этой системы должны удовлетворять следующему соотношению /О 1 \ ( BJ BJ\ / В _в_\՜1\ Ао A։/-\BJ2 BJ2)\BJ Bj) ’

Наконец, если в (3.4) ./ = J//, то приходим к следующим выражениям, где
Я = flrto.y (см. (1.7)) : 9jJlm Я1Следовательно

Qr — <?г(и * _ Im дг-о
Чг-0 Ят+о

1m <7,+о
ОВвиду (1.5), комплексное число 6Г можно записать в виде

а«) =

Таким образом,
и Поэтому из (3.2). (3.3) имеем

г(9< - д<) + 2»р։4<д< : -2։р2(9< - д<) + <(г^< - г^)

21рАч< ֊ 7<) : г(д< - д<) - 21Р1^где для краткости д — 9Г(|,) и 6 — 6Т. Аналогичное выражение можно записатьдля У с г = 1 и = 0. Простым преобразованием получаем
4|<1с1 ВррЗС ~ 0 = др* <3-5")

Далее, согласно результатам из [14], матрицы В и В из (1.3) связаны равенствами
Па = -ЧЯ.ь В,г = А2Ва + А1В,2, где А! / 0 и Л2 суть скаляры. Следовательно,



Задача Дирихле для эллиптических систем esзаключаем как и выше, что величина 0 является инвариантом уравнения (1.1) Кроме того, из результатов работы (14] имеем1 , -det В 
B.I

bj^)~ - Jm M.

и поэтому соответствующее условие (1.3) принимает вид
0 4֊ Ini 2i/. (3.6//)Если заданное число 0 удовлетворяет этому условию а такж* (3.5/j) г обратимой матрицей В. то можно доказать как и выше, что В определяет единственную эллиптическую систему, удовлетворяющую (1.3) с J = J//.Формулы, подобные (3.5). имеют место для det У относительно det В= 1 и 0 = 0 Они показывают, что функция det X«) является чётной и верны равенства (2.1). В связи с этим, важно вычислить число п® всех нулей функции det Xl<j на прямой Re = 0. Согласно (3.5), эти нули совпадают с нулями функции|delB|-’^i = l-0*. 13.8)dd 1 тгде

МО = (sii։0։C)(sin 03<) sinh* (J + sin2
h//(O = sin3 0Г(И<

/ g; - \\ 2 )
Здесь мы использовали, что Pj = pr(^i » В частности, имеем. mt 1^1П//(0) = Ä5—• (3.9)
и 1 - 0h(it) = 0, где 0Л(О) > 1 имеет по крайней мере один ко|>снь на полуоси
t > 0, так как h(tt) —► 0 при 1 ос. Таким образом, п® > 2 при 0h(O) > 1.Лемма 3.1. Если J — Ju, то ( 2, если 0h(O) > 1, ] 0, если 0h(O) < 1. (3.10)
Кроме того, подобное утверждение верно в случае J = Ju при дополнительном

требовании
Prt»t | - ₽r(pj). - 30г(»,,>. (3.11)



66 А П СолдатовДоказательство : На (0. ос) функция $(х) = г’/впйг’г строго убывает от 1 до 0. Следовательно наше первое утверждение имеет место, поскольку 1 -0/ф<) = 1 - /■*/»(()).</(#). Если 7 = 7// и имеет место (3.10). т.е. р\ = р? и = 302, то= 4 8шЬ/01 _ 48ш11 310։ 3 + 4 81пЬ։ 10|На [0. оо) функпия <Дг) — 1/(1 Ч-ЗзшЬ՜ г) строго убывает от 1 до 0. поэтому наше второе утверждение имеет место, поскольку 1 —/1Л(»1) = 1 - (ЗК(0)д(Юх).На вопрос : Существуют ли единичные векторы дг±о» дл« которых выполнены условия (3.11) ? следующая лемма даёт лишь частичный ответ.Лемма 3.2. Для любого заданного 1/х / существуют единичные векторы
Чгьо € С такие, что выполняется первое условие в (3.11).Доказательство : Полагая <?г±0 = Яг±о + ’9г±о- получаем, что

Як =
Яг-0 + ИЗг-р ^+о + УкЯ'+о

. *. = 1.2.
Теперь необходимо найти </г±о такое, что |<711 = !дз|, или эквивалентно9г-0 + ^1?г-о _ Я՝+0 4- И<??+0

Ят-о +ЪЯт-о ^+0 + "зЗг+о
или 1 + и*- _ 1 + И*+1 + Ц-ь^Ц’ <?г 4:0

Яг ±0՛ (3.12)На комплексной ш плоскости пусть Ь образ действительной оси R при преобразовании 1 4֊ ։/|11 +и> = (3.13)Ясно, что Д есть окружность, содержащая точки и» = 1 и и> = Точки 1 ~ ~1/рг 1 = находятся в верхней полуплоскости, т.е. находятся на одной стороне прямой ■. а следовательно точка ш = 0 лежит вне указанной окружности. Поэтому, не умаляя общности 1ш (1/,/р2) > 0. Окружность |ш| = R. где 
Яо < Я < Я։; Яо = пнп |ш|, Я։ = шах |ш|,

пересекает Ь в двух точках : ц>±. Если соответствует и>± преобразованием (3.13), то (3.12) определяет единичные векторы дг±0 с требуемым свойством.Далее назовём матрицу Жордана 7 в (1.3) формой Жордана системы (1.1).



Задача Дирихле для шшт и ческих систем 67I еоремп 3.1. Для любых заданных матриц J = J/ или J — .Jj/ из (3.4), суше< т- 
вуют некоторый контур Г с единственной угловой ТОПКОЙ Т и ЗЛЛИПТИЧег к<Ш 
система (1.1) с формой Жордана .1 такие что индекс задачи Дирихле (111. (1.2) 
отрицателен в классе CJ*+OyДоказательство. По Теорем» 1.1 и из четности функции det А՜,«). индекс а»+ задачи Дирихле в классе С(я+0) равен -п®/2. Предположим теперь J = Jlr. В этом случае /i(0) > 0 в (3.9), и можно выбрать число /3 > 0 так. чтобы удовлетворялись бы условия (3.6//) и /Э/»(0) > 1. Если матрица В обратима и связана с 0 соответствующим соотношением (3.5//). то матрица В определяет требуемую эллиптическую систему. Если J - Jj, то выберем qrtn как и в Лемме 3.2 и рассмотрим контур Г такой, чтобы векторы дг±0 являлись бы касательными к боковым сторонам области Dr в точке т. Тогда Л(0) > 0 в силу (3.91. Осталось повторить вышеприведённые рассуждения.Заметим, что при J = Ju контур Г может быть выбран произвольным образом, и в силу Следствия 1.1 индекс задачи может быть отрицательным только в случае угловой точки т.§4. СИСТЕМА ЛАМЕ С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ПАРАМЕТРАМИСистема (1.1), (2.2). где коэффициенты являются матрицами1 \О //А + 2 \ 0 (>\1 ) л -(° о)

/О
\А

А22 (4.1)=
О

0 \ А/ 'называется системой Ламе эластичности плоскости для А > 0 Та же система может быть рассмотрена для А < 0. Если А < 0. то характеристический многочлен системы есть (А + 2)(1 + г2)2, а условие эллиптичности принимает вид А / -2. В случае А = -1 система приводится к уравнению Лапласа. Если А / —1, то можно непосредственно проверить, что
удовлетворяют соотношениям (1.3). В частности, для А -3 система строго связана. Таким образом, условия на А принимают видА # -1.-2.-3. (42)Ввиду (4.2). условия (3.6//), (3.7//) могут быть записаны в вид»՛ 0 — 1/<** • 1, где последнее неравенство следует из А —2. Кроме того. (3.7) и (3-9/у1 принимают вил

мт - 1^1 '•(»։= тс՛
ainflr

6Т = --------------
9г-о9г+о



68 А П СолдатовПри г = I. преобразование г -» г,, тождественно, а А(0) = (sinflr)2/#, и (3.10)принимают вид еслиесли I sin0r| > |ж|0г. | ein Or | < |a-|0r.Заметим также, что наряду с (4.2) неравенство |sin0Г| > |а*|0г, т.е.А + 3А + 1 | sin 0r | 0 < Or < 2ir. 0r / w. (4-3)
определяет два непересекающихся интервала, где п® — 2

-3 < А < А°, А* < А < ֊2. (4.4)
п® = 0. для остальных значений А.Наконец, воспользовавшись Теоремой 1.2, мы приходим к следующему результату относительно системы (1.1), (4.1).Теорема 4.1. Пусть V* класс всех решений в € С'‘±0| однородной задачи 
Дирихле для системы (1.1). (4.1). Тогда условие (2А*) является необходимым и 
достаточным для разрешимости задачи в классе С(*'±0(. а индекс ж1 задачи равен

Х(0 =
еслиесли t > 0, 

t < 0.Заметим, что система (1.1), (4.1) строго эллиптична при А > -2. Согласно (4.4), для таких значений А неравенство (4.3) не выполняется и поэтому ж+ = ае՜ = 0. Другими словами, отрицательный индекс зе+ может случится только при А < —2. Более точнее, если контур Г имеет единственную угловую точку т и А® < А < -2, то®՜ = dimV՜ — dimV + = 1. Следовательно, существует только одно линейное независимое решение однородной задачи Дирихле, обладающее асимптотикой (1.20) в точке г, вместе с функцией фт / 0 вида (1.19°).
Abstract. The paper considers Dirichlet problem for elliptic systems of second order with constant leading coefficients in a piecewise smooth domains of the complex plane. A Fredholm criterion and an index formula in the Holder spaces are given together with some examples of elliptic systems, where the index of the Dirichlet problem docs not vanish.ЛИТЕРАТУРА1. A. V. Bitsadze. Boundary value problems for elliptic equations of second order. North Holland Publ. Co., Amsterdam, 1968.
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