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Резюме. В стать«՛ получены элементарные выражения для функции распреде
ления длины хорды правильного треугольника, правильного пятиугольника и 
прямоугольника формулы выводятся двумя различными методами : а) прямым 
вычислением соответствующей плотности и б) используя 6 формализм в тож
деств« Плейеля. Для правильного треугольника и прямоугольника результаты 
совпадают с результатами Зуланке (1961) и Гилле (1988).

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть G пространство всех прямых g на евклидовой плоскости JR2. (р. у?) = по

лярные координаты основания перпендикуляра, опущенного из начала координат 
О на прямую д, суть стандартные координаты прямой g 6 G.

Пусть р(-) локально конечная мера HaG. инвариантная относительно группы 

всех евклидовых движений плоскости. Хорошо известно, что (см. [1])

p(dj) = dg = dpdtp.

Для любой ограниченной выпуклой области D множество всех прямых, пересе

кающих D. обозначим через

(D] = (p€G:jnD#0).

Имеем (гм. (1), (2]) :

p((DJ) = |дП|.

гд«- 0D периметр области D. а |сЮ| - длина периметра dD.
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Случайная прямая в [О) есть прямая с распределением. пропорциональным 
сужению меры р на (Р). Следовательно, имеем

Р(А) = ֊ ДЛЯ лк^°го бородинского* А С [Dj. (И

Далее, пусть AVD множество прямых, пересекающих D и образующих хорду 

*(д) = 9Г)Р длины меньше, чем у :

ad = Ь € (D|: x(g) < И. У € 1R

Функция распределения длины случайной хорды * области О обычно определя
ется как

л») = ямы = /Д ■ <’1
Следовательно, для получения функции распределения длины хорды для огра

ниченной выпуклом области О. надо вычислить интеграл в правой части (2). 

Явные выражения для функций распределения длины хорды известны только в 
случаях круга, правильного треугольника (см. [4]) и прямоугольника (см. 3|).

Основными результатами данной статьи являются элементарные выраже

ния для функции распределения длины хорды для правильного треугольника, 

правильного пятиугольника и прямоугольника. Формулы выводятся двумя раз

ными методами : а) прямым вычислением плотности распределения ; б| исполь
зуя Л формализм в тождестве Плейеля. В случаях треугольника и прямоуголь
ника полученные результаты совпадают с результатами Зуланке (1901) и Гилле 

(1988) (см. также [5] - (8]).

§2. СЛУЧАЙ МНОГОУГОЛЬНИКА НА ПЛОСКОСТИ
Пусть Р - выпуклый ограниченный многоугольник на плоскости и аь а2..... а„

- стороны И. Тогда

Р1= •о
где [и,] П [а?] - множество всех прямых, пересекающих обе стороны а, и 

многоугольника Р.

Имеем

F(j/) = _2_ /7 dipdp-
|5D|
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где V1 распространяется на все пары непараллельных отрезков п,. а, С ОЛ. а 
^2՛' по в։» м парам параллельных отрезков а, и и, С ОЛ.

Переходя к координатам (|х1՝^)< 0 каждом из интегралов под знаком суммы
«/

. можно п|х»веети одно интегрирование. Имеем (см. [2]) :

ашаз
I мп|<»։ +<»։)|

(3)

где а։ ֊ угол между а, и хордой \{д] = д П Р. л угол между а9 и *(9)

(9 € (а,]п|а,)). •

Таким образом. получаем

г/ \ 1 ГГ 81ПЛ181иа2= ГяН7 / и // Г7՜?---- Т----

я-^։։*Е т.,
•</

<1р

где Ьч расстояние между параллельными отрезками а, и ар а ЦА) - индика

торная функция события А. т.е. /(Л| = 1, если имеет место А и 0, о противном 
случае.

Можно также получить плотность распределения длины случайной хорды для 
Р :

/<уИу « Г(у+ Лу) - Г(у) = — ' вшах

<1<р(1р-
(?€(<’|)П(а;].1(9)<у + <<у)

</р ,
1»е|<«.)п[в<) х<«>< V)

где 7М угол между непараллельными сторонами а, и а, (или их продолжения
ми!. ’

(у) = {*?'■ существует хорда направления <р. длины у, соединяющая а, и«Д
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Имеем

dip dp-
<^|«.)n(aJ];4(gKr + drJ

dip dp
< ?€ [««)o(« И

' dip =
r<X(f)<r-Hv

//

ЛГССО8
У + dy

bu’ arccos —

= <*9 ,Ь>> .

'<> У\/Уг~к^

где Л(^) / Ьч - высота параллелограмма, две стороны которого равны х(^) =

<?(¥>) € [и|]Г|[а7], а две другие стороны лежат на параллельных сторонах

о, и К(р9) = Л(у>), для которого х(у>) = У и

d*Py bt bfj
—- = arccos---- —---- arccos — =
dy у 4* dy у

*J (4)

Поскольку Ql = тг/2 - ip и a2 = л/2 4֊ (<P - 7i;h получаем

№) = ֊Л֊
Ll«.l

cos <f cos(y> - 7«J )

(5)

><J
У^ ~bu.

Заметим, что плотность распределения /(у) определяется для любого у 6 IR 

за исключением тех значений у, которые являются сторонами, высотами и 

диагоналями многоугольника. Для таких значений у, функция распределения 

F(y) не дифференцируема, но непрерывна.

§3 . ТОЖДЕСТВО ПЛЕЙЕЛЯ

Пусть D выпуклый ограниченный многоугольник на плоскости и и։..... ап
стороны многоугольника D. Тождество Плейсля для многоугольника D имеет 

следующий вид (см. (1] и [2]) :

/ /(1х(?)1)^ = [ Г(|Х|)։ Ixl cota։ coto։dy +V / f{u)du. (6) 

J[o| Jg ,=lJo 
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гд»՝ /(г) функция с непрерывной первой производной /'(г), а։ и а2 - углы 

между до и прямой д на концах хорды *(р) = 9 А О. лежащие в одной 
полуплоскости относительно внутренности многоугольника О. (а, | суть длины

сторон а,. । = 1...... п.
Р В Амбарцумян в (I] и [2] покачал, что тождество (6) полезно при вычис

лении функции распределения длины хорды в случае ограниченных выпуклых 

многоугольников Еали в (б) формально подставить
(0 ес ли и < у

/,(«)= , -
[ 1 если и > у

то интеграл в левой части (6) будет равен

/*{<7 € |Р|: |х($)| > у}.

т.е. инвариантной мере множества хорд многоугольника D, длины которых 

больше у. Производную функции /9(м) нужно заменить на ^-функцию Дирака, 

концентрированную в точке у. Следовательно, получаем
[1֊Г(у)]|аР| = £ /7 <5(1x1 “ У) • 1x1 со1а։ со1а^у+

„ ГГ •
+ 52 // <М1х1 - у) • 1x1 «>1а1 со1а2Лу + 52(|а.| - у)+,

7^
где [ы,]П[а7] множество прямых, пересекающих обе стороны а, и а, многоуголь

ника И, х* = х, если х > 0 и 0. в противном случае.

Для лк»бой непрерывной функции / имеем (см. [9]) :

/ - У)/(։)<<։ =/(у). (8)

Для {м,,а;} Ç V1 делаем замену переменной (р. у>) -» (|х|.у>) и используя (3) и 

(8). получаем

I д(|х| - у) • |х1 cotai cola2dy = — [ sin tp sin(-)։j ~

Кроме того, для параллельных сторон а, и а, (т.е. а,. а} £ используя (4), 

имеем <2

/ ч // <И[х| - у) • 1x1 cotai cotа2 dp =

~ ~25Z < y) [ <5(1x1 - y) • Ixl b(y»x) tan2 dx =

= < »)*(?,» -, , 
’<> V'/2“bu
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где = агссоя —. 
У

Следовательно, получаем

Г(у) = 1 - '1
ят 7М 81П <р яп(7ч - <р) Фр-

Я
+ £?1а'1 - »)*

(9|

В случае, когда дО нс содержит параллельных сторон, формула (9) совпадает с 
выражением, приведенным Р. В. Амбарцумяном в [2].

Из (5) и (9) следует, что чтобы найти функцию распределения £(у) или плот

ность распределения /(у) должны вычислить интегралы вида

—— / соя <р соя(у> - 7) Фр (10)
91117 Д1у(

и
—----  / 81п у> я։п(7 - у>) </у>
’Ш7 ?♦(,)

(11)

для любых двух непараллельных отрезков а и Ь (о < 6) с углом 7 между о и 6 

(или их продолжениями) и также вычислить вторую сумму в (5) и (9) (для пар 

параллельных сторон). В (10) и (11)

Ф(ту) = [<р: существует хорда, направления у» и длины у соединяющая а и Ь].

§4 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассмотрим интегралы (10) и (11) для непараллельных отрезков а и 6. имеющие 

общий конец. Имеем значения следующих неопределенных интегралов

------ / сояу> со8(у> - 7)’^ = С(*1
Я1П7 у

I1 1 . п 1 п
-^+-ян։2у> - -сое2<р. (121

/
ЯШ Р 8111(7 - <р)(1р - СО<7 ----И+-8ш2р — -СОя2^>.

2 4 4
(13)

Нетрудно проверить, что для любого 7 € (0. я) область интегрирования Ф(у)

является подмножеством следующего интервала

Ф(у) с
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Лемма 1. л) Для острого угла у и 0 < у < <* ֊•«։։։ 7 = niio(a,4)) и

б/ для тупого угла у и для 0 < у < и (а < Ь)

получаем следующие результаты : Я|

1 [ зг — у 1
/ cos у? схмЦр - 7) = —-— cot 7 4- -.

si« У Д(,| 2 2
(14)

1 Г я - 7 1
- ---- / sin у? sin(7 - -  z— cot у 4- 
sin 7 A(f) 2 2

(15)

Доказательство, следует из (12). (13) и из факта, 
[Г Я" 
~2 +Т 2 '

что для таких значений у

Лемма 2. Для острого угла у G и для a sin у < у < а. (а = Ь) имеем

֊— / cosip cos(^> - 7) dip = 
s։n7 ;♦(,)

л . a sin 7 а sin 7
4- 2 arcsm------- ------------- -

У У

•» • 2а' sin 7
У2

1 . _ л а sin 7
+ - sin 27 - cos 27--------

4 у

а2 sin2 7

У2

(16)

л «sin 7 sin 27 /. а2 sin2
COS 27----------- ---------- J1--------- —

у V у2

sin 7

„ . a sin 7
-2 arcsin--------

У

a sin 7

У

a2 sin2 7

У2

u sin 7

У

a2 sin2 7
(17)

4- -(I - cos27)-

a»iu7 . o /.
--------- «in 27 < /1 -

У V
a2 sin2 7

У2

Доказательство. Если у £ (a 81117,0) в интервале существуют
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направления ♦/ ♦(!/). Ф(»/) является объединением следующих трех интервалов :

Ф(.м) = а 8Ш 7 \ . .7.-агссов—֊

и/ а 8Ш7 а я|н 7 \ I ■
агссоя--------- , у - агссоя---------֊ |

\ У У ) 

и(^ а 81П7 я
+ агссоя--------- . —

У 2.

Используя (12) и (13) получим требуемый результат.

Теперь используя Леммы 1 и 2, можно получить результаты Зуланке (см. [4]) 

для правильного треугольника и Гилле (см. [3]| для прямоугольника.

§5 . СЛУЧАЙ ПРАВИЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА

Так как п треугольнике нет параллельных сторон и -у = -, з։п-у = то 

формулы (5) и (9) можно записать в виде

и

/(У) =
2 

у/За
созр соз(у։ - я/3)<^>. (18)

Лу) = 1-
2у 

у/За
зт <р зт(я/3 - у>) <1<р-----(а - у).

•»»(у) “
(19)

где а - длина стороны правильного треугольника.

Используя (14) — (17), из (18) и (19) получим вид плотности распределения

1 я
2а + Зу/За

у/4у2 - За2 _ 1
2у2 + 2а +

2 . ау/3 2я
—агсвш —------------?="♦у/За 2у ЗЛа

если

если

если

у [О.а]

п - го<у< —
у/За

(20>

и функции распределения

' О,
/1 я \ у
\2 + Зу/З / а

и 2я у 2у . ау/3 у/4у3 - За2
—----------— - 4֊ —=- агезш —— + ------ - --------
2а 3^3 а у/5а 2у 2у

если

если

если

если

у<0
11 ' ՝>'^а
о < У <

у > а.
(21)

Очевидно, что /(у) =
<^У
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Проверяй теперь, что
[ = 1-
/о

(221

Им«тм

(23)

Г V т2 - а3 У«։ ֊ а’ . . /~2------ 51
/ ------ =-----г/т =-----------------4 1п |։ 4 уг~ л-|,

У *’ ։

ПОЛУЧИМ
г9/ /|у) Ну == - 4 1и V 3 4 - - 1п(3а) 4 1п(лх/3) = 1. 

Уо 2 2
т е. (221- '* ■՛՛** 5* 4 

н». С ЛУЧАЙ ПРЯМОУГОЛЬНИКА

Так как имеются две пары параллельных сторон (а < 6) и у = «1>7 = 1,

формулы (5) и (9) можно записать в виде

/(9) = 2(о 4 6) сое <р сов(у> - я/2) <1у 4 /(а < у) Л(у>,, а)
У VУ2 ~ а

4 1(Ь < у) /»(^,.6)
ь

У у/у3 - Ь1
(24)

К(у» = 1 ֊ 2у / 8||) <р в։п(я/2 - <р) <1у> 4 /(а < у) Л(<?,, а)
у/у3 - а3 

а

+ /(Ь<у)Ь(у>,.6)^—- 
ь

4֊ (а - у)+ 4 (Ь- у)+

(25)
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гдг /»(¥»„,«) 1М<Р,,Ь))- высота параллелог рлмм а. параллельные стироны которого 

равны у а другие дог стороны лежат на параллельных сторонах длины Ь (а). 
Нетрудно убедиться, что

м,,.о) = , М(Р,.И = ‘_±^Е5.
V У

Используя (14) (17). и» (24) и (25) получим результат Гилле для прямоуголь
ника (см (3)). Плотность распределения длины случайной хорды для прямоуголь
ника имеет вид :

/(у) =

0.
I 

а+Ь' 
а2 Ь 

(а 4- 6)у2 \/у3 ~ и1 

аЬ I а Ь \ 1
(а + Ь)у2 у у/у1 -а2 у/ у2 ~ Ь1 / а 4- Ь

если

если

если

если

У $ [0. х/а2 4 Ь2)

0 < у < а

а < у < Ь

А < у < /а» 4 Рф

(26)
а функция распределения Г(у) для прямоугольника а < Ь имеет вид

Пу) =
0.

У
« + ь՝

а Ь у/у^ — а2

а + Ь а 4֊ Ь у
1------ —г + / м • (ах/№ ֊ Ь2 4֊ Ь^у2 - а2),

а + Ь (о 4- Ь)у

, 1.

если у < 0

если 0 < у < а

если а < у < Ь

если Ь < у < 4- Ь2

если у > \/а2 4- Ь*.
(27)

Очевидно, что /(у) =

Теперь проверим, что

(28)

Лу

Имеем

/(у) «/у =

о

а2 А
(а 4- 6)

dy
у2 у/у^ — а2

аЬ2 <2у _ х^Т^-А

(а + 6) у2 а 4“ Ь
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Поскольку

получим

' а Ъ2 а’ \/а2 + № - Ь
' я + А (я + Ь) уха2 + Ь2 (а + Ь) у'а- 4- Ь2 а + Ь

т.е. |28).

§7. СЛУЧАЙ ПРАВИЛЬНОГО ПЯТИУГОЛЬНИКА

Поскольку в правильном пятиугольнике нет параллельных сторон и

если ; = ։ + 1

если ) ։ + 1 

(*П,,+1 угол между соседними сторонами правильного пятиугольника, а 7,.7, 

; / ։ + I угол между продолжениями двух нссоседних сторон), формулы (5) и 
(9| можно переписать в виде

5о[1 - Г(у)] = —/ 81пу> 81п(Зт/5 -
пп —

5

«։п <р в։п(я/Ь - <р) И<р + 5 (а - у) +

и

/(У) = 7֊ 
э а ат —

' сое <р сов(^ - Зтг/5) </у>+
♦։эЫ

соя <р соя(у? — ж/5)

где а - длина стороны правильного пятиугольника. 
Используя формулы

. Зтг я \/]0 + 2\/5 
ЯШ 5 "СО8 10 * 4 И

. к
ЯШ — =

уАо + 2>/5 ■ (у/5 - 1)

8
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предыдущие выражения можно переписать в виде :
| у г

F(v) = 1-------- 7?" = / «in <р 011(3*75 -
а \/10 + 2х/Г> Jini*)

2(v/5 + 1)у [ ' 1
---- Z7Ä „ /г / *։п^я1п(ж/5֊ ¥>|г^ (а м)+.

а х/Ю 4 2>/5 «
и

/(у) - --------у^՜ / со* соч(у>-Зя/5) <7у>+—-—/ соя €<н(^—к/5)
а ein — ■'♦•НН а ein -> •'♦u(H

5 5
В случае правильного прямоугольника Фц(у) и Фи(у) суть подмножества 

> 2։)’ НвтрУД”0 проверить, что

1) при 0 < у < а,
фи(у) = ֊ ) и Фп(у) = 0;

2) при а < у < а. Ф։з(1/) есть интервал

f
a \/b 4- 2 v/5 соз - к а/5 + 2^5 СОЯ —

arcsin----------------------- —, — + arcsin------------------------ —
У 10 У

3) при у > а (длина диагонали пятиугольника).

Фп(у) = $։з(у) = И:

4) при а < у <
^5 4 2 v 5 (длина перпендикуляра, опушенного из вершины

пятиугольника па сторону).

Ф։з(у) =
Зя 

-------4֊ arcsin
10

а соз а сое
-------- —. arccos--------—

У У

5) при ֊ у5 + 2х/5 < у < 

интервалов :

и» фп(у) ” объединение следующих трех

I Зя . nCOSHj .iv'5 + 2v^
Ф13(У) = -777 + arcsiU-----—- ֊ агссоя------—------I 1 и у ֊ У

- arccos
/5 + 2v^5
—- ---------, arcsin

21/

0^5+2^ 

2у

/ 7 я а \/5 4 2 х/З
— - arccos------ - --------

I 10 2у
arccos

n ros 10

и
и

и

У
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Используя теперь (14) — (17), получим функцию распределения длины хорды 

для правильного пятиугольника : 

Г(!/) =

сели у < (I 

*(>/5-1)

5 V 10 4 21/5
гели 11 < У < а

я (5 + 3 <5) и 2(\/5+1)у . « 4- 2\/5
1 4------ , --- ------ /----- ж arcsin---------------------

5а у Ю + 2<5 av 10+2v5 4v

a V 10 + 2v^5 \ 
arcsin-------- :---------- I э если a < y <

4.v / “ ”

î(5 + 3yS)ÿ _ 2(^4 1)y ... a V10 4- 2>/5
+ 5a >/10 4 2Vb a vZ10 4֊ 2>/5 4-V

֊ /ь + 2V5

cos
. aV/10 4 2v/5 

&ГС81П -------- ----------
4y

(>/5 4 1)ду 

ay/10 4 2>/5
arccos

yz10 4֊ 2>/5 

2у(Л- 1)
a

2(v/54 1) . ( av'10 + 2y/5\ a /r , n Æ ^41
4 —- ------- - am arccoe-------- —-------- I , если - v5 4 2v5 < У < ---------- a(y/S-ip \ 2y(vÆ-1) ) 2V vw-»- 2

если

Нетрудно проверить, что эта функция является непрерывной. Для значения 

у - и. иСпцее значение второго и третьего случаев совпадают и равно

1 _
2 5 \/10 4 2у/5՜

Дей< твительно. так как 
. V io 4 2з/5 2ir

arcsin---------------- = —
4 5

и 
. у/104 2>/5\ 2к . , 

arcsin------- --------- = cos — = 1 - 2 sin2 я/5 =
4/5

(104 2>/Ъ)(у/5-I)2 ,/5-1
64 "4

получим результат :

J + К (5 4 3 у/5) 2(^4 1) 2г >/5+1 у/5 - 1
5 v/ÏO 4 2>/5 ^10 4 2,/5 5 2 4
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_ 1 _ я(/5- 1)
~ 2 5/10 4-2/5

55

а
Случай у = очевиден

Рассмотрим случай у = а. Ич последнего случая имеем

из предыдущегоI. Нетрудно проверить, что получаем тоже самое чначениг

выражения. Действительно, поскольку

. /10 + 2/5 я 
агент------=---- — = т и

2(>/5 + 1) 5

соз arcsiu
/10 4-2/5 

2(/5+ 1)

/10 + 2/5 _ * 
arccos------- ------------ уд

/ \/10 4֊ 2/5\ . * _ у5- 1
и sin I агссов------- -------- J ~ 81П 10 ~ 4

получаем

я (5+ з/5) (/5+1) _ (/5+D*

10 /10 + 2/5 /10 4֊ 2\/5

. у/10 + 2/5 
arCSl” 2(/5+1)

-----  сов 
2

/10 4- 2/5 
aresm ~ —77՜2(/5 + 1)

(>/5 4֊ I)3 
___  arccos

2 х/10 4֊ 2 >/5

2(/5+1) . ( /10 + 2/5^ _

+ (/5-1)2 \ 4 /

я (10 + 4 у/5) _ я (6 + 2/5) _ (/5 + 1)՜
1 + 5 у/10 + 2/5 5 /10 4- 2/5 8

я (4- I)3 + + 1 = ।
20 /10 4- 2 (/5 *

П лот ноет ь ряс п редел с н и я имеет вид :

И
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/Ы =

если п + 1и. —-—а

1 _ *(>/5-1)

2 5 \/10 4֊ 2v/5
если 0 < у < а

ж (5 4 3 у5) 
5а v 10 4- 2>/5

2(Л+ и 
а v'10 4֊ 2 Л

. а
Ares in -

V/10 4֊2v/5
4у +

У £

2(у/54֊1)

v'16y3-a3(lÜ4-2>/5)

а2 (5 4- 3 а/5) /г . о А----------- ------------- ----- , если а < у < - у 5 4֊ 2v5
2у3 ^löy3 -а3(10 4 2у/5) 2

я (5 4 3 Л) 2 (>/5 4 1) . а >/10 4- 2?5
— ------------------- - arcsin-------------------- 1֊
5а V 10 4 2\/5 а \/10 4 2 а/5 4У

2(у^4 1)________________а3 (5 4 3 у/5)_________

^Абу2 - а3(10 4 2>/5 2 у3 у/16 у3 - а2(10 4 2>/5)

(а/5 4 1)3 a\/10 4֊-2v/5
------- . — ATCCOS --------т=-----------

Ц\ 10 + 2v'5 2y(v5- 1)

(>/5 4 l)3

У^уЧа/З- I)3 -а3(10 4 2у^) 

4 у՜3 а3(5 4 3 >/3)(\/5 ~ I)՜3 а /. o /г У5 4 1
4 ■ — - -- , если - у 5 4- 2Vb < у < —-— i

. I)3-аЧЮ42У5) 1 i

Очевидно, что /(у) = .
<1у 

Рлв<*нство
(^/S+Па/З

/(y)dy = 1
п

следует ил

а
21

arccos z 1
----- =— ах = — arccos z + In

- а
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и (23)

Abstract. In the paper elementary expressions for the chord length distribution 
function of a regular triangle, pentagon and general rectangle are obtained. The 
formulae arc derived by two different methods : a) by a direct calculation of the 
corresponding density function and b) using 6 formalism in Pleijcl identity. In the 
cases of the triangle and rectangle the results are shown to coincide with those of 
Sulanke (1961) and Gille (1988).
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