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ПРЕГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ В ТРЕХ ИЗМЕРЕНИЯХ

Р. В. Амбарцумян

Институт математики НАН Армении 
Е-тлИ : гНатЬаПФапа.агп

Резюме. В настоящей статье рассматриваются семейства П' оГ пре геодезичес­
ких содержащихся в гладком трехмерном многообразии Оз. Прегсодезичрские 
кривые в двух измерениях расматри вались автором в [1] (Иэв. НАН Матема­
тика, том 39, по. 4, 2004). Прегеодезические у £ Г соответствуют прямым в 
Гильбертовой аксиоматике для трех измерений. В 1>з имеется также семейство 
1Е дчекоидов. являющихся аналогами плоскостей. Каждый дисконд е € 1Е пред­
ставляет собой реализацию двумерного многообразия I), рассмотренного в (1]. 
в частности, предполагается, что каждый дискоид содержит семейство гладких 
прегеодеэических в смысле [1]. В случае классической среды на Вз (аналогич­
ное понятие рассматривалось в [1]) базовая мера длины (II порождает меры де 
в 1Е и (ку в Г, и приводит, через элегантное тождество, к определению коль­
ца подмножеств в пространстве 1Г, где возможны комбинаторные разложения в 
смысле книги автора 1982 года. Эти разложения можно применить к изучению 
поверхностей на Г>з. скажем, для вычисления вероятностей чисел пересечении 
случайной 7 € П\ В работе получено геометрическое неравенство для площади 
минимальной поверхности, натянутой на петлю в Оз (изопериметрическое нс- 
раеснсео для петель, новое неравенство даже в случае евклидова пространства). 
В частности, настоящий подход устанавливает в один прием справедливость это­
го неравенства для евклидова, гиперболического и Риманова пространства. Ради 
полноты изложения, в §1 приведены некоторые выдержки из работы [1].

И. ВВЕДЕНИЕ : ПРЕГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ В ДВУХ ИЗМЕРЕНИЯХ

В данном параграфе приводятся некоторые сведения о прегеодезичсских кривых 
в двух измерениях из работы [1]. которые необходимы для работы в трех
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ИЭМС|М-НИЯХ.
Пусть Г) гладкое двумерное многообразие с границей (71). тополог и чс« к я 

эквивалентное замкнутому плоскому диску, и пусть С семейство кривых на [) 
удовлетворяющих следующим аксиомам Л1 А4 :

А1. Каждая кривая г; € С есть гладкая кривая без самопересечений, топо­
логически эквивалентная замкнутому прямолинейному отрезку. Относительная 
вну гренность у принадлежит внутренности В. и оба конца д лежат на <9В.

А2. Для двух различных точек в О существует единственная кривая д €С 
содержащая эти две точки ; это свойство остается в силе, если одна или обе точки 
взяты на <70

АЗ. Топология на С. индуцированная из пространства замкнутых множеств 
в I) совпадает с концевой топологией на С. ** г •.*(
А4 Для данного направления, касательного к I) в точке Р 6 ։п£Г). существует 

только одна кривая д € С. содержащая Р и имеющая в Р данное направлена 
касательной.

Если условия А1 - А4 удовлетворяются, то С называется [1] семейством
прегеод< шческих кривых, а каждая прегеодеэической.

Примеры. В следующих трех случаях свойства Л1 А4 удовлетворяются : 
11) = ограниченная выпуклая область в пространстве 1К

прм геодезические кривые — евклидовы хорды области I) ;

2 . О ограниченная гиперболически выпуклая область (скажем, евлидов диск) 

в модели Пуанкаре полуплоскости гиперболической плоскости.
Здесь прегеодеэичегкие кривые суть гиперболические прямые (вертикаль­

ные евклидовы прямые и некоторые евклидовы дуги окружностей);

3 0 = выпуклая область в открытой полусфере, 

п|н геодезические кривые = дуги больших окружностей.

Базовая мера длины. В работе (1) многие факты зависят от существования меры 

длины <11 на каждой прегеодеэической д £ С, означающее, в частности, что длину 
|» каждого прегеодезического отрезка л можно вычислить как интеграл вдоль 
з :

= (11)

В работ« 1 был предложен конкретный алгоритм определения длины достаточно 
гладких кривых, .

Клаге чческая двумерная среда. В [1] тройка !),€». <11 называлась средой. Теперь 
будем называть ее 2-средой.
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Обозначим через Т(Р) окружность направлений на плоскости, касательной 
к П о точке Г 6 В. Направление ф в точке Р Р 1) есть элемент Ф С Т1 Р).

Точка <2 € О принадлежит прегеодезичсской окружности с(Р.г) с центром 
п точке Р 6 Г) и радиуса г, коль < коро \Р. (}\ г. Предполагаем, что прегеодези- 
чг< кие окружности на Г) достаточно гладкие. Скажем, что 2-среда удовл<творя- 
ет РОС (= Радиус Ортогонален Окружности) если угол между направлениями 
<€Т(б?) ир€Т((?). где

е = направление, касательное к с( Р. г) в некоторой точке (} € с(Р. г), 

р = направление прегеодезической. содежащей Ри (?.

всегда равен ֊. При выполнении Р00, важная функция Кр((}).Р.(} € О 
определяется [1] как Якобиан

dl = hp[l)da, l€c(P.r) (1.2)

d соотношении между мерой длины <11 на с(Р, г) и обычной угловой мерой <1а на 

Т(Р).

2-среда D,G,dl называется классической если

С1. имеет место Р00,

С2. /ip,(Р2) симметрична, т.е. Лр,(Р2) = Ля,(Р։) = Л(Р1.Р2) = h(P2.P։), и

СЗ. внутри малых окружностей с(Р. г) (т.е. при г —> 0) геометрия, опреде­

ленная мерой dl - асимптотически евклидова, в частности, для бесконечно малых 

треугольников применимы формулы евклидовой тригонометрии.

В предыдущих примерах, выбор стандартной меры dl (т.е. евклидовой длины 

Для 1., гиперболической для 2. и меры инвариантной относительно вращении для 

3.) обращает соответствующие 2-среды в классические.

Для данной прегеодезической д0 € G. пусть [до] обозначает множество 

прегеодезических, пересекающих до-

Параметризация no I. ф. Прегеодезиче» кие д из [д0] можно описать параметрами 

Ф, где

I = одномерная координата длины на до точки д Г*до.

ф — угол между д и до в точке д Л до-

Параметризация li.lj. Для заданных двух прегеодезических jn.y2. каждая пре- 

’тодезическая д € [<7i j Л [у2] может быть описана двумя параметрами ij,/j :

I, = одномерная координата длины на д, точки д Л</,, ։ = I. 2.
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Теореме [1]. В любой классической i-срсдс D.G. dl существует (единствен, 
нал) мера dy hoG. представимал на каждом множестве [у։] А («/г] в паримещ. 

риэации /|, 12 в виде
sin 0։ siu ф2

Ля= Ц1.Л> 1 ” ,U|
г<#е = Угол между g и gt в точке lt € gt. t = 1,2. На каждом множестве [р0]։ 
в /.V* параметризация той же меры представляется в виде

dg = sin ф dl di>. И

Упомянем еще один результат из [1] : в классических 2-средах

|РьРз| = длина прегеодез и чес кого сегмента с концами Р|, Рэ

всегда является Гилъбертовой псевдометрикой, т.е. мера длины dl превращает 
преггодезические в геодезические (кратчайше). Эти |>езультаты в [1] достига­

ются изучением комбинаторных валюаций Ф на так называемых объединенных 

кольцах подмножестве. (Для евклидовой плоскости соответствующая комбина­

торика хо|юш<> известна по книгам автора [2], [3].) Мы увидем далее, что комби­

наторные валюации Ф существенны для построения комбинаторных разложений 
на объединенном кольце, определенном в B' = пространстве прегеодезических в 

трех измеренениях. Ниже §6 содержит пример применения комбинаторных разло­

жений в Г. т.н. изопериметрические неравенство для петель, где используется 

формула площади D\| области I) € D. справедливая в классической 2-среде :

||D|| = я՜1 У |DAfl|dp. (1.4)

(1.4) легко следует из (1.3) и хорошо известна в интегральной геометрии кон­

кретных пространств 1.,2., и 3., dl - стандартная, см. выше.

§2. ПРОСТРАНСТВА Е И 1Г
Сиеной действия последующих параграфов является

Dj - дифференцируемое многообразие, топологически зквивалентное обыч­
ному замкнутому шару в IR ' . | ij

Для данной точки Р € Dj обозначим через Т2(Р) пространство направлении 
касательных к [)3 в точке Г :

Гз(Р) = 2 сфера, точки в диаметрально-противоположных парах тождест­
венны. „ «мй| I

< Обозначим через IE семейство дискоидов е £ ПС и через II семейство прегео(^ 
зических 7 € Г. Постулируем следующие свойства :
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Р1. Каждый ди* коид е есть гладкое двумерное многообразие, топологички 
исвивалентное «Лычному замкнутому лиску о Ж.2. Относительная внутренность 

каждого е принадлежит внутр-иности D3, тогда как граница Ос принадлежит 

0Dj
Р2. Для любых трех различных точек в D3. не лежащих на прегердсзичсской 

существует ебнете снный дискоид с E Е содержащий все три точки

РЗ- Каждый дискоид е содержит семействоG« кривых 7, удовлетворяющих 
аксиомам AI А4, §1. Те же самые кривые называются прегеоезическими в Dt 

т.е. й!
•' = U 

г ЕЕ

Р4. Пересечение двух дискоидов E D3 и е2 E D3 есть либо пустое 
множество, либо прегеодезическая кривая 7 = G,։ AG,,.

Р5. Семейство р^ дискоидов е Е Е. содержащее прегеодезическую 7 € Г 

называется 6 -пучком. Для заданной 7 € Г. точки Р Е 7 и двух дискоидов 

е։,е2 Е р> рассмотрим угол

ф(Р) = угол между направлениями и ы2, где

= направление, нормальное к е, в точке Р. w, E Т2(Р), i = 1. 2.

Принимаем как постулат, что для каждого е2.е2 € Р-, угол фр не зависит от 

Р € 7. Величину ф = фр. на зависящую от Р € д, назовем плоским углом 
между дискоидами ej.e2. Если е2 Е р-, остается фиксированным, то каждому Ф 

соответствует только один е2 € р3. т.е. ф может служить для параметрнзации 
дискоидов из р,. Топологически р, есть окружность, и часто пишется ф € р.

Рб. Для заданного дискоида e E Е и прегеодезической 7 € Г. существуют 

только три возможности :

либо 7 E Gr, либо e Е [7], либо 7 Ае = 0. где

[7] = {e E 1Е : е и 7 имеют только одну общую точку (коротко, с пересекает
7)}. »4 Я «Я ֊ ՛

Множества вида [Р] = дигкоиды e E Е, содержащие точку Р E tnt е называются 

пучками.
Р7. Каждому ш € 7з(Р) соответствует только один дискоид из [Р]. имеющий 

в точке Р направление нормали ы.

Примеры. В следующих примерах вес свойства P1 Р7 удовлетворены :

1. D3 = ограниченное выпуклое тело в 1Н \

дискоиды = пересечения D3 евклидовыми плоскостями.

прсгеодезические = евклидовы прямые;
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2. В модели Пуанкаре полупространства гиперболического щи к транс тва. возы 

мем
Dj = ограниченней* гиперболически выпуклое тело (скажем» евклидовый 

шар).
дискоиды = пересечения Dj гиперболическими плоскостями (сферически«* 

диски).
прегеодеэические = гиперболические линии (дуги окружности):

3. = выпуклое тело в открытой 3-мерной полусфере,

дискоиды = пересечения Dj 2-мерными большими сферами, 

прегеодезические = дуги больших окружностей.

Базовая жгра сЪпжы. Предполагаем, что на каждой прегеодезической 7 € 1Г 

определена мера длины til. В частности, каждая игла (прегеодезический отрезок) 

I' получает длину
1И = [ dl. (2.1)

J If

В случаях 1..2. и 3. примерами dl являются евклидова длина, гипербол и чес к а։ 
длина и длина, инвариантная относительно вращений.

Четверку D3. Е. Г. dl назовем 3 средой.

Классическая 3-среда. Точка Q € D3 принадлежит в(Р.г) = прегеодезическоа 

• ферс с центром в точке Р € D3 и прегеодезическим радиусом г тогда и только 

тогда, когда |Р. Q| = г. Предполагаем, что сферы дифференцируемы. Назовем 
3-среду D3, Е. Г, dl классической если

CI.1 Для каждого е G Е тройка c,G։. dl есть классическая 2-среда в смысл* 
§1 Заметим, что функция h(Pt. Р2). см. С2.. a priori может зависеть от ф g р. 

где у = прегеодезическая, проходящая через точки Р\.Р2 и ф € p-р так что. 
вообще говоря, функция h(Pi. Рг) должна быть заменена функцией h9(Pi. Р2).

CI.2 В .малых сферах з{Р,г) (т.е. при г —> 0), dl асимптотически евклидова.

CI.3 Дискоид. касательный к s(P, г) в любой точке Q g я(Р, г), ортогоналев 

к прегеодезическому радиусу PQ в Q g 7- Функция h9(P, Q) не зависит от ф I 
является симметричной, т.е.

h9(P.Q) = h(P,Q) = MQ.P). (2.2)

§3. МЕРА В П

Мера площади da. Чтобы подчеркнуть, что мы рассматриваем некоторый дис­

коид с £ Е как отдельное пространство, точки в с обозначим через а.
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Для каждой точки а 6 с полагаем

da = dlx dl2. (3.1)

где <//, меры Лебесга на двух взаимно-перпендикулярных прямых на касатель­
ной плоскости, исходящих из точки касания а € с. Нормирующее условие : в 
точке а каждая Ш, эквивалентна Л1.

Якобиан .1р(а) я классической '/среде. Пусть Р € О3 и с € Е. Для точек а € е 
рас смотрим отображение

а •—► где 17 € Т3(Р) есть направление прегеодеэичес кой Р. а.
Определим Якобиан .7р(а) с от ношен нем

соа ф da = Jplajdtl. <321

где
<М7 =■ телесная угловая мера, инвариантная относительно вращении на 

единичной сфере Tj(P).
ф = угол между 7 и направлением, нормальным к е в точке а.

Согласно (3.1)
JP(a) = h2(P՝a). (3.3)

Замечание. В действительности, a € с это некоторая точка Q £ Dj. Как видно 
И1 госотношения (3.3) /р(а) = Jp(Q) = h2(P,Q) не зависит от направления, 

нормального к с в точке Q. Это следствие наличия сомножителя соя </’ и (3.2) и 

утверждений С1.2 и CI.3.

Мера di2-f. Для дискоида е € Е обозначим

[е] = множество прегеодезических. пересекающих е только в одной точке.

Пусть еь е2 - два дискоида из IE. [е։] П [е2] # 0. Каждую прегеодезическую ? из 

зтого множества можно описать с помощью двух параметров :

а, = точка 7 Пе,, t = 1.2.
и использовать эту параметризацию для определения меры на (е,] И [е2] :

=
cos fa соя V'2 

/»։(«!. о2)
da\da^ где

ф՝ = угол между 7 и направлением, нормальным к е, в uM i = 1. 2.

да^ = мера площади на ем 1 = 1,2.
В каждом из Примеров 1, 2. 3 предыдущего параграфа Лп7 не зависит от выбора 
дискоидов еьСз и фактически определяет некоторую единственную меру </7- 

Следующая теорема доказывает, что любая классическая 3 среда обладает этим 

гвоиством. При ее доказательстве мы используем обоэндчення. данные выше, для 

индексов 1.2, 3.4.
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Теорема 1. В любой классической 3-среде,, существует единственная мграду 

на П такая. что на каждом [е։] П [е2]

ссю 01 сое 02 . . лч<Ь = —------^</а1</а2. (3.4)
Лчаьаз)

Доказательство : Рассмотрим две пары дискоидов : еь е2 и ез, гц. П|>сдположим, 
что внутренность [в1] А [е2] А [ез] А (е<) не пуста. Прегеодезическая т 6 [с|] м [с2] А 

[ез] А [г/ может быть представлена как Л1.а2 или как аз,(Ц. Найдем Якобиан 3 

в соотношении
<М|с/<>2 = 7 (Уизс/йц.

Для </(}) = меры на Т(Р1), из (3.2) имеем

«Я. = (։
Л, (аз)

_ сов0з</а3 ,-Л.,Ш‘ / м । ' <3-6)(аз)

Исключив 4П։ и используя (3.3). получим

сон ф2 <1а2
Л։(а։.а2)

соз ф2 (1аз
Л2(аьа3) ’ (3.7)

Заменой индексов 1 -♦ 3. 2 -> 1 и 3 -> 4. получаем 

сов 01 Л11 СОВ 04 Лц
Л2(а3.о1) Л2(а3.а4)՜

Отсюда, умножая (3.7) на (3.8).

СОН0! сон02 , . Л*(аз-а։) соя 0з сон«/՛., ,
-у--------- —<1'ц0а2 = —-------- I ——-------12-,1аз(1а4.
л-(а1.а2) Л2(а1.а3) /»-(аз.иц)

В силу свойства симметрии Л(Р1. Р2) это сводится к

соя фх сон ф2 СОН 03 сов 04
-ту--------- — 4Л1 (1а2 = ——------- — 4а2 (^4.

№ аьа2 Л2(а3.сц)

(3.8)

(3.9)

Пусть имеем конечную последовательность дискоидов е։,е2....... е„. каждый из

которых содержит точку Р Е В3. Каждому множеству индексов 5 С {1...... л)
соответствует

1>5 = (п.€5(е») Г)(п»е5»к.]։]. с обозначает дополнение.

Если $| # $2. то Ь$1 и 6$, не пересекаются. Следовательно, для определения 
меры на

Гп = иеОг<<5>3 



ПреГеадезич££КН£ крипыс £ трех измерениях 31

достаточно определен™ ее на каждом bs. Для любого S. card S > 1 выберем 2- 
множество {»,;} С S и определим меру на bs жак сужение С°* го* da da на
. ~ ..ь5. Согласно (3.9) результат не зависит от выбора {»J} С S. так что повторяя 

эту процедуру, мы последовательно определим меру т* на П
Устремим л к бесконечности, добавляя новые дискоиды. Потребуем, чтобы

lim Гп = Г, (ЗЛО)

где lini берется в смысле монотонной сходимости множеств. Условие (3 10) 

может быть удовлетворено, если, скажем, замыкание объединения множеств 
cJDj П е, есть <)I)j. Тогда (3.9) гарантирует, что сужение каждой меры гнп + i 
до Гш совпадает с пц,. Следовательно, »тц, стремится к предельной мере т. 
определенной на всем П\

Покажем, что гл есть искомая мера dy. По построению, m удовлетворяет 

(3.4) для счетного числа пар дискоидов. Для любой пары ei.e2. не принадле­

жащей этому классу, можно установить справедливость (3.4) для [е։] П [е2]. ис­
пользуя подобласти Св] и г]”1 С е2, последние зависят от л и стремятся, 

соответственно, к и е2 при п ч х в смысле монотонной сходимости. Г11м*д- 
положим. что [Tj'։>] П [т]՞1] с П՝п, где [т] = е Г : 7 пересекает г) : откуда, 

используя (3.9), установим (3.4) на множестве В пределе при л -ч ос,
множество [т*п>] П [тУИ] заменяется на [ej П (е2]. Доказательство завершено.

Следствие 1. Для любого дискоида е, каждая 7 € [е] может быть представлена

7 = (л. Q), где а ֊ 7П е и Q = направление 7 в точке а. Тогда

dy = cos 0 da dii (3.11)

где ф - угол между 7 и направлением, нормальным к е в точке а.

§4. МЕРА В Е
Две важные функции в классической 3-среде Вз, 1Е. 1Г. сП» Пусть Р гочка в

□з. Дискоид е из пучка |Р) определяется параметром (см. Р7)

и = направление, нормальное к е Е [Р| в Р, а) 6 7з(Р)«

При наличии двух преогедезических 71 и 73, с Е (Р| можно описать параметрами ..

/. = с П7й • = 1,2.
Это определяет отображение —> (1ьЬ) между 7з(Р) и парой 71, 73. Функцию 

Нр(Рь Р2), где Р, Р1, Р2 Е Оз, определим как Якобиан в соотношении

cos V’i cos 02 diidli = /j) (4.1)
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где
ск.՛ = мера инвариантная отно<՝ит«'льно вращении на /_>•/ I.
V՛, = угол между у, и направлением, нормальным к е в точке I,,

<//, = базовая мера длины на у,.

Замечание. Функция Яр(Р։.Рг) не зависит от направлений прегеодезичес­

ких 7х. 7з в точках Р\. Рз в силу утверждения С1.2 и наличия сомножителя 

соя соя Фз в (4.1). - . тд Л
Пусть Р։, Р> две точки в Оз. Любой дискоид с из 6 пучка р7, где 7 

проходит через точки Р\. Рг, может быть описан параметром по ф € р-,. см.Р5. 

Для всякий прегеодезической 71 дискоид е € Р-, может быть описан параметром 

11 € 7։ в силу отображения ф —> е. где е € р->. Ь 6 е֊

Функция Нр, (21) определяется как Якобиан в соотношении 

СО80ХЛ1 = Нр^р^дф, (4-2)

где <1ф есть угловая мера, инвариантная относительно вращений на р7. Из 

СВОЙСТВ
I. Нр(РъРз) - НрлМЩР^) (см. С1.3 ) и

II. Яр,.я,(Рэ) = Н^(Рз) (зависимость от Р։. Р3 через 7, последняя содержит 
р.Рз) 23

вытекает следующее следствие :

В классической 3 среде ил симметрии функции Л(Р։, Рз) следует симмет­

рия функции НрДРз. Р3) = Н(Р\. Р2. Рз) по всем трем аргументам.

Параметризации дискоидов. Пусть 71, 73. 73 - три прегеодезические. На (71 ] Н 

11г] п |7з] # И рассмотрим параметризации.

Парам/ тризация I3.I3.I3 : соответствует отображению

|/1Дз-/з) -+е = дискоид. содержащий все । = 1,2.3.

Параметризация 1\.шз : соответствует отображению

(1։. ы։) -4е = дискоид из [/։]. направление нормали которого в точке есть

Параметризация 1з. (3. Ф33 : соответствует отображению 

(Мз Фп) -+ е = дискоид из р,. где 

7 = п{я՛геодезическая, содержащая /1,(2 и 

Фхз = Ф. определяющее с в р7.
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Теорема 2. В любой классической 3 среде существует мера de в IE. такая что 
на каждом (непустом J множестве Ы И [7։] П [73). в параметризации IjJjJj 
записывается в виде

соя фг соя ф2 соя ф3
Н(1М3)

dlxdl2dl3. (4.3|

Доказательство : Рассмотрим две тройки прегсодеэических : 71, 7з, 73 и 74. 7։- 

7б. Пусть внутренность П, = 1....е[7>] непуста. Пусть для любого е € Г|,=։ .б(7.]

I, - одномерная координата длины на 7, точки «П7,,

Ф, — угол между 7( и направлением, нормальным к е в £,. ։ = 1....... 6.

Дискоид е € Г>,=1.... в('У»] можно представить как 1\,12,13. либо как 14.13.1с

Запишем варианты соотношения (4.1) :

Hi, (l2.13) dwi = cos ф2 cos 0з dl2dl3

= COS 04 COS 05 dl^dl-,.

Исполь։уя симметрию, получаем

COS 02 cos 03
НО1ЛЛ3)

dl2dl3
COS 04 COS 05
ЖИ) dl4dii. (4.4)

Варианты соотношения (4.2)

Я։../,(/1М045 = СОИ01Ш1,

Я».,/»((б)^045 = COS06<BC,

дают

cos 0i dl\ cos 0’6 dl6. (4-5)
W/.7.(k)

Иэ соотношений (4.4) и (4.5) получаем

COS 01 cos 02 cos 03 dl ll dl = Hl, ,|t (/1) cos 04 COS 05 cos 06

Hi.,M HGi.GJs)
dl4dlitll6.

Умножая и деля последнее выражение на Н(14.13.1в)<. найдем

сои 0, сое 02 cos 03 ш = J сов ф4сов Фз совфв (4.6)
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Согласно свойству 1. функции И находим

Я»<Л(М Я(/«ЛЛ) _ h{lA.h)
H/.jM H(»bUU) М*«Л)

Пусть имеем конечную последовательность прегеодезических 71-72...... 7п из пуч­
ка [Р]. Р € Dj. Каждому множеству индексов S С п) соответствует мно­

жество Ь$ = Г)[п»€$'[7»]г] : если # $2՝ то и ^5» не пересекаются.
Следовательно. для определения меры на Е„ — Uf<։rjs>’Os Достаточно опреде­
лить ее на кпжЗоа» Ь$. Для любого S с curd S > 2. выберем 3-множество {։.j, fc) С 
„ с сов coe СО8л мм — I.S и определи меру на bs. которая есть сужение ----- ———■ —------  d/,df,d/x до

Согласно (4.6) и J — 1 результат не зависит от выбора (։. j.k} С S, так что эта 
процедура последовательно определяет меры >п„ на Е„.

Устремим теперь л к бесконечности добавляя новые прегеодезическис, но 

требуя, чтобы

lin։ Е„ = Е, (4.7)

где Низ берется в смысле монотонной сходимости множеств. Условие (4.7) будет 

удовлетворен։», если концы бесконечной последовательности {7,} образуют всюду 

плотное подмножество на сЮ3 Очевидно (4.7) гарантирует, что сужение каждой 

меры »тц + ։ до Е„ совпадает с гп„. Поэтому пц, стремится к предельной мерс гл, 
определенной на всем Е.

Для произвольных трех игл их.и2. из из ш/Оз. можем взять п достаточно 
большим и иметь [и։] Г1 ]и2] А (из] С Е„. Соотношение (4.7) гарантирует, что 

сужение ттц, = щ на любое множество Ь$ А (и։) А [и2] А [из] в параметризации 
I. € и, представляется в виде

COS ф\ COS V’2 cos фу
dlidl2dl3. (4.8)

где С есть дискоид. проходящий через li.ly.ly. а /05(е) = 1. если е £ ц5, 0 в 
противном случае. Суммирование (4.8) по всем возможным 5 С {1......п} удаляет
индикатор /в<(е). Доказательство теоремы 2 завершено.
Следующие следствия легко следуют из (4.3).

Следствие 2. На каждом множестве [7) в параметризации /,ш

de — сое ÿdl(L>. (4.9)

< ледствие 3. На каждом множестве [71] С [72] А (73) в параметризации li.ly.ji 

cos V’։ <■»« 02 
HÜx.G.G)

и /f ։ j» JJ COSV'1COSV'277/|,ls (G)dl2d<t> — ————-—dl\dl2d<f>.
'dh.li)

(4.10)
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Следствие 4. Для данного дискоида во € 1Е любой дискоид в из множества

(во) = дискомдьц пересекающие ед можно представить в виде

С = Ф)> где
д = прегсодезическая е0 П г и

V» = плоский угол между еиеп (определяет е внутри р9, т.е. ф € р-,).
На всяком множестве (е0). в параметризации д, ф

Лк - юп2 фЛдЛф. где (4.11)

Лд = мера на [е0]

Лф = мера на р1։ инвариантная относительно вращений.

Доказательство следует из (4.10). Возьмем 71.72 внутри ео- Согласно (1.3)

Лд =
SlIlOi 81П 02
ММз) dlidl2

где а, есть угол между у, и д. В силу С1.2 справедливы формулы сферической 

тригонометрии

cosV'i = sin a, sin ф. i—1,2 (4.12)

откуда следует (4.11).

55. СОВПАДЕНИЕ ДВУХ МЕР
В классической 3-среде Л1 определяет меры Лу в Г и Лс в 1Е. см. теоремы 1.2. 

Также, согласно (1]. на каждом (е) существует мера Лд. которую теперь обозначим 

через Л,д. а на каждом пучке р, в силу Р5 существует мера Л-.ф. инвариантная 

относительно вращений.
В пространстве пар (у,Ф), где 7 € Г и ф Е Р-) рассмотрим меру ЛуЛ^ф

Аналогично, в пространстве пар (е. д), где е Е 1Е и д € [с] рассмотрим меру

ЛеЛед. В силу "дуальности’* (7.^) = («•?)< где

е € Рз - дискоид. который соответствует ф. а

д Е («] как множество совпадает с 7,
две меры. ЛуЛ^ф и ЛкЛед, можно рассматривать как меры в том же пространстве

Теорема 3. В классической 3 среде всегда

ЛкЛед = ЛуЛ-,ф. (5.1)

Доказательство : Пусть 7Х, 73 и 7з три прегеодезические в D3. Выберем I, Е 7.- 

։ = 1,2, 3 и пусть
д, = прегсодезическая. проходящая через I, и I3, i = 1.2.
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дуг = прегеодсзическая. проходящая через Ь и 13,

е, - дискоид. содержащий 7, и дх. ։ = 1.2.

е = дискоид. проходящий через /х. /2. 1з>
ф, = угол в точках » = 1.2. 3 между 7. и направлением, нормальным к е .
г, = угол между 7и и направлением, нормальным к е, в /,, * = 1.2.

а, — угол между 7, и д, в точках 1,. » = 1,2.
(3, = угол в точках ։ = 1.2 между прегеодеэической. проходящей через 

ЬЬир,.
(1а, - мера площади на е, (так. о, € е,). । = 1.2.
41, = базовая мера длины на 7,,
4и, = базовая мера длины на д,. ։ = 1.2.

Имеем для । = 1.2 в точке а, = I,

da, = sin а, dl, du,. 1 = 1.2. (5.2)

Согласно (1.3)
sin0i sinft ... .г
——-------- — dti։dw2 = dfg. (5.3)

h(oi.a2)

Используя параметризацию

(7.4) -> (aj.aj.G), где a։ =7Пеь a2 =7Пе։, l3 = еП7Э,

в силу (3.4) и (4.21 получаем

dy d$ = cos и cos т2 cos 4з , , ,, 
7*77-------- 777------ ТГ-Г uaj da2 4l3
Л։(ах.а2)Яв,,.,(Ь)

(5.4)

Согласно (5.2) и (5.3) последнее выражение запишется в виде

cos r։ cos т2 cos ф3
M(a։.a2)He,.e,(G)

sin Ox sina2 dlx dl2 dl3 dut du, =

cos и cos r2 sin a! sm a2 cos 4з
——— :———г?------ 777----- 77~7 dlj dl2 <U3dfg
SID fix SXDfiz /i(ai,a2)Hei.a,(b) (5-5)

В любом сферическом треугольнике произведение sin a sin ho, где а является 

стороной. ha перпендикуляр к а. опущенный из вершины, противоположной 
к а. не зависят от выбора и. Согласно свойству

cos т, sin a, 
sin Д

= соя Vs 1 i= 1,2

получаем

^7 (1ф =
СОЯ COS 02 COS 03

Ma|.e2)//e,..։(G)
dlx dl2 dl3d(g.

(5.6)

(5.7)
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Доказательство (5.1) завершено, так как по теореме 2

сок со» 02 сок 0п
7֊֊——d/։ d/э = de. Л(аьа2)НО| eJ/3)

§6. КОМБИНАТОРНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ НА КОЛЬЦЕ ив
Приведем некоторые определения из теории прегеодезических в двух измерениях. 
(см. (1|).

Пусть О, С, Л - 2-среда. {Я|} - конечное множество прегеодеэических 
сегментов в О. Кольцо г[.\ } определяется как минимальней* кольцо, содержащее 
все открытые множества [к,] СС. где

[я| = множество прегеодезических, разделяющих концы л.

Множество А С С принадлежит кольцу коль скоро существует конечное* 
множество прегеодезических сегментов (л,}, л, С О таких, что А* 6 г{л։}. Здесь 

А9 есть открытое множество, эквивалентное А : это означает, что симметричная 

разность А и А9 может быть покрыта конечным числом пучков

[Р] = прегсодезические. содержащие точку Р € Н

(Таком образом элементы 1Г& являются классами эквивалентности, а не отдель­

ными множествами).

Пусть Оз, №. П\ (И 3-среда. Для любого е € К обозначим

ие = объединенное кольцо вСг, см. РЗ.

Для любого множества точек {а,} С е, пусть

г, {л,} = г{л*:}, где {л* | множество всех прегсодезических отрезков с конца­

ми в {а,}.

Для любого подмножества Л С Г запишем

А< = {7 € : 7 принадлежит А}

Определение и г- Множество Л С Г принадлежит 1!г тогда и только 

тогда, когда At принадлежит Uc для почти всех е € Е.

Два примера. /. Множества, определенные пластинками. Следующее постро­

ение дает нам представление, насколько богатым является класс I р. Пусть

т = пластинка, т.е. д -выпуклая часть некоторого дискоида

[т] = {7 € Г : 7. пересекающие пластинку т},
г{т,) = минимальное кольцо подмножеств Г, содержащее все [т,] для неко- 

торй конечной совокупности {г,}.

Ясно, что при любом выборе совокупности {г,}. любое А € Нг»} является 

членом Оп*.
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11. Ирггеодезии* ски* . проходящие через пспм*>. Любую кривую £ С Оз без само- 

пересечений назовем петлей. если она может быть преобразована в окружность 

гомеоморфизмом О3. Множество {> € 1Г : 7 содержит по крайней мере одну точку 
из £} отделяет только одну неограниченую компоненту в Г. Положим

'£| = дополнение в 1Г к этой неограниченной компоненте. Иначе говоря,

£] = множество 7 € Г, которые проходят через петлю £.
Если мы дополнительно предположим. что Ь ломаная линия, состоящая из 
конечного числа прегеодезиских сегментов, то для почти всех е € 1Е множество 

гГ)£ есть конечная совокупность точек (а, |. Существует правило : индикаторная 
функция /<; |(т) остается постоянной на любом непрерывном пути в 1Г. пока этот 

путь ие выйдет на {7 € Г : 7 А £ / 0}. Этим свойством обладает

/щ(}1 = сужение /(1}(7) Ж>СО д *
из которого следует, что /|£)(<?) остается постоянным на любом атоме гг{а,}. 
Откуда необходимо следует [£]Пе € г, {л, | и [£՝ € Ъ’г. В общем случае |£) € 1’г 

если дополнительно потребовать, чтобы для почти всея е € К -множество е Л Ь 

являлось бы конечной совокупностью точек.

Последнее условие будет удовлетворено, если кривая £ достаточно гладкая.

Комбинаторные разложения.

В работа [1] описан функционал Ф(А). определенный для А 6 : €СЛИ Л 6 г{з,},

то Ф А| получается линейной комбинацией (И длин прегеодезических сегментов, 
соединяющих все пары концов сегментов з,, взятых с некоторыми целыми коэф- 

финиентами имеющими комбинаторное значение. В классических 2-срсдах всегда

У = Ф(Д).

Обозначим через Ф, функционал Ф. построенный как в [I] посредством сужения 
меры (И на е. Для люГюго О Е 1>г определим

Ф(В) = Ф,(В,)«£е.

В классической 3 среде (5.1) приводит, через теорему Фубини к тождеству, 

справедливому для каждого В € Ог

/ <Ь = Ф(В).
У в

Ниже применим это уравнение к множеству В из примера II. Предположим, что 
петля £ состоит из конечного числа пре геодезических игл Полагая
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и, = еПи? (возможность е П и, = 0 не исключается).

получим конечное точечное множество (nJ с е. Для любого А € г{т.) имеем 
At € Т, {«;). так. согласно (1]

Ф,(В<) = £с*,(В,)|в*.а,|.
*<»

Для вычисления интеграла ) |а*,а(|4с где
[fex] = множество дискоидов. пересекающих i/t, и v,.

используем параметризацию е = (Ь.Ь.Ф) где
х Pt Пс и Ь = р, Пе.

Комбинируя (4.10) с простой сферической тригонометрией в Т2(/։> и Л(/г) 
находим

sinaj sinaj ........
«е = ————— sin A j sin А2 дф ац a I?.

Л(«1 .Ь)
где

а, = угол между прегеодсзической 712 и и,, ։ = 1.2.

712 = пре геодез и чес кая. содержащая (j и (2.

А, = плоский угол между ди։ кондом е и дискоилом. содержащим 71? и точку

lt, i= 1.2.
Коэффициенты ) = Q/Ui-G՝^) Kalt функции от ф суть постоянные вели­

чины на
Д + , Д_ = взаимно-дополняющие дуги на которые р? разделяется дискоида- 

ми «1 и е2,
С| (или «з) = дискоид. содержащий .1? и о, (или нк).

Для простоты предположим, что для почти каждого е € 1Е число точек ил {о,} 

на 712 равно двум. Тогда две искомые постоянные это 2 и -2. Условимся, что 

А+ (-ответствует постоянной 2.. а А_ соответствует постоянной 2. Таким 

образом,
= 2/д+(*) ֊ 2Л-(4)

где обычная индикаторная функция, откуда получаем

' ск,(1։./2.ф) |ak,a,|dc =
(**1

= 2/ [ <И1<«2 / einA։d^.
Л*Л. л(/։л2) j

Простым вычислением получаем

sin Aj si։։ A3 (1ф = sin ф siu(A — ф) ^ф = sin |A| - |A| cos |A|.
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гл<- |Л| обычная угловая мера дуги Л. Следовательно.

у - /д (^)]яшА։ »шА։<Йк = » совЛ- .

Итак, приходим х следующему представлению :

1Мз|
&ша1 эшаз

ММзГ
сон Л. (Их </Ь.

Теперь условие, что Ь состоит ит конечного числа прегеодезических отрезков 
можно опустить, и для любом кусочногладкой петли Б получим, что в любой 

классической 3 среде имеет место

♦([£])=// (6.1)

Завершим несколькими замечаниями относительно формулы (6.1). Предполо­

жим. что в классической 3 среде имеем петлю £ и поверхность Б, для которой 

£ является границей. Пусть любая прегеодеэическая 7, проходящая через £, т.е. 

> € £ по крайней мере один раз пересекает 8. иначе говоря, 8 натянута на 

петлю £. Следствием (3.11) является формула для площади '8|| поверхности 8 :

1|8|| = = саг<1(8Пу).
&1Г յ

Теперь легко НАХОДИМ

11511 г Л [ > 57 / * =
У[1) ** У(£| **

или, используя (6.1)

Ц8Ц - 5г / / Л°՜ соеЛ_ <«!<«։.У Уд ж д МчЗя)

(6.2)

(6.3)

Равенство в (6.3) имеет место, если £ принадлежит некоторому дискоиду с и мы 
берем

8 = часть с. ограниченная Б.

Тогда .У(7) 1. если 7 € [I]. /У(7) = II в противном случае, и (6.2) сводится к

равенству. Проверка зтого состоит в следующем :

из £ с С следует, что сое Л- = 1,
согласно (1.3) интеграл в (6.3) сводится к ~ / / ЦъЩЛд,

2,г У УСхД
согласно (1.4) последний интеграл равен 2тг ||8||,
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т.с. (б.З) сводится к ||5|| = ||8||.

Заметим, что неравенство (6.3) имеет место также для жинииммьмыг поссргнос- 

шей, натянутых на Ь. В частности, дискоил в случае Ь С е есть минимальная 
поверхность. В евклидовом случае имеем |/,./։| = Ы^Л). сводящем (б.З) к пи 
ду. который вероятно оправдывает название ”изопериметрическое неравенство 
для петель* :

Ц8|| > — / / 81ПО1 8ша2 сонЛ. Л2. (6.4)

Abstract. The present paper extends the topic of author s recent paper 1] (Izv. 
AN Armenii.Matematika, vol. 39, no. 4, 20(14) on pregeodesics in two dimensions, 
to families IT of pre.geodvsics contained in a smooth three dimensional manifold D3. 
Pregeodesics 7 (E IT correspond to lines in Hilbert axioms scheme for dimension 3. 
and so they exist in D3 along with a family IE of discoids that are counterparts of 
planes. Each discoid c 6 IE is a replica of two dimensional D considered in [1|, in 
particular each discoid is assumed to contain a family of smooth pregeodesics in the 
sense of [1]. The relationships between the points in D3, pregeodesics and discoids are 
introduced axioinatically, following Hilbert's axioms scheme for dimension 3. Within 
a classical environment in D3 (a concept analogous to the classical environment of 
[1]) the basic length measure dl gives simultaneous birth to measures de in IE and dy 
in IF. and leads via an elegant measure identity to the definition of a subset ring in 
the space IT. where combinatorial decompositions in the sense of the author's 1982 
book are possible. That decompositions can be applied to the study of surfaces in D3 
say, for calculation of probabilities of numbers of hits by random 7 € IT. In the paper 
a geometrical inequality is derived for the area of the minimal surface spanned over a 
loop in D3 that can be called an isoperimetric inequality for the loops (a loop is not 
necessarily restricted to a discoid). It seems that the corresponding inequality was 
unknown even in the Euclidean case. The present approach establishes that inequality 
in one stroke, as valid at least for Euclidean, hyperbolic and Riemann spaces. For the 
sake of completeness, §1 reproduces some passages from [1].
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