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КРИТЕРИЙ ЛИНЕЙНОЙ ЗАВИСИМОСТИ СЕЧЕНИЙ 
ТРЕХМЕРНОЙ МАТРИЦЫ

С. Г. Далалян

Ереванский государственный университет

Резюме. Вводится понятие лк-вырождаемости семейства матриц, которое ис­
пользуется в критерии линейной зависимости сечений трёхмерных матриц. Ис­
пользуя этот критерий, доказывается, что система линейных операторов линейно 
зависима тогда и только тогда, когда значения этих операторов в любой точке 
линейно зависимы.

Теория многомерных матриц является естественным продолжением теории обыч­
ных матриц, [1]-[7]. Например, сохранение свойства поли линейности для об­
общённых детерминантов многомерных матриц приводит к детерминантам ку­
бической матрицы размерности р и порядка п с различными сигнатурами ([б], 
стр. 13). Другое обобщение получается при использовании результанта системы 
полилинейных форм ([8, 9]).

В теории обычных матриц важную роль играет понятие ранга, основанное на том 
фундаментальном факте, что максимальное число линейно независимых строк 
и максимальное число линейно независимых столбцов одинаково. Этот факт 
не имеет многомерного аналога, как показывает пример кубической матрицы 
второго порядка, у которой горизонтальные грани линейно зависимы, если, 
например, (а^Ь'.с'Х) = 1(а,6,с,с/), а лицевые и вертикальные грани линейно 
независимы, если оЛ — Ьс 0 (см. Рис. 1).

Для любой кубической трехмерной матрицы, из линейной зависимости сечениг 
этой матрицы какого-либо одного измерения следует, что произвольная линейная 
комбинация её сечений каждого из двух других измерении является вырожденной 
матрицей. Для матриц порядка 2x2x2 легко проверяется, что обратное
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утверждение в общем случае также верно : если любая линейная комбинация 
сечений какого-либо измерения является вырожденной матрицей, в 
среди сечений другого иэмерсния Л есть невырожденное, то сечения 
намерения ։/ линейно зависимы. Действительно, детерминант

<։а 4֊ 0Ь

аа + 0Ь'

ас + 0d 

ас' +
= (ас' - а'с)а։ + (ad' + Ьс' - аМ ֊ Ь'с)а0 + (bd1 - b'd)02

равен нулю при всех а и 0 тогда и только тогда, когда все коэффициенты мономов 
от а и 0 равны нулю. Для равенства нулю первого и третьего коэффициентов
необходимо и достат о, чтобы

(а >с) = к,{а՝с) and = A(6,d).

Если <м1 - Ьс 0» то из условия обнуления второго коэффициента

(А — к.) (ad — 6с) = О,

следует, что к = А. Таким образом, горизонтальные сечения линейно зависимы. 
Заметим, что условие аЛ-Ьс 0 является достаточным, но не необходимым усло­
вием справедливости вышеуказанного критерия линейной зависимости сечений

ого измерения кубической трехмерной матрицы второго порядка. Например,
если

(û',6') s (c,d) = X(a,b) and (c\d') = кА(а, 6)» 
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то каждая из трех пар ссчгний одного измерения линейно зависима и любая 
линейная комбинация сечений одного измерения вырождена.
Главной целью настоящей статьи является обобщение этих фактов на трёхмер­
ные матрицы произвольного порядка (Теорема 2 в §б). В качестве приложения 
доказывается следующая теорема.

I еорема 1« Пусть А1,...1Атп линейные операторы в п-мерном линейном 
пространстве Ь и пусть тп < п. Тогда следующие условия эквивалентны ;
(а) Л]........А„ линейно зависимы.
(Ь) .... Лт(։) линейно зависимы при любом т Е Ь.
т.е. Ад,..., ЛП1 (глобально) линейно зависимы тогда и только тогда. когда они 
поточечно (локально) линейно зависимы.

1. Пусть дана кубическая трехмерная матрица порядка п над полем к

а = (а,)к), »,/,* 6 Тп= {1,2........ п), а,,* £ к.

Рис. 2.

Пусть Л£п>(к) ֊ множество всех таких матриц Обозначим через а, матрицу, 
образованную элементами а,,*, когда 1 фиксировано, а ) и к изменяются от 1 до 
п. Будем называть а, 1-тым горизонтальным сечением матрицы а. Через ам. и

* будем обозначать }-тую строку и к-тый столбец матрицы а,. . Аналогично 
определяются ]-ое лицевое сечение а, и А:-ое вертикальное сечение а * и их 
соответствующие строки и столбцы.
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Определение 1. Семейство квадратных матриц одинакового порядка назовем 
лк-вырожденным, если любая линейная комбинация этих матриц является 
вырожденной.

Предложение 1. При линейной зависимости сечений некоторого измерения 
произвольной матрицы а € Л7п»(к) сечения каждого из двух других измерений 
образуют лк-вырожденные семейства.

Доказательство. Пусть, например, сечения а,..., ։ € 1п линейно зависимы, т.е.

О1О1.. + • • • + сгпап.. = 0, 3 оц / 0.

Тогда
+ ... + апап,к = 0, V), к € 1п,

и, следовательно,
а1аь. + ... + <*пап;. = О, V; € Тп.

Поэтому при любых /?1,..., /Зп 
Л л

<*1 4՜ • • • 4՜ <*п Р)ап]. ~ О»
7=1 7=1

т.е. строки матрицы /310.1. 4- ... 4֊ /Зпа,п. линейно зависимы. Поэтому сечения 
«л.» • • •» о.п. лк-вырождены.

2. Условие линейной зависимости горизонтальных сечений а,.. (։ £ 1п) означает, 
что система однородных линейных уравнений

а17к1! 4՜ 4՜ ... 4՜ Опук^п — О» 7» к € 1п, (1)

имеет ненулевое решение. Чтобы система (1) имела ненулевое решение, необхо­
димо и достаточно, чтобы ранг её матрицы коэффициентов 1^1 был меньше п, 
т.е. чтобы все максимальные миноры матрицы равнялись нулю :

а17>к1

• • «

а17.*п

ап71к|

• • • — € 1п. (2)

Полученная система полиномиальных уравнений определяет детерминантное ал
гебраическое подмногообразие Х\ в Л/П.(к). Аналогично, множества всех матриц
с линейно зависимыми лицевыми и/или вертикальными сечениями параметра 
зуются точками детерминантных многообразий Х2 и Х$ соответственно
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Обозначим через Уь У2, У3 множества всех матриц а 6 Мп»{к) у которых, со­
ответственно, семейства всех горизонтальных, лицевых, вертикальных сечений 
лк-вырождены. Согласно Предложению 1

ХГСК, {1,2,3}, т /9.

Мы докажем, что справедливы и обратные включения.

3. Л к-вырожденность лицевых сечений «л.,..., а.п. означает, что

— О, 4^1, • • •

Применяя линейность детерминанта по столбцам, получаем

(3)

Имеем однозначное представление

где 71,..., 7п суть целые неотрицательные числа такие, что 71 + ... + 7п = п. 
Обозначим через Г множество всех таких последовательностей 7 = (71, • • • »7п)՛ 
Индукцией по к проверяется, что есть число последова-
тельностей к неотрицательных чисел, сумма которых даёт п. Следовательно. 
# Г = С^п_1.
Положим

] — (Л, • • • ։ 7п )։ = #{г I 7г = з}, у{з) = (^10),. •.^пО՜)).

После приведения подобных членов в (3) получим

7€Г 1/0)=7

а1>11

• • •

ап;и

а1)»п

• • •

ап;„п

#՛...#;■ = о, уд.....д,-
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Следовательно, множество Уг является алгебраическим многообразием, задавае­
мым системой из уравнений (4), соответствующих всем 7 Е Г :

*'0)=7

а1>|1

°п > 11

• • •

ап.1пп

(4)

Заметим, что столбцы определителей из (4) получаются транспонированием
к а,^. Это ещё раз доказывает, что С Уз-

4. Для любого а € Л/П>(к), обозначим

— (^0к) | &т1]к — 0 € 1л)э

и рассмотрим проекцию

рг>"<-: М„.(к)-+М„.(к)| ана1"1".

Её ограничения на и Уг обозначим через рх и дг соответственно. Из опреде­
ления детерминантных многообразий Л՜! и У2 следует, что

Р1(Х1) = 92(У2)=рг<">-(ЛГ„.(к)).

Эти образы можно отождествить с пространством Л/(п_1)хпхп(к) трёхмерных 
матриц порядка (п — 1) х п х п.
Пусть 51 - подмножество М(п~1)хпхп(к), состоящее из матриц а с линейно 
зависимыми горизонтальными сечениями ах..,..., а(я_1)„. Можно показать, что 
51 также является детерминантным алгебраическим многообразием, потому что 
определяется условием существования ненулевого решения системы однородных 
линейных уравнений вида (1) с п — 1 неизвестными, т.е. системой уравнений типа 
(2) из детерминантов порядка п — 1. Обозначим через дополнительное к 51 
открытое множество.

Предложение 2. Слои расслоения

Р1 • п -1) X п х п (^)

над точками открытого множества (7х суть линейные пространства размерности 
п - 1, а над точками замкнутого множества 51 ֊ линейные пространства размер­
ности п2.
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Доказательство. Точки суть матрицы порядка п х п х п с линейно зави­
симыми горизонтальными сечениями. Слой над точкой множества разовая
матрицами, получаемыми из базовой матрицы добавлением п-го горизонтально­
го сечения, являющегося произвольной линейной комбинацией горизонтальных 
сечений базовой матрицы. Следовательно, любой слой над точкой из [/1 является 
линейным пространством размерности п — 1. Слой же над точкой из 51, есть 
множество матриц, получаемых из базовой матрицы добавлением произвольного 
п-го горизонтального сечения. Поэтому слой над точкой из 51 является линейным 
пространством размерности п2.

5. Аналогично опишем расслоение

92 : Уг —> Л/(п_1)Хпхп(к).

Заметим, что слой этого расслоения над любой базовой точкой а € М(п-1)Хпхп(к) 
является линейным пространством, потому что (4) при фиксированных а,уь 
{^к 6 1п, » п, превращается в систему однородных линейных уравнений 
относительно ап]к,к € 1п. Размерность пространства ее решений равна п — р, 
где р - ранг матрицы коэффициентов М2 этой системы. В силу соотношения
Х1 С У2, для любой базовой точки слой расслоения р1 содержится в слое
расслоения 92. Согласно Предложению 2 размерность слоя расслоения Р1 не 
меньше п — 1. Следовательно, р < п2 — п 4- 1.

Лемма 1. Су II ествует базовая точка а 6 А/(П-1)хпхп(к) такая, что слой рассло­
ения 92 над точкой а имеет размерность п — 1.

Доказательство. Рассмотрим слой над базовой точкой а с элементами а^к = 1 
(к = ] 4֊ * - 1), а,?к = 0 ; 4-» - 1). Для того, чтобы получить любую точку а
этого слоя надо к а добавить произвольное горизонтальное сечение ап_. = (ап;ь). 
Линейная комбинация лицевых сечений кубической матрицы а с коэффициентами
О1,..., оп равна

— 1

— 3

1

<*п-2

а2
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Эта натрина должна быть вырожденно* при любых О|, ...,ая. Эквивалент­
но. линейная комбинация строк этой матрицы с некоторыми коэффициентами 
. ...........  (нс все из которых равны нулю) должна быть равна нулю. В частнос­
ти, # 0 ибо в противном случае все к, = 0. Следовательно, можно считать, 
что п„ = — 1. Рассматривая произвольную л-тую координату вышеупомянутой
линейной комбинации, получим соотя ения

п

(а < п - 1), (5)

(б)

Взяв в(5)
о, = 1, а, = 0 # г), г — 8 + 1,...,П,

получим
а«г. = 0, г = а + 1........п.

Поэтому (5) сводится к виду

9

к։о, + + -- (« < п- 1). (7)

Подставляя з = 1, получаем = а,н, следовательно. к.\ не зависит от а = 
(а։,.. .,аа). Подставляя в (7) а։ = ... = а,-1 = 0 для каждого з = 2,...,г» — 1, 
а в (6) с»1 = ... = а„_։ = 0, получим

*1 = “пл = ... = Оппя*

Аналогично, используя уже полученные результаты, получаем, что все к,, з € 
1; (п - 1) не зависят от а и к., = а»!, = ... = ая(п-»+։)я- Наконец, подставляя 
а։ = ... = а, = 0 в (6), получаем 0*1 я = 0. Таким образом, над взятой базовой 
точкой слой расслоения имеет размерность п — 1. Лемма показана
Итак, ранг матрицы М2 удовлетворяет неравенству р < п2 — п + 1, причем 
Р в я2 — п + 1 в некоторой точке базы расслоения Следовательно, в обшей 
точке базы, ей М։ = п2 — п+1. Ранг матрицы М2 падает на детерминантном 
алгебраическом многообразии Я։ С ^(я-1|хяхв(Ю< задаваемым условием обну­
ления всех миноров матрицы М2 порядка п2 — п + 1. Пусть У 2 есть дополнение 
к Я] до всей базы.
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Предложение 3. Слои расслоения

gj : У։ -> М(ш.։>явжя(к)

нал точками открытого множества Vj, являются линейными пространствами 
размерности п - 1, а над точками замкнутого множества R2 - линейными 
г^юстранствами большей чем п — 1 размерности

6. Перейдём от Afna(k) и ц кп х я (к) * их проективизациям. Так как
Х\ и Y2 задаются системой одно|хщных уравнений, им будут соответствовать 
проективные многообразия Хь Y։ С P(Mn.(k)), а проекциям р։ : Х։ -♦ 
P|Af(R_i)KflKH(k)), q2 : Yj -» P(Af(,-ijK1,Me(k)) проекции p։ и q2. Отметим 
что Х։ и Yj будут неприводимыми многообразиями согласно Теореме 8 из па­
раграфа б, Главы 1 работы [10] (условие совпадения размерностей слоев в этой 
теореме лишнее). Из Х\ С У» следует, что Х։ С Yj, и по Теореме 7 из параграфа 
б. Главы I работы [10] вытекает, что dim Xt = dim Y։ поскольку p։ и q, имеют 
< динаковую базу и их слои в обшей точке имеют одинаковую размерность. Сле­
довательно, Х։ = Yj и поэтому Xj = У։. Таким образом доказано следующее 
утверждение.

Теорема 2. Одноимённые сечения кубической трёхмерной матрицы линейно 
зависимы тогда и только тогда, когда сечения каждого из двух других измерений 
лк-вырождены.

7. Для того, чтобы доказать Теорему 1, сформулированную во введении, ис­
пользуем Теорему 2. Прежде всего заметим, что импликация (а) => (Ь) очевидна. 
Для доказательства обратной импликации, зафиксируем некоторый базис в £ и 
предположим, что а|?* - матрица оператора А, в этом базисе (։ € 1» п») Усло­
вие линейной зависимости данного семейства операторов эквивалентно условию 
линейной зависимости горизонтальных сечений трехмерной матрицы a = (а,;*) 
порядка m х п х п.
Значение оператора 4, в х € L при фиксированном базисе задастся линейной 
комбинацией столбцов матрицы а, , с коэффициентами, являющимися координа­
тами х в этом базисе. Поэтому линейная зависимость векторов Л։(к),..., Лт(к) 
означает линейную зависимость строк соответствующей линейной комбинации 
вертикальных сечений а * матрицы а. Следовательно, при тп — п доказываемая 
теорема сразу следует из Теоремы 2.
Для доказательства импликации (Ь) => (а) при m < п, к данным операторам 
добавим линейные операторы Ат + ь • • •» Ап, удовлетворяющие условию

dim(Ai,...,A*+i) = dim(A։,...,A») + 1, 4 = m,...,n —1. (8)
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Это ВОЗМОЖНО. ТАК 1Ы рАЗМерИО»ТЬ про трлн>ТИ опер*торов |>АВИА п։. По- 
скольку длж любого г € L системл векторов А։(х).........А«(«) линейно мввс»
мл. то система векторов А։(х)....... А.(г) также линейно зависима Ввиду спра-
ведливости утвгрждгни« при man, операторы А։.....АЯ линейно зависимы, 

т.е diin(A|........А.) < п Допустим, что А։.........Ат линейно игзависимы, т.е.
dim(A։....... А*) = m Тогда кэ (8) получим, что dim(Ai.........А.) = п. Это про-
твворечие показывает, что А։,..., Ат линейно зависимы.

Согла< НО предыдущему пунжту, утвержде е Теоремы 2 будет выполнжтыж
в более общей снтулдии. длж трёхмерных матриц порждка m х п х и при 
любом натуральном числе m < п, если обобщить понитие лк-вырождгиниств 
на семейства пржмоутольных матриц

Определение 2. Семейство матр .... о« одинакового поридка назовем лк- 
вырождснным, если у любой линейной жомбина и этого семейства ранг меньше
максимально возможного, т.е. как числа строк, так и числа столбцов данных 
матриц.

Теорема 3. Длж п/ммпэольной трёхмерной матрицы а ооржджа m х I х п 
следующие у слова я ^явввалгитвы : 
(а) сечении Uj _,...,%, линейно зависимы.
(Ы сечении а 1.....а/ лк вырождены

Доказательство. Импликации (о) => (Ь) док&зывастеж тем же путем, как в
Прсдложе е 1. Чтобы доказать обратную импликацию при I / п, сначала
предположим, что I > п. Тогда длж любых 1 < Д < ... < Jn < I сечении 
о|։ ... лк-вырождевы. к следовательно подматрицы a]' 'J‘, J՝ се­
чений u։ ....... о« (составленные из it рож. указанных в верхнем индексе) линей­
но зависимы. Поэтому, сечении Ui,...,am линейно зависимы.
Если I < п, то дли произвольных 1 < Й1 < ... < й/ < п рассмотрим подмат­
рицы а*։' *' а*' * сечений а1։...,а։, составленные нз столбцов, указан­
ных в верхнем индексе. Из (Ъ) следует, что указанное семейство подматриц лж-
вырожлено. Следовательно, подматрицы a сече
составленные из столбцов, указанных в верхнем индексе, линейно зависимы. По­
этому, сечении Оз ........ On, линейно зависимы.

Abstract. A notion of Ic-degcneracy in introduced and used to obtain a linear depen­
dence criterion for sections of three-dimensional matrices. Applying this criterion, it 
is proved that the system of linear operators is linearly dependent if and only if their 
values are linearly dependent at any point.



КрвтерлЛ ляягЛяаЛ яв—сжмоств сгчеиав 4Ь

ЛИТЕРАТУРА

1 Ф Р. Гаатмахгр, Trop«« Матрац, Нау««. Моск»«. 1967
2 Р Белл мам, Введение в Теорию Матрац. Haya«, Москва, 1969
3. П Ланкастер. Tropa« Матрац. Наука. Мотив. 1982
4 М. Мараус, X. Мам к Обэор По Теории Матрац в Матричных Неравенств, 

Наука, Москва. 1972.
5. Н. П. Соколов. Пространственные Матрацы в их Приложеивя ФМ Москва 

1960.
6. Н. П. Соколов. Введение в Trop аю Многомерных Матрац. Наукова Думка 

Каев, 1972.
7. А. С. Гаспарам. “О некоторых приложениях многомерных матрац*. Выч. 

Центр АН СССР. Мосжва. 1983
8. J. P Jouanolou, Le formaliain du reeulUot, Adv. in Math . vol. 90, no. 2. 

December 1991.
9. С. Г Далалян, -Да։криминантная форма коямчвого семейства ц£жор>лдмых 

п< лжвомов’, Доклады АН Арм.ССР, том 81, X» 1, стр. 12 16, 1985
10. И Р. Шафаревич, Основы Алгебраический Гсометрав, том 1 Наука, Москва, 

1988.

Поступала 23 февраля 2005


