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КВАЗИГРИДИ СИСТЕМНОСТЬ НЕКОТОРЫХ ПОДСИСТЕМ 
СИСТЕМЫ ФАБЕРА-ШАУДЕРА В 67(0,1)

А. А. Саргсян

Ереванский государственный университет

Резюме. Получено необходимое условие для квазигриди системности подсистем 
Фабера-Шаудера в С(0,1) и построена подсистема с плотностью 0, которая не 
является квазигриди системой в С(0,1).

§1. ВВЕДЕНИЕ
Пусть Ф — {0п}^1 ~ нормированный базис в банаховом пространстве X. Тогда 
для каждого элемента / € X существует единственный ряд по системе 
сходящийся к / по норме пространства X :

ОО 
/=ЕЛп(/)^п. 

п = 1

Для заданного / 6 X, назовём перестановку натуральных чисел ст = {сг(п)}^°=1 
убывающей, если

1Аип)(/)1 > 1Лг(п+1)(/)1> п = 1,2.......

Множество всех таких убывающих перестановок означим через £>(/, Ф). В слу­
чае строгих неравенств, множество П(/, Ф) содержит только одну убывающую 
перестановку, тт^ый гриди аппроксимант элемента / по базису Ф, отвечающий
перестановке <т € Д(/, Ф), определим следующим разом :

ГП
^(/) = Ст(/, Ф,а) = Л<7(п)(/)^<г(п)’

п = 1

Этот нелинейный метод аппроксимации известен как гриди алгоритм (см 
например, [1]). Гриди алгоритмы для банаховых пространств относительно
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нормированных базисов изучены Конягиным и Тсмляковым [1], Войтащиком [2], 
ДеВором [3], Григоряном [4, 5] и другими (см. [6, 7]).

Определение 1. Говорят, что гриди алгоритм элемента / Е X по системе Ф 
сходится, если существует сг Е D(f, Ф). для которой

Um ||Gm(/,«,<r)-/||x =0. m —>оо (1.1)

Если базис Ф является безусловным, то ясно, что последовательность операторов 
{Grn(/)}^'_1 сходится к f Е X, независимо от выбора a Е D(f,n

Определение 2. Система Ф = называется квазигриди системой в X
или, квазигриди базисом в span (Ф), если для каждого элемента f Е späh (Ф) и 
для любой перестановки <т € £>(/, Ф) выполняется (1.1).

Теорема (Войтащик [2]). Для того, чтобы базис Ф был бы квазигриди базисом 
в X, необходимо и достаточно, чтобы для каждого элемента / Е X, для всякой 
перестановки сг Е /?(/, Ф) и для любого натурального числа тп выполнялось бы 
неравенство

||Сго(/,Ф,а)||х <Во||/||х.

где постоянная Bq не зависит от f и тп.
Теперь напомним определение системы Фабера-Шаудера. Это система функций

ОО п=0’ х 6 [0,1], в которой у?о(х) = 1» ¥?1(1) = х, и при п
2....... 2к имеем

О, если х 2* ’ 2к ) ’
21—1, если

линейна и непрерывна на 
:- 1 2i- 11 Г2£ — 1 » ՛

“2*՜’՜^՜ и '2*+Г’2* •

Число к называется рангом функции у>^(х). Носитель функции ^п(г) (п = 
2,3,...) системы Фабера-Шаудера обозначим через Дп, а точку где 9?п(х) — 1 
через хп.
В работе [7] доказано, что в пространстве С(0,1) не существует квазигриди 
базиса. Следовательно, в случае системы Фабера-Шаудера (которая является 
базисом в С(0,1), см. [8]), для любого положительного числа В существуют 
функция /о € С(0,1), перестановка <т0 6 Р(/, Ф) и натуральное число то такие, 
что

||Gn,.(/o,*.<ro)||c>B||/o||c.



48 А. А. СаргсянОтметим, что доказательство этого утверждение (для системы Фабера-Шаудера) не имеет конструктивного характера.В настоящей статье приводится новое, конструктивное доказательство этого результата со следующими тремя усилениями.Теорема 1. Для л гоf 31 ֊2 3։- 110 € ~ ( 3.2* ' 3 -2* (k = 0,1.......... = 1.2........... 2‘)
существует функция f0 € С(0. 1) такая, что для любой <т 6 D(/o, $) имеем

lira Gm(/e.*.ff.։o)
ГЛ-ФОС

m
= liin VAff(n)(/o)^(n|(io) =+оо. 

ГП-+ОО • ~Пусть S = {n*}jL։ возрастающая последовательность натуральных чисел, а Л(п) - число элементов S меньше и. Следующую величину назовем плотностью множества S : ,, . , . .,. A(n + m)-A(n)
p(S) = lim sup hm sup------------------------.

m-»oo n-ФОО ’UПусть Ф$> = {y>n^(ж)- подсистема системы (1.2) такая, что носители функций р„^(х) (k = 1.2,---) попарно не пересекаются (например, Ф$> = 
{'Р2*+2Iх))Г= 1 )• Тогда, очевидно Ф$- является безусловным базисом в span (Ф5'), и следовательно, является квазигриди базисом в замыкании своей линейной оболочки и p(S') = 0.Теорема 2. Существует подсистема Ф$ системы Фабера-Шаудера такая, что 
p(S) = 0 и Ф5 не является квазигриди системой в С(0,1).Пусть Ф$ = некоторая подсистема системы (1.2), So = €
S некоторое подмножество множества S и пусть Дпк - носитель функции •<pn.,Jz) 0 = 1,2,...). Тогда для любого So = {njkjjli € S пересечение Дп, либо пусто, либо является точкой отрезка (0,1). Если Qjtj ДПк, = Хо € [0,1], то точку хо назовём точкой сгущения носителей функций подсистемы Ф$.Теорема 3. Для того, чтобы подсистема Ф$ = {y>nk(x))*ù1 системы Фабера-
Шаудера являлась квазигриди базисом в замыкании своей линейной •.•У,МОЧКИ,

необходимо, чтобы носители функций подсистемы № = 1»2>***) не я мели 
точек сгущения в множестве Е0-§2. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ И ЛЕММЫРассмотрим подсистему (2.1)



Квлмгриди системность некоторых подсистем ... 40в которой ¥>„,(։) = ¥>։(։) = ?з’+1(։) (носителем является интервал (0, 1), и хП1 = |), 9?„,(х) = 1Рз(х) = <Р2>-м(х) (носителем Лп, являете! левая половина интервала △п։» и — ?)«^п,(г) = = ^з։+з(։) (носителем является правая половина интервала△п։. и и т.д.. Носителем функции ^п։т+։(х) является правая поло­вина интервала Д„։. а носителем функции ^п։ж4։(х)является левая половина интервала △П։-+1 (хЯ։я>+։ = *-*?+^*э"**> \т = 1,2........Очеви, о, что △ т = 1, 2,... и
11ш тпез △ = 0.т-»ооПоэтому

3 Нт ։„т = х0, т-#оо
Нт х,,т = х0 ~ 0, Нт хп,т+1 = *о + О, т—>оо т-*ао

1о€Ал,, т = 1,2,...,

(2-2)
(2.3)

поскольку 1В։т и хп,т+1 являются соответственно левым и правым концом интервала △Предложение 1. Все функции подсистемы (2.1) имеют одно и то же значение 2/3 в точке Хо (см. (2.3)), т.е.
*>пж(*о) = р т = 1,2,...Доказательство. Из построения подсистемы (2.1) следует, что дробление но­сителя функции {^>п„(։)}*С֊х точками {х^. }т=э* ОДНО и тоже для любого на-турального к, а также Д{ бление носителя функции {¥>п„_։ (։)}“=» точками{г"п. )т=3к֊1 одно и т°жс дл։ любого натурального к.Следовательно, точка хо = Нтт_.Оо делит носитель функции(Л = 1,2,...) на части, отношение которых одинаково для всех значений к.Ситуация та же и для функций {у’п։»(х)}я^։- Не трудно показать, что это отношение1/3 12/3 для («)}£:1 и 2/311/3 для (2-4)Следовательно, по определению системы Фабера-Шаудера следует, что

^п.(։о) — 3, т = 1,2,...



50 АЛ. СлргсянСледствие I. Из вышеприведённого доказательства следует, что Предложение 1 верно также дла подсистемы системы (1.2), в которой первой функцией является функция ^П|(х) подсистемы (2.1), а для любого т — 1,2,... носители функции ^>Я։т(х) и у>п։т+1(х) являются, соответственно, правыми и левыми половинами интервалов Дп։в., и Из определения системы (1.2) вытекает, что для этойподсистемы будем иметь
lim х lim = *0 - О,

m -»oû= 1о + о,

Следствие 2. Из свойства локальности системы Шаудера, Предложения 1 и Следствия 1 следует, что для каждой функции ¥>„(։) = *(х) (п = 2,3,...)существуют точки тг(п) и хя(п) и подсистемы {¥»„m(i)}~=i и {(х)}։ системы Фабера-Шаудера (^,(х) = ?*(х) = у>„(х), является левой по- ловиний носителя Дп. а Д„։ является правой половиной носителя Дп, mes Д£, = 
mes = ^4^ г. m = 1,2,-..) такие, что

ОС
П = xi(n)՝ 

m = l
П = «я(п), ш = 1

= vi,t, = и.(п), т= 1,2.......

«>.»(։»(")) = vi, ., (։«(")) = Ул(п). m = 1,2..........
JÎ5. **■- = ։i(n) - ’• Jïï5. = ։b(n) + 0, 

JL“ = ։«tn> + °' JL“ <-4. = ։«<") - °՛21£(п)։ тд(п) € Ео, уь(п) = уп(п) = -, п = 2,3,... ОЯсно, что плотности этих подсистем равны нулю. Обозначим совокупность таких подсистем через Ф и отметим, что с помощью простых расчетов нетрудно доказать, что Ео является множеством всех возможных точек хь(п) и хя(п) (п = 2,3,...).Предложение 2. Прямой расчёт показывает, что функции ^п,(х), ^>П](х) и (Рп,(х) принимают одно и то же значение 2/3 в точке 1/3. Тогда, согласно свойству локальности системы (1.2), все функции подсистемы (2.1) принимают значение 2/3 в точке 1/3.



Квлчигриди системность некоторых подсистем ... 51Далее, пусть х0 € [0.1] - точка, где функции подсистемы Ф$ = [у»п.(։)}“-1 € Ф принимают значение 2/3. Ряд |<р„.(х) - ^И։_,(х)| сходится о каждой точкех € [0, 1], так как в точке х0 её сумма равна нулю, а в остальных точках х € [0, 1) он представляет собой конечную сумму. ПоложимМ։)= £ ~ (։)1.*=>+! > = 1,2..........
Лемма 1. Для каждой подсистемы {у>п*(։)}*°=1 = $$ € ♦£х(х) < 3 , Ух € [0,1].
Доказательство. Используя свойство локальности системы Фабера Шаудера и Следствие 1, докажем наше утверждение только для подсистемы (2.1), поскольку для прочих подсистем Ф$ С Ф доказательство аналогично. Согласно определению системы Фабера-Шаудера и построению подсистемы (2.1), для любого натураль­ного числа ) > 1 0,1,1£>(®)֊Ь,+1(х) =■ |у>„>+1(х)-у»п/х)|= 2'

при х€ ([0,1)\Дп^и{хо}.□ри х = х„,,
При Т — ’линейна и непрерывна между всеми соседними точками из (х**К=у-Э {хо}- (2.5)Итак. равна нулю на [0.1]\ДцР и представляет собой ломаную наДпр с абсциссами вершин тЯд, *о (где хЛ(->) и хп<> СУТЬ концы интервала△п|» т.е. — 0| ^по !)• •Используя (2.4), (2.5) и определение подсистемы (2.1), не трудно доказать, что

з
£1(х) - Ьз(г) = У2 Д>(*) —

/=1равна нулю при х = То, равна 1 при х — тЯ|, равна 1/2 4- 1 при х — т*а и равна 1/2 4֊ 1/4 при х = гя>, кроме того, нетрудно доказать, что £1(т) - 1з(х) линейна и непрерывна между всеми соседними точками из !тПм и {го} (т.е.представляет собой ломаную с абсциссами вершин хП1, Хц.ф $о)| а
I



52 A. A. Саргсянравна нулю при х = Хо, равна 1 при х = хВ1, равна 5 + 1 при х = хЯ։,..., равна 52*-! ПРИ * = «п, и, наконец, равна £*=1 Л ПРИ х = х"։+с Кроме того, £։(х) - £։+,(х) = $2‘ = ։ Ь)(*) - £| + 1(х) (։ > 1) линейна и непрерывна между всеми соседними точками из {хП։ и (։о}։ т.е. представляет собой ломаную с абсциссами вершин хП|, х„։..........®п1+ц ®о (число вершин этой ломаной на единицубольше числа вершин ломаной, которую представляет собой Ь\(х) — £,(х)).Из вышесказанного следует, что £։(х) = А>(։) ~ Ь>+1(®) равна нулю прих = х0. равна 1 при х = х„։, равна | + 1 при х = хи>, равна 52*=։при х = хп.............линейна и непрерывна между’ всеми соседними точками из}* = ։ и {то}. Т.е. представляет собой “ломаную линию" с абсциссами вершин(х<։»1*с=։ и {®о}- Следовательно,£*(х) < 3, Vx € [0,1],
так как £i(x0) = 0 h £։(xnJ < 3, Vi = 1,2,...Замечание 1. Не трудно показать, что Лемма 1 верна и для всякой подсистемы системы (2.1).Пусть (2.6)
и пусть А - некоторое конечное число. Тогда, по схеме Римана переставим члены ряда (2.6) так, чтобы он сходился к А. Обозначим члены переставленного ряда через А*, т.е. ООЕ = А (2.7)

*з!Рассмотрим ряд вида I кОО (2.8)
*=1где{^пД։))“։ еФили является подсистемой некоторой системы Ф$ Ç ф. Пусть € [0,1] - точка, в которой функции этой подсистемы принимают значение 2/3.Тогда ряд (2.8) сходится в точках г € [0,1], поскольку

(см. (2-7)) и представляет собой конечные суммы (см. определение Ф), когда т € [0.1)\ {хо}.



Кпазмгрили систгмн<м:ть некоторых подсистем ... 53Положим
ОО/(*) = ЛгРяДи).

*=1Имеет мести следующее утверждение.Лемма 2. Ряд (2-8) рлвномердо сходятся к Цх)Доказательство. Положим
‘=1

ООи ЯД։) = ^Ак<рл„(г).

Тогда, в силу (2.7), для л го с > 0 существует некоторое уо € N такое, что
(29)при ] > ]о- Кроме того,

ООЯД։) = *=0поскольку А4 = гк - г* + ։, и поэтому
ОО

ЯД։) = «,¥>*,(։) + £2 гк{у»вД։)-¥>„._,(։)}. 

* = >+1Следовательно, так как ||^п(г)||с(о, 1) = 1, п = 0,1,... получаем
ОО|ЯД։)|<|гД + 12 Ы1^Д։)֊^_Д։)|, »=/+1и с учетом (2.9) |ЛДх)| < |{1 + ГДх)}.Следовательно, |Я;(х)| < € согласно Лемме 1 и Замечанию 1.§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМДля заданной точки хо € пусть Ф$ = {к(т))- подсистема системы Фабера-Шаудера такая, что30 2Р] Дп, = х0, ¥>„> (хо) = ֊ (* = 1,2,...) 4=1



54 А. А Саргсян(ясно, что либо Ф$ входит в Ф либо является подсистемой некоторой системы ф$> € Ф. т.е. р($) =0.) И։ Леммы 2 следует, чтоОО/о(х) = \ € §рап(ф$),к —1где (Л* }£°_1 ֊ члены ряда (2.7). Из построения ряда (2.7) следует
Ст(/о.Ф,а. го) = <?т(/о. Ф$.<5Мо) = 52 ^(кЦРп^Дго) = 52 «*

*=1 Л4 = 1при некоторой о € ^(/о-Ф$) = 0(/о»Ф)- Нетрудно видеть, что
lim Gm(/0. Ф. <т, г0) = 4-оо 

ГП->ОСдля любой <г € Р(/о,Ф$) = £>(/о.Ф). Следовательно, ввиду р(5) = 0, получим доказательства всех теорем.Автор выражает благодарность профессору М. Г. Григоряну, под руководством которого выполнена эта работа.
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