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ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ С СУММАРНО-РАЗНОСТНЫМ 
ЯДРОМ НА КОНЕЧНОМ ПРОМЕЖУТКЕ

А. Г. Барсегян

Институт математики НАН Армении 
Е-т&Н : АшВагзе^Ьуап^таП.ги

Резюме. Работа посвящена исследованию интегрального уравнения, которое 
представляет собой интерес в математической физике :

/(т)=?(х)+/ К(։-1)/(0Л+ [ Ко(х+ «)/(<)*.
•/о /о

где ядерные функции К и Ко представимы в виде суперпози: и экспонент. Фак-и
торичационный метод совместно с уравнением В. Амбарцумяна, ассоциирован
ный ядром К, сводит задачу к простым алгебраическим соотношениям.

51. ВВЕДЕНИЕ
Интегральные уравнения свертки на конечных промежутках представляют зна
чительный теоретический и прикладной интерес. Простейшим из них является 
уравнение вида

/(*) = 9<*)+/ х€(0,г),
/о

(1.1)

где К € Ь1(-г,г). •, ।

Методам решения различных классов уравнений (1.1) посвящено множество ис
следований, см. (1) - (7). Недавно Н. Б. Енгибаряном ((10] - (13]) найден новый 
факторизационный метод, который в ряде случаев, приводит к эффективному 
численно-аналитическому решению уравнения (1.1). В настоящей работе этот

Работа выполнена при поддержке гранта А 823 МНТЦ.
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метод обобщаете* нл уравнения с суммарно-разностным и ядрами. т.е. на урав
нения вида

/(«) = *(*) + I К(х-4)/(«)Л + [ К0(х + 1)/(Г)Л. (1.2)
Уо

где К € £1(—г,г) и Ко € £|(0,2г).
Основное внимание будет уделено случаю, когда ядервыс функции К и Ко 
представлены через экспоненты, в виде интегралов Стилтьеса :

К(±х) = У е՜** 4ог±(н), х > О, 0 < а < 8 < оо, (1.3)

Л'о(х) = ( е_**4а0(э). (1.4)

Скалярными и векторными уравнениями (1.2) - (1.4) описывается ряд физичес
ких процессов, происходящих в одио[юдном плоском слое толщины г < ас с от
ражающей границей. В теории переноса излучения такие задачи возникают при 
расчёте ядерных реакторов, поля излучения в планетных атмосферах, в водных 
бассейнах и др. (см. [7]). Задачи Крамерса и Куэтта (см. [8]) в кинетической 
теории газов также сводятся к уравнению (1.2). В указанных задачах, ядро Ко 
учитывает отражательную способность границы г. — 0 <[х'лы
Предлагаемый подход имеет некоторое сходство с работой [9], в которой приме
нены результаты [5] к уравнению (1.2), (1.3) с симметрическим ядром.

|2. ФАКТОРИЗАЦИЯ УРАВНЕНИЯ (1.2)
2.1. Продолжение решений (1-2) на (О.сс). Пусть Ег, г < ос, - одно из
банаховых пространств £р(0, г), 1 < р < ос, или С[0, г], и пусть Е* - о из
пространств £р(0, оо). 1 < р < оо, или Со[0,оо). Будем предполагать, что в (1.2) 
ядерные функции удовлетворяют условиям К € ^Д-оо.оо) и Ко € £1(0.ос).
Кроме того, допустим, что р(х) = 0, х > г.
Обозначив характеристические функции интервалов [0, г] и (г, оо) соответствен- 
но через А и Л. представим уравнение (1.2) в виде

ад = ад + Г К(х ֊ «)*(*)$(«) Л + [ Ко(х + Г)А(О$(Г)Ж, 
Уо

(2.1)

Отметим, что уравнение (2.1) эквивалентно уравнению (1.2) в следующем смыс
ле : если уравнение (1.2) имеет решение / € Ег при некотором д € Ег. то её 
правая часть имеет смысл не только при ж € (0, г), но и при г > г. Продолжение 
5 этого решения на (0,оо) является решением уравнения (2.1), причём 5 € Е*. 
С другой стороны, если уравнение (2.1) имеет решение 5 € Е± при некотором 
9 € Е±՝ то его сужение / = $ |(о г|€ Ет удовлетворяет уравнению (1.2).
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2.2. Операторная форма уравнений (2.1) и (1-2). Через О обозначим класс 
интегральных операторов Винера-Хопфа

(К/)(։)= I Кк е £»(-00,00).
Уо

Далее, через Ло • • • эначастся класс операторов ганкелева типа с суммарными
ядрами :

(Ко/)(х) = Г *о(« + «)/(«)<*.
•/о

Ко € £»(0,оо).

В любом из пространств Е+ имеют место следующие оценки :

!№♦</* = [°° |Я(х)Мх.
У -оо

IIМ£+ < Г |Ко(х)1<Ь. 
/о

Пространство Л является прямой суммой алгебр Л* и Л+ верхних и нижних 
опер«зторов свертки типа Вольтерра, т.е. если У± € Л*, то

(*+/)(«) = /\(*֊0/(№ К+€£1(0,оо), (2.2)
/о

(У-П(х) = { V. € £»(0,оо), (2.3)

А
Если операторы I - У± (где I ֊ единичный оператор) обратимы в Е+, то

(/-^) (2.4)

где Ф± € П±, т.е.

(♦+/)(*) = [ - «)/(«) <Й, Ф+ € £1(0, со), (2.5)
-/о

(♦_/)(։) = У* Ф_(4-։)/(«) Л, Ф_е£»(0,оо). (2.6)

Резольвентные функции Ф± удовлетворяют уравнению восстановления

Ф±(х) = к±(х)+ Гу±(х-«)Ф±(е)Л, (2.7)
/о

Пусть Л и Л суть операторы умножения на характеристические функции А и А, 
соответственно. Тогда Л + Л = /. Кроме того, уравнение (2.1) можно записать в 
операторной форме

(7- КЛ-КОЛ)5 = 0, (2.8)
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где Я € П и Яо G «о. » уравнение (1.2) имеет операторный вид

(1-Кт- K°)f = g, (2-9)

где
(Яг/)(х) = Г К(х - dt. К 6 Lt(-r, г),

Jo
(*?/)(*) = [' *о(* + <)/(<) Kq € Ь1(0,2г). 

Jo
Из эквивалентности уравнений (2.1) и (1.2) в отмеченном выше смысле следует :

Лемма 2.1. Оператор I - К X — КоХ обратим в Е+ тогда и только тогда, когда 
оператор / - Кт - Я° обратки в Е,.

2.3. Факторизации оператора / - ЯЛ — ЯоЛ. Перейдем к построению одной 
м Л

факторизации дли оператора / - КХ - KqK. Воспользуемся следующими прави
лами умножения операторов : если V± Е П± и Vq € По. то Uq = V-Vo € По и 
IVo = VoV+ G По (см. [10]). Отмстим, что ядра операторов 6'о и Й^о определяются 
по формулам

CJ0(։)= [ V.(»)V0(, + ։) ds, (2.10)
Jo

Wo(։)= Г V0(s + x)V+(s) ds. (2.11)
Jo

Теперь предположим, что существует факторизация Винера-Хопфа :

(2.12)

где У± Е И* суть операторы вида (2.2), (2.3), причем I - У- обратим Тогда, 
используя факторизацию (2.12), после некоторых преобразований будем иметь 

1-ЯЛ-ЯоЛ = Z—Я + ЯА֊ЯОЛ = (Z—V_)[/-V+ + (/—Й_)-1ЯЛ-(7—У_)-։ЯоА].
(2.13)

Из (2.12) и (2.4) получаем

(/-У_)-‘Я = V+ + *-,

поэтому, используя (2.13), приходим к разложению

I - ЯЛ ֊ ЯоЛ = (/ - И-)[/ ֊ V+Л + Ф_л - ТоЛ], (2.14)

где
То = (I — И_)-1Яо = (/ + Ф-)^о6 По.

То(г) = Я0(х) + / Ф- (t)K0(x + t) dt.
Jo

Мы доказали следующую теорему.

(2.15)
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Теорема 2.1. Пусть оператор I - К допускает факторизацию (2.12), причем 
оператор 1 - V- обратим Тогда имеет место факторизадия (2.14), где То 6 По, 
и± € О1 и имеет место формула (2.15).

§3. ПРИМЕНЕНИЕ ФАКТОРИЗАЦИИ (2.14)
3.1. Сведение (2.8) к системе интегральных уравнений. В силу обрати
мости оператора I - V-. факторимдия (2.14) сводит уравнение (2.1) к виду 

(/-У+Л4-Ф_Л-ТоЛ)5 = 311 (3.1)

где
91 = (/-У_)-։5 = (/ + ♦-)$ €Е+ 

и 9։(т) = 0 при г > г, а

5։(։) =?(»)+У Ф_(С-։)д(«)Л 0 < х < г.

Перепишем уравнение (3.1) в раскрытом виде

5(х) = <ц(г) + Г У+(х -<)А(<)$(<) Л-
Уо 

/оо *эо
Ф-(Г - х)А(ед«) Л + у Т0(х + <)А(1)5(е) Л. (3.2)

Введём обозначение Г(х) = 5(х), х > г, и заметим, что при х < г из (3.1) следует 

/(«) = я(։)+У У+(г-е)/(Г)Л֊у" ♦_(«-х)^(<)Л4֊уГТо(х+0/(4)Л, (3.3) 

а при х > г

Г(х)= [ У+(г-<)/(*) Л- [ Ф.(е֊х)^(«)Л+ Г То(х + «)/(«) Л. (3.4) 
Уо Ц

В системе интегральных уравнений (3.3), (3.4) неизвестными функциями явля
ются / и Г. ' ՜1

в
Лемма 3.1. Система (3.3), (3.4) эквивалентна уравнению (3.1), следовап'льно, 
я уравнению (1.2).
Между функциями / и Г имеется другое соотношение, более простое чем (3.4) :

Г(х)= [ К(х -«)/(«) Л + [ Ко(»+«)/(«) Л. «>’■ (3.5)
■1о .1о

которое прямо вытекает из исходного уравнения (1.2).
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Лемма 3.2. Системы (3.3), (3.4) и (3.3), (3.5) эквивалентны.

Доказательство. Решая уравнение (3.4) относительно Г, получаем

Л®) = У+(։ - «)/(<) л + т0(х + «)/(*) л - у У_(։ - ։)<йх

* I У^-т)/(т)<1т- [ У-(1-х)<И [ Т0Ц + т)Кт)<1т. (3.6)
*0 Лж ./о

Используя нелинейные уравнения факторизации Н. Енгибаряна (НУФ) (см. [10]. 
(И)), заключаем, что факторизация (2.12) эквивалентна следующей системе 
нелинейных интегральных уравнений

У±(х) = Х(±х)+ / УТ(«)М« + *)Л. (3.7)
Зо

называемое НУФ для задачи (2.12).
После замены порядка интегрирования в (3.6), и учитывая первое из уравнений 
(3.7) и второе из уравнений (2.7), приходим к уравнению (3.5). Доказательство 
завершено.
Таким образом, решение исходного уравнения (1.2) сведено к решению системы 
(3.3), (3.5).

§4. РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ (3.3), (3.5) В СЛУЧАЕ ВПОЛНЕ 
МОНОТОННЫХ ФУНКЦИЙ К(±х) И К0(х)
4.1. Некоторые вспомогательные функции. В этом параграфе будем рас
сматривать систему (3.3), (3.5) в частном случае, когда функции К'(±т) и Ко(х) 
представлены в виде суперпозиций экспонент (1.3) и (1.4), где и <то - некото
рые неубывающие функции, удовлетворяющие условиям

Рассматриваемый случаи представляет основной интерес в физической кинетике. 
Каждое из следующих двух условий обеспечивает обратимость оператора I — :
р < 1 или р = 1 и и > 0. Через ц обозначим первый момент ядра К : ,

VI = [ хК(х) Их = и? - (4 3)

где — /*а՜3 <1сг±(а), а интеграл для V՜ считается сходящимся.



30 А. Г. Барсегян

В случае ядра (13), из (4.1) следует, что решение нелинейного уравнения фак
торизации (3.7) имеет вид

У±(х) = (4.4)

где является каноническим решением уравнения В. Амбарцумяна (см. [И], 
[12]): ь 'и.'

¥»*(•) = 1 + Р±(>) / 77֊¥»т(р) (4.5)
я Т р

Каноническим решением называется предел простых итераций с нулевым на
чальным приближением.
Из формул (4.4) и результатов работы [13] следует, что резольвентные функции 
Ф±. полученные из уравнений (2.7), допускают представление

*±(*)= / е֊'р<к»±(р),
•/о

где - неубывающие функции и р~1с1и±(р) < +оо.

4.2. Преобразование системы (3.3), (3.5). Пусть

(4.6)

«(•) = ^ «-<'֊»>•/(<) <*. /*(«) = ^ е-(‘-г|,Г(4)Л, 7(з) = «"/(*) Л.

(4-7) 
Нашей ближайшей целью является преобразование системы (3.3), (3.5) в систему 
относительно а, /3, 7.
Подставляя выражения (4.6), (2-15), (1-3) и (1.4) функций Ф_, То, К и. Ко в (3.3) 
и (3.5), получим

о

Г е-<г-'>^(р)^-(р)+ 
О

<ь(р)
(48)

(4-9)

Тогда, решая уравнение (4.8) относительно /, получаем

Ь^(р)'

(4.Ю)
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где = <71(х) 4֊ /с' <• + (։ - ։)дх(։)<И и

(А(։.р) =

1 + [ Ф+(<)е'лА 
За

(4.11)

(4-12)УАх,р) = е~”

Умножая обе части уравнения (4.9) на в-(«֊Ф и интегржру, по х от г до ос 
получаем следующее соотношение между функциями а, (3 и у :

= £ Г7^Ат+(л) + / \7р )<<<Го(а)- (413)

Умножая обе части уравнения (4.10) на и интегрируя по ։ от 0 до г,
получаем второе соотношение между функциями а, (3 и у ;

а(в) = а°(я) - £ р)/?(р) (р) + £ ЦЩ,д) 1+ Г՝<Ь-(р) 
к Р + Ч 7(«)<^о(д),

(4-14)
где а°(я) = /' е (г_‘)<р2(е) Л и

ИМя,4)= [ »=1,2.
-/о

(4-15)

Теперь, умножая обе части уравнения (4.10) на е’г* и интегрируя по г от 0 до 
г, получаем еще одно соотношение между функциями 0 и 7 :

7<я) = 7°(я) - ИМ*.р)/9(р)<1и>_(р) + И^(«л) 7(Ч)Лт0(9),

(4-16)
где 7°(я) = /оге *’д2(«)<// и

^(»,0 = [ » = 3,4.
Уо

(417)

Из (4.11) и (4.12) получаем

^(я.р) = 4֊ [Л(р) ֊ е-^В(1)], ИЪ(*.«) = ֊ [В(9) - В(в)], (4.18)
я "г р * Ч

^з(э.р) = — [е-грЛ(.) - е—Л(р)], ^(в.д) = 4? Н(л) ‘ ’
3 “ р 9 ~г Q

(4.19)
где

Л(р) = 1 + £ф+(<)е-‘’’Л, В(р)=е-Г1г (1 + £ Ф+(«)е"<*) .

Итак, получили замкнутую систему интегральных уравнений относительно а, 
0 и у. Все эти функции зависят от одной переменной. Справедлива следующая 
теорема.
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Теорема 4.1. Функции а, /3, у € Со[0,сю) определяются единственным образом 
системой (4.13), (4.14), (4.16). Решение уравнения (1.2), (1.3), (1.4) определяется 
по формуле (4.10). . '-J

§5. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ДИСКРЕТНЫХ ОРДИНАТ
В этом параграфе вкратце опишем схему приближенного решения уравнения
(1.2). (1.3). tx-нованную на построениях предыдущих параграфов.
При чистSUI »-аналитическом решении уравнения (1.1) с ядром (1.3) применяется
метод дискретных ординат (МДО) Чандрасекара : функции cr±(s) в представле
ниях (13) приближенно заменяются кусочно-постоянными функциями

п

cr±(s) Rs а±(я) = ^а*0(з - яц), 
к-1

(5Л)

где а* > 0, 0 < < • • • < зП| а 0 - функция Хевисайда единичного скачка.
Прямое применение редукции (5.1) сводит исходное уравнение (1.2) к краевой 
задаче для системы обыкновенных дифференциальных уравнений порядка 2п. 
Задача Коши для этой системы плохо поставлена (ее решение сводится к плохо 
обусловленным алгебраическим системам и др.). Кроме того, эта система диф 
ференциальных уравнений обладает экспоненциально возрастающими и убываю
щими решениями, что сильно затрудняет или делает практически невозможным 
решение задачи классическими методами при больших значениях г.
Одним из основных достоинств построения факторизации (2.12) и резольвентных 
функций Ф± методом уравнения Амбарцумяна является “устойчивая алгебраи- 
зация’՜ задачи. Согласно (5.1), уравнение Амбарцумяна обращается в конечную, 
нелинейную алгебраическую систему с простой и устойчивой итерацией. Для 
полученного уравнения, представление (4.6) принимает вид 

О < р* <*!<•••< р*

и вычисление р* и 6* сводится к некоторым алгебраическим процедурам.
Ниже покажем, что линейные уравнения, полученные в предыдущем параграфе, 
допускают аналогичную алгебраизацию.
Решение системы (4.13), (4.14), (4.16) основано на (5.1) и на замене ядра Ко 
дискретной суммой

п

Ко(х) RS a'j exp (—ejx)
m=l
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сводящая систему (4.13), (4.14), (4.16) к линейной алгебраической системе, кото
рая легко решается итерациями Например, уравнение (4.16) обращается в еле- 
дующее :

У2 hkmflm + ^пЛян 

m = l m=l

где
7* = 7°(*°), 7k =7(*°), ftn =/3(р՜ ),

Автор выражает благодарность профессору И. Б. Енгибаряну за руководство 
работой и профессору А. X. Хачатряну за полезные обсуждения.

Abstract.The paper is devoted to investigation of the integral equation that is of 
interest in mathematical physics :

/(x)=p(z)+/ K(x-t)f(t)<U+ [ Kq(z + 
Jo Jo

where the kernel functions K and Ko are represented as superpositions of expo
nentials. A factorization method in conjunction with V. Ambartsumian's equation 
associated with the kernel K reduce the problem to simple algebraic relations.
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